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Betrachte fiir Funktionen w : Q — R und p € (1, 00) das Funktional

Jw] ::/ |Vw|P dx,
Q

das offenbar fiir die Funktionen w € W1P(Q) wohldefiniert ist.
Ziel:

Das Funktional J[w] soll in der Teilklasse
¢ = {w e W"P(Q); w—up € WHP(Q)} = up + WP(Q)}

mit einer fixierten Funktion up € W1P(Q) minimiert werden.
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Lemma 1

Sei X ein normierter Raum, (xx) konvergiere schwach gegen ein x € X.
Dann gibt es eine Folge (yx), so dass y in der konvexen Hiille {x;,/ > k}

liegt mit y, — x, k — oo.
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Beweis

Definiere M; als konvexe Hiille von {x;j, xj41,...}, i € IN.

Annahme: Je > 0 mit ||[x — y|| > e Vy € M.

Sei L := {z €eX: Jue M mit [[z—u| < g} Dann gilt:

1) L D> M und damit L D M

2) L ist konvex, da L konvex

3) x¢1L

Trennungssatz = es existiert ® € X* und o € R mit ® < o auf L und

D(x) > a4
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Es gibt also zu jedem ¢ > 0 ein y € My mit ||[x — y|| <e.

Es existiert eine Folge (vi) C My mit ||v} — x| = 0, k — oco.
Definiere y; als erstes Folgenglied von (v,%) mit Hv,} — XH < 1 und seien
Yi,--.,Yn konstruiert mit y; € M;, |ly; — x|| < %, i=1,...,n.
Existenz einer Folge (w;) Teilmenge der konvexen Hiille

{X1+,,,X2+,,, .. } = Mk+1 mit ||W/ = X|| — 0, | — oo.

. : 1
Man wahle fp als kleinsten Index mit ||w; — x|| < 1 und setze
i

Yk+1 = Wy L]
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Lemma 2

Sei Q C RY offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand 1 < p < ooc.
a) Fiir alle u € W, P(Q) gilt:

lullp < c(Q)[[Vullp

b) Fiir alle u € WHP(Q) gilt:

Ju=(all, < (@Vull: (w)a= Frgy [ udx

~—
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Beweis
a) Annahme: Die Aussage ist falsch.
Es gibt eine Folge ux € W, P(Q) mit ||ukllp > k[ Vuk|p-

.. Uk
Fir v := ——

1
C WoP(Q) folgt [|vellp = 1, [[Vvillp <
el

= Vi — v e WhP(Q)
Schwaches Auswahlprinzip = Vv — 0 € LP(Q2) und damit
Vv — 0 € LP(Q)

Eindeutigkeit des schwachen Limes = Vv = 0 und damit v = 0.
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Aus der kompakten Einbettung W1P(Q) < LP(Q) folgt
Vk— v € LP(Q).

= v|[p=14v=0

b) Vorgehen analog, betrachte zunichst Funktionen mit

1
(U)QZEd(Q)/QUdXZO

und man erhilt die gewiinschte Ungleichung durch Subtrahieren des

Mittelwerts.
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Satz

Sei Q € RY offen und beschrankt mit Lipschitz-Rand sowie 1 < p < cc.

Dann hat das Minimierungsproblem
Jw] = / |[Vw|Pdx — min
Q

in der Klasse € eine eindeutige Losung.
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Beweis

Betrachte die Minimalfolge

(up) C € / |Vup|Pdx — inf J
Q €
Offenbar gilt sup ||V un||, < oo und mit der Poincaré-Ungleichung folgt
n

[unllp < cl[Vunllp + clluollr,p

= sup ||up|lp < 0o und sup ||usl|1,p < o0

n n
Schwaches Auswahlprinzip =, — u € W1P(Q)
Schwache Abgeschlossenheit von ¢ = u € €
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Zu zeigen: u ist J-minimal.

Benutze Lemma 2 und wahle die Folge

N(K) N(K)
> akdi € up+ Wyt mit Y af =1, a; >0
i=k i=k

Mit der Konvexitat der Abbildung t — tP folgt:

/ |[VulPdx < Ilm/ Z ok |Vii;|P dx = |an
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Die letzte Gleichheit folgt aus

N(k)

N(k)
k ~|p : k. _
Qs Vii|P —infJ| < aje=¢
Dol fIvap - <3

fur n(k) > no, da (d;) Minimalfolge und somit gilt

/ |VulPdx <infJ
Q €

undda ue %

/ |VulPdx = inf J
Q €

= u ist ein J-Minimierer.
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Zu zeigen: Eindeutigkeit.

Annahme: Es gibt zwei Minimierer uy, u» € €.
1 1

% konvex = §u1 + - e€

2
Mit strenger Konvexitat der Abbildung t — tP fiir p € (1, c0) folgt:

1 1
ff7 G e 22)

P 1 1
dx < / ]Vul\pdx—l—/ |Vua|P dx
2 Ja 2 Ja

:I%f./ 4
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Verallgemeinerung

Sei F:RY — [0, 00) stetig und konvex, dann hat das
Minimierungsproblem

/ F(Vw)dx — min
Q

in € eine Losung, falls
F(Z)> @|Z|IP —a VZeRH

gilt. Falls F streng konvex ist, ist die Losung eindeutig.
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