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Aufgabe 1: 2 Punkte

Sei s € N. Ein s-stufiges explizites Runge-Kutta Verfahren (RKV) hat die
Gestalt

Ug ‘= Uh,0
tj+1 = tj + h
Uj+1 = ’U,j + hgﬁ(t]’, ”U,j, h)

mit jeweils j = 0,1,...,m — 1, wobei die sogenannte Verfahrensfunktion ¢ mit
Hilfe der sukzessiven Berechnung der Grofsen

vi(t,u) == f(t, u)
va(t,u) := f(t+ cah, u+ hasvy (t,u))
s—1

vs(t,u) :== f(t+csh, u+h Z as;v;(t,u))

=1
durch .
@(ta u, h) = szvl(ta U)
=1

definiert ist (Die v; héngen auch noch von h ab). Dabei sind die Koeffizien-
ten ay;, b;, ¢; geeignet gewdhlte reelle Zahlen, die das Verfahren vollstéandig
festlegen. Zur Beschreibung eines RKV ordnet man sie gew6hnlich nach dem
sogenannten Butcher-Tableau an.

(a) Stellen Sie das verbesserte Eulerverfahren als RKV dar

(b) Stellen Sie die Koeffizienten in einem Butcher-Tableau dar.

Aufgabe 2: 6 Punkte
Zweistufige explizite RKV haben die Form

U 1= Up0
tiy1:=t;+h
vi(t,u) == f(t, u)
va(t,u) := f(t + ch, u + avi(t,u))
o(t, u, h) := brvy (¢, u) + bava(t, u)
w1 = uj + hep(ty, uy, h)

(a) Betrachten Sie vy als eine auch von h abhéngige Funktion. Entwickeln Sie
vg um h = 0 mit Taylor, so dass sie etwa va(h) = ...+ O(h?) stehen haben.

(b) Sei u die exakte Losung. Entwickeln Sie die von h abhéngige Funktion w
mit
w(h) :=u(t+ h)
um h = 0 mit Taylor, so dass sie etwa w(h) = ... + O(h?) stehen haben.

(¢) Berechnen Sie a, by, by in Abhéngigkeit von ¢, so dass der Diskretisierungs-
fehler

o %(u(tk) 1)) = o(ter, ulter), h) € O(R?).

(d) Erfiillen die Koeffizienten aus Aufgabe 1 die in (c) gefundenen Bedingun-
gen?



Aufgabe 3: Bedingungen an Koeffizienten 4 Punkte
Gegeben sei das 3-stufige Runge-Kutta Verfahren von Heun

(3.1)

sowie folgende Tabelle, welche Thnen angibt, welche Bedingungen die Koeffizien-
ten zu erfiillen haben, damit das jeweilige Verfahren die entsprechende Ordnung
besitzt:

Ordnung Bedingungen
v
1 Y bi=1
v I
2 Z¢:1 bic; = 5
v 2 _ 1
3 ;i:l bic; = 3 )
Do j=1 bitijej = g (3.2)
v 3_ 1
4 > im1 biC; = 7
S biciajc; = L
i,j=1"iCiijC5 = 3
S bt =%
i,j=10i2ijCj = 13
S biaija;nce = =
ig.k=1"Y1%j4jkCk = 57

Zeigen Sie, dass es sich um ein Verfahren 3. Ordnung handelt.

Aufgabe 4: 4 Punkte
Das Impliziten Eulerverfahrens (IE) ist defineirt durch

ujy1 = uj +hf(tjir, ujp1);

das Trapezverfahrens (TV) ist definiert durch

h
ujt1 =t = 5 (f(tg, uj) + f(ti, i)

Stellen Sie die beiden Verfahren (IE) und (TV) in einem Bucher-Tableau dar.
Aufgabe 5: Gronwall Lemma 4 Punkte
Es sei w/(t) < aw(t) mit a > 0 fiir alle ¢ € [0, d).
(a) Zeigen Sie fiir das Vergleichsproblem v' = av, v(0) = w(0), dass
(v —w)(t)e™
in [0,d) steigend ist.

ta

(b) Folgern Sie daraus Gronwalls Lemma: w(t) < w(0)e'®.



