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Abgabe: Mittwoch, den 13. Juni vor der Vorlesung

Aufgabe 1: (Riesz’scher Darstellungssatz) 4 Punkte

Sei H ein reeller Hilbertraum und sei f € H*, d.h. f : H — R ist ein lineares,
stetiges Funktional. Zeigen Sie: Es gibt einen eindeutigen Minimierer u € H der
Energie J : H — R mit

(@) = gllell” ~ £(a).

Zeigen Sie, dass der Minimierer u die Gleichung (u,y) = f(y) fiir alle y € H
erfiillt.

Aufgabe 2: 7 Punkte

Sei H ein reeller Hilbertraum. Eine Bilinearform o: H xH — R heif3t beschrinkt,
falls es ein m > 0 gibt, so dass fiir alle x,y € H gilt:

o(z,y) < M|lz[|{lyll

Hierbei bezeichne || - || die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Weiters heifit
o koerziv, falls es ein M > 0 gibt, so dass fiir alle x € H gilt:

o(z,z) > M|zl

Zeigen Sie: Ist 0: H X H — R eine koerzive und beschrinkte Bilinearform und
f € H, so existiert genau ein u € H, so dass fiir alle v € H gilt:

o(u,v) = f(v)

Folgern Sie mit Aufgabe 1, dass es somit genau einen stetigen linearen Operator
T:H — H gibt, so dass fiir alle x,y € H gilt:

o(z,y) = (y, Tx)

Aufgabe 3: 4 Punkte
Es sei u € WH(R™). Zeigen Sie, dass

lim <%(u(w + he;) —u(x)) — Oy, u(x), <p> =0,

h—0

fiir alle ¢ € C§°(R™). (Dies bedeutet das Differenzenquotient im Distributions-
sinne gegen die Ableitung konvergiert.)

Aufgabe 4: 5 Punkte
Sei 1 < p < o0, @ C R™ offen (mit glattem Rand) und f € L (Q). Hierbei
sei p’ der konjugierte Holderexponent zu p, d.h. % + % = 1. Zeigen Sie: Jeder

Minimierer v € Wy?(€2) des Funktionals

1 it D
ﬂ@p!ﬂhl<ﬁD>

J: Wy P(Q) = R

erfillt
(IDuP= Du, Do) = (f , D)

fiir alle ¢ € WyP(Q).



