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Fortgeschrittene numerische Mathematik — Blatt 1

Abgabe: Mittwoch, den 25. April vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 1.5 + 1.5 + 2 = 5 Punkte
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

(a) 2'(t) =1—z(t) +t, z (tp) = ©op mit den Anfangsbedingungen ¢y > 0 und
zo € R beliebig.

(b) 2'(t) — 2%(t) = 1, 2 (0) = 0

(c) 2'(t) = ax(t) — bx%(t) mit @ > 0, b > 0 und der Anfangsbedingung
2 (0) = ¢ > 0. Begriinden Sie, warum diese Differentialgleichung die zeitli-
che Entwicklung einer einzelnen Population modelliert und interpretieren
Sie den Grenziibergang fiir ¢t — oo.

Aufgabe 2: Picard-Lindel6f 2+ 24+ 2+ 1= 7 Punkte

Sei D C I xR™und f: D — R"™ stetig. Wir betrachten das Anfangswertproblem
' = f(t,x), x(to) = xo mit (tg,z9) € D und 0 < ty € I = [to,a]. Zeigen Sie
das Folgende:

(a) Eine stetige Funktion z: I — R™ ist genau dann stetig differenzierbare
Losung des Anfangwertproblems fiir ¢ € I, wenn sie Fixpunkt des Opera-
tors

T: C ([to,a],R™) - C (fto, a] ,R"), T () (t):x0+/f(s,:v(s)) ds

to
ist.
(b) Sei nun explizit I = [tg,a] mit a > to. Durch die Supremumsnorm || - ||
wird C ([to, a] ,R™) zu einem normierten Raum. Zeigen Sie, dass fiir jedes
L > 0 durch
||| = max |z (t)]e 2Lt
t€(to,al
eine zu || - ||o dquivalente Norm definiert wird.

(¢) Sei f: D — R™ eine beziiglich x Lipschitz-stetige Funktion. Niitzen Sie die
Ergebnisse der vorherigen Teilaufgaben, um zu zeigen: Es existiert eine
eindeutige Losung = € C'([to,a],R™) des obigen Anfangswertproblems.
(Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass T eine Kontraktion bez. || - || ist.)

(d) Wiirde es auch geniigen zu zeigen, dass T fiir ein m € N eine Kontraktion
bzgl. || -|| ist, um die gewiinschte Existenz- und Eindeutigkeitsaussage aus
Teilaufgabe (c) zu erhalten? Beweisen Sie Thre Aussage.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Es sei K C R" eine kompakte Menge und (f,), oy eine Folge von Funktionen
fn: K — R, die gleichméssig beschrankt sei, d.h.

sup [[ fnlloe < c1.
neN
Ferner gelte
w sy @ =)

< C2
neNz,ye K, z#y ||{E - y”’Y

fir ein v > 0 und c1,c2 > 0 fest. Zeigen Sie, dass (fy), oy eine in C (K,R)
gleichméfig konvergente Teilfolge besitzt.



Aufgabe 4: 4 Punkte

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
.T/ _ y2 _ 1‘2
y = zy.

Zeichnen Sie das zugehorige Richtungsfeld und Phasenportrit.



