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Von der klassischen zur schwachen Formulierung
Ausgangspunkt: Existiert u € X = W1P(Q) mit

—div(|Vu|P~2Vu) + su = f in Q und
u =0 auf 00

fir 1 < p < oo, Q C R” beschriankt mit 9Q € C%! und s > 07?

Ubergang zur schwachen Formulierung: Existiert u € X mit

/Q|Vu|p_2Vu-Vg0+sugo dx:/Qfgpdx Vo e X

fiir f € (LP(Q))* = LP(Q) fiir p/ = 257
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Operatorgleichung
Definiere Operator A via
(Au, ) = / |VulP~2Vu - Vo + sup dx Yu,p € X
Q
und Funktional b via (b, p) := [, fe dx fiir alle ¢ € X.

Lemma
Fiir p > d+2 gilt

1. A: X — X* und A ist beschrankt.

2. b € X* und die schwache Formulierung ist dquivalent zu Au = b.
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Beweis von 1.
Setze X := W'P(Q) und |Ju||x = ||Vul|rr(q). Es gilt

(A, )| < [Vl foen I Vel o) + sllull iz 2l 2(@)-

Einbettungen:

o WLP(Q) — [2(Q) fir1<p<dundp> 22de

o Whr(Q) = Whd(Q) — L(Q) fiir p > d

2d
= Vo € Xund p > PR el < cllVellr@)
Also

|(Au, )| < c(IVullfoigy + sIVullo@) I Vel o)
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Beweis von 1. und 2.

1
[Aullx- = sup [(Au, 9)| < c(IVullfoiqy + sIIVulle@)
©
llell<1

Damit Au € X* und A beschrankt!
Zu 2.:
1bllx+ = sup [(b,p)| < sup [[f]| 0 q)llellie) < cllfll e q
peX peX
llell <1 llell<1

Damit b € X* und

(Vp e X1 (Au,p) = (b,p)) & Au=b.
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Bemerkung zum letzten Lemma: Fiir s = 0 ist p > f—j’z nicht notwendig.

Untersuchung von A ergibt:

Lemma

A ist strikt monoton, koerziv und stetig.
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Strikte Monotonie von A:
Setze g = (g',...,g%) : RY = RY via ¢ — |¢|P72C.
Damit fiir u £ v € X:
d . .
(Au—Av,u—v) = / Z(g’(Vu) —g'(Vv))(9ju — 0iv) dx + s|lu — v|2,
L]

d 1
d .
> —g'(Vv+7(Vu—Vv))dr(0ju — 0;v) dx
LX) 89 7(Fu= 9w drton - ow)

> c|Vu—Vyv|? fol |Vv+7(Vu—Vv)|P=2dr > 0

>0
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Koerzivitat von A:

Fir u € X gilt
(Au, u) = /Q Vul? + slul? dx = |Vull 7, + sllullfz > [VullZ.

Damit ist insgesamt

(Au, u)
lullx

> || Vu||P5t = oo fiir |Jullx = oo,

falls p > 1.
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Stetigkeit von A: (1/2)

Sei x, Folge mit u, — v in X (= Vu, — Vu in LP(Q)).
Definiere den Nemyckii—Operator F via
F: (LP(Q)? = (L7 ()
u s g(u) = |ulP~2u
F ist stetig = F(Vu,) — F(Vu) in (LP(Q))“.

WLP(Q) — L2(Q) fiir p > 22+—dd sichert |||l 2 < c|lpllx-
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Stetigkeit von A: (2/2)
Daher

(Aup — Au, o) = /Q(F(Vu,,) —F(Vu)) - Vepdx+ S/Q(u,, — u)p dx

< c|lF(Vup) = F(Vu)ll 1o [Velle + sllun — ull 2@l
< c(IF(Vun) = F(Vu)ll 1 + llun — ullx)llllx,
also gesamt
|Aup — Aul|x+ = sup |(Au, — Au, ¢)|
peX
llell<1
< c([[F(Vun) = F(Vu)l|pr + [|un — ullx) — 0

~~

—0 —0
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Riickblick:

Theorem (Browder, Minty)

Sei X ein seperabler, reflexiver, reeller Banachraum mit Basis (wj)ien.
Weiters sei A : X — X* ein strikt monotoner, koerziver, stetiger Operator.
Dann existiert fiir alle b € X* eine eindeutige Lésung u € X von

Au = b.

o X = WLP(Q) ist seperabler, reflexiver, reeller Banachraum.

e Nach den Lemmata ist A : X — X* strikt monotoner, koerziver,
stetiger Operator.
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Existenz der schwachen Losung

Theorem

Seil < p < oo, Q CR" beschrinkt mit lipschitzstetigem Rand und

felP(Q),s>0undp> 22+—dd.

Dann gibt es genau ein u € WHP(Q) mit

/|Vu|”_2Vu-V<p+sug0dX:/ fo dx Vo € WHP(Q).
Q Q
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