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Die p-Navier-Stokes-Gleichungen

Problemstellung

Gesucht ist eine Lésung fiir das Geschwindigkeitsfeld v : Q — R3
und die Druckverteilung 7 : Q — R3 der

p-Navier-Stokes-Gleichungen

—div (|VVv[P2VV) + [Vv]v + V7 = f auf Q,
divv =0 auf Q,
v=20 auf 09,

o f:Q — R3 suBere Kraft
o Q C R3 beschrinkt mit Lipschitz-stetigem Rand
e p>1
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Die p-Navier-Stokes-Gleichungen

Vorgehensweise

Beweis nicht mittels
@ Fourier-Transformation
@ 3quivalentes Minimierungsproblem

Sondern: Suchen einer schwachen Ldsung

X = {v e (W,”(Q))} divv = 0}

mit Norm [|v||x := [|Vv[1p(q)3x3
(dquivalent zur Sobolev-Norm)
= X ist reflexiver separabler Banachraum
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Die p-Navier-Stokes-Gleichungen

Schwache Formulierung

Man wihlt [, mdx = 0 und definiert:

(A1v, @) ::/ |Vv[P~2Vv - Vipdx
Q

(Apv, ) := / [VV]v - pdx
Q

(Asv, @) = / V- pdx = / mdivedx =0
Q Q

@m%z/ﬁ¢w

Q

= (AL + Ax)v = b

A1: monoton; Aj: stark stetig
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Der Satz von Brezis

Definitionen (1/2)

Sei X ein reflexiver reeller Banachraum und A : X — X* ein
Operator

Definition Pseudomonotonie

A heiBt pseudomonoton, falls aus

u, —u inX und

lim sup(Aup, u, — u)x <0

n—o00

folgt, dass Vw € X gilt:

(Au,u—w)x < liminf(Aup, uy — w)x
n—00
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Der Satz von Brezis

Definitionen (2/2)

Definition Bedingung (M)
A geniigt der Bedingung (M), falls aus

u, = u in X,
Au, — b in X* und
|imsup<Au,,, Un)X S <b7 U>X

n—o00

folgt, dass Au = b gilt
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Der Satz von Brezis

Lemma

© A pseudomonoton und lokal beschrankt = A demistetig

@ A pseudomonoton = A geniigt Bedingung (M)
© A stark stetig = A pseudomonoton
©Q A und B pseudomonoton = A + B pseudomonoton

© A monoton und hemistetig = A pseudomonoton
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Der Satz von Brezis

Verallgemeinerung des Satzes von Browder und Minty

Satz von Brezis

Sei A: X — X* pseudomonoton, beschrankt und koerziv.
Dann existiert fiir alle b € X* eine Losung u € X von

Au=b>b

Beweis: Sei (w;);cn eine Basis von X; X, := span{wy, ..., wy}
Approximative Lésungen: Galerkin-System

(Aup — b,wy) =0 k=1,....n

I6sen mit up, = >, cfwi
O Losbarkeit: (1) => A demistetig = g : R” — R” stetig
(gk(c™) := (Aup, wi), k=1,...,n)
Koerzivitdt von A= 3Ry > 0 und (Fixpunktargument)
3 Losungen u, mit ||us|[x < Ro
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Der Satz von Brezis

Fortsetzung Beweis

(Aup — b,wy) =0 k=1,...,n
@ Konvergenz: 3 schwach konvergente Teilfolge u,, — u
limg—yo0(Atp,,v) = (b,v) Vv & span{wy,...}
© Beschranktheit von (Aup, ): A beschréankt
Aup, — ¢ in X* und b=c
o <Aunk’ u”k> = (b, u"k) — (b, u)
@ (2) = A geniigt Bedingung (M)

= Au=0>b
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Existenz der Lésung

Anwendung auf p-Navier-Stokes

Lemma

@ A; ist beschrankt, strikt monoton, koerziv und stetig

e Fiir p > % ist Ao beschrankt und stark stetig

Einbettungssatz fiir Sobolev-Raume
Fir 1 — % > —% gilt: WHP(Q) — LI(Q) kompakt
Insbesondere:  ||u|a < cllul|wrr Yu € WLP(Q)

Beweis des Lemmas: az(u,v,w) := [o[Vu]lv-wdx trilinear
Beschranktheit:
|a2(u, v, w)| < [Vullplvliglwllq < cllullx Ivlix wllx ~ fir p> 2
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Existenz der Lésung

Starke Stetigkeit: Wegen divv = 0 folgt az(u,v,w) = —ax(w, v, u)
Seien u, = u, v, — v. Dann |ax(up, vy, W) — a2(u,v,w)| <
laz(up —u, vy, w)| + |az(u, v, —v,w)| =

|—az(w,vp,u, —u)| + |a2(u,v, —v,w)| = 0

A1 + Ay ist koerziv

Beweis: Sei u € X
Da A; koerziv ist und (Aav,v) = ax(v,v,v) =0
ist Ay 4+ Ap koerziv.
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Existenz der Lésung

Ergebnis

Fir p > % gibt es zu jedem f € (LP'(Q))3 ein u € X,
so dass u die p-Navier-Stokes-Gleichungen |6st
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Existenz der Lésung

Existenz des Drucks

Der Satz von De Rham angewandt auf
(F, ) = / |Vv|[P=2Vv - Vpdx + / [Vv]v - pdx — / f-o=0
Q Q Q
ergibt: 3 € LP(Q) mit [, mdx = 0, so dass Ve € (W, P(Q))? gilt:

(F,cp):/wdivcpdx
Q
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