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Bitte beachten Sie:

a) Bitte tragen Sie auf jedem Blatt, das Sie abgeben, Ihren Namen ein!

(a)
(b) Arbeitszeit: 10:10 - 11:50 Uhr (100 Minuten).

(c) Zugelassene Hilfsmittel: Schreibgerit.

(d) Schreiben Sie auf gar keinen Fall Lésungsvorschlige zu verschiedenen Auf-
gaben auf das selbe Blatt!

(e) Jede Aufgabe gibt die selbe Punktzahl.

(f) Bei Bedarf kann zusétzlich Papier angefordert werden.

Viel Erfolg!



Aufgabenstellung

1 2 3
Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Inverse von A:= (4 7 5
4 6 9
Losung. Ich wihle die Methode wo man die Matrix mit Elementaroperationen umformt bis

man zu der Einheitsmatrix kommt.

1231100 Lft 2 31 100
475\010Q’°£>4)0—1—7|—410
46900 1)\ 2 3 401
(12 310 AR R 2 0
W@ g 1 7| 4 1 “eCPlor T 4 -1 0
D\ 011 | 4 2 SN\ 0 1] 411 —2/11 111
_fro0 | -3 0 1
QG0 g 1 0 | 16/11  3/11 —7/11
Qs \g 0 1 | 411 —2/11  1/11

Die Inverse von A ist durch die 3 x 3 Matrix die rechts von der Einheitsmatrix liegt.

Bemerkung: Man kann auch die cramersche Regel anwenden, die vielleicht auch ein bisschen
kurzer ist. Man kann auch diese Methode mit Umformungen ein bisschen anders schreiben,
ndmlich

AT = Q13(11)Qa3(—7)55(1/11)Q12(—2) S2(—2)Q32(2) Q21 (—4) Q31 (—4) =

-3 0 1
=l16/11  3/11 —7/11
411 —2/11  1/11

Aufgabe 2. Berechnen Sie die Determinante von

4
7
15
2

B =

0o -2 1
0 3 3
6 —21 7
0 0 1

Losung. Ich berechne die Determinante mit der Laplace Formel und entwickele nach der 2.

Spalte.
4 -2 1 4 -2 1

det(B) = (=1)*>™2(6)det [7 3 3|, det|7 3 3| =2(-6-3)+1(12+14)=38
2 0 1 2 0 1

= det(B) = —6(8) = —48.

Aufgabe 3.
F2(v).

Sei F': K™ — K™ eine K-lineare Abbildung, so dass fiir alle v € K", F(v) =

(a) Zeigen Sie : Es gibt eine basis B von K" und eine ganze Zahl k, 0 < k < n, so dass

mgr) = (% 4
Beweis. Bemerkung ():
F(v) = F(F(w)) 2 F(w) = v.

Sei v € Im(F).

0
) (eine Diagonalmatrix mit nur 1 und 0 auf der Diagonale).

Dann Jw, so dass F(w) = v. Daraus folgt,



Nach der bekannten Dimensionsformel, dim(ker(F)) = n — dim(Im(F)). Sei also B :=
(b1,b2y ey by Dt 1y vy b)), wobei die b;, 1 < i < k eine Basis fiir Im(F) bilden und die
bi, k+1 <14 < n eine Basis fiir ker(F) bilden. Wir zeigen jetzt, dass B eine Basis fiir K™
ist. Da |B| = n, reicht es zu zeigen, dass die b; linear unabhéngig sind.

Sei Y i, ¢ib; = 0(xx), wobei ¢; € K. Da F linear ist folgt

n

n k k
=1 i=1 i=1

i=k+1
(die letzte Gleichung folgt aus Bem. (x), F(b;) = b; wenn ¢ < k; wenn ¢ > k, F(b;) = 0).

Da die b;, ¢ < k zu einer Basis gehtren (angenommen), dann ¢; = 0, 1 < i < k. Man
ersetzt dann diese Werte fiir ¢; in Gleichung (x*) und bekommt Z?:kH c;b; = 0. Da die
b;, © > k auch zu einer Basis gehoren, sind ¢; =0, ¢ > k. Also sind ¢; =0, 1 <i <n. Da
Gleichung (%) nur erfiillt sein kann wenn alle die Koeffizienten gleich null sind, dann sind
die b;, 1 <+¢ < n linear unabhéngig.

Nach Definition ME(F) = | (F(b1))s (F(b2))s -+ (F(bn))s |. Fiir alle i kleiner gleich
| | |
k gilt
i—1 n
F(bi) Z b= 0bj+1b;+ Y 0bj,
J=0 j=i+1

also (F(b;))s = e; (der i. kanonische Basisvektor). Wenn i > k, b; € ker(F) also F(b;) =

n Ey
0=>"",0b; also (F(b;))g= | : |. Insgesamt, ME(F) = ( 8 8> . O
0

(Alternativer Beweis) Es worde in der Vorlesung bewiesen, dass fiir jede lineare Abbildung
Eg 8) Die Basen A und B
sind kontruiert wie folgt. Sei vy, ...,vx eine Basis fiir Im(F") und sei bgt1, ..., b, eine Basis
von ker(F'). Sei jetzt by,...,br bzw. (beliebige) Fasern iiber vy,...,v; (i.e. F(b;) = v;).
Weiterhin seien vg41, ..., v, so dass vi,..., U, k41, ..., Un, €ine Basis von K™ ist (da jede
linear unabhingige Menge zu einer Basis erweitern werden kann; in diesem Fall erweitern
wir die Basis vom Bild zu einer Basis von K™). Es ist an dieser Stelle, dass meine originelle
Aussage falsch war, ndmlich, man kann diese vgi1, ..., v, nicht immer als eine Basis vom
Kern nehmen!! Dann sind A = (v, ..., Vg, Uk41, ..., Up) und B = (b, ..., b, bgy1, ..., by, ) Basen
die die gewiinschte Bedingung erfiillen.

F :V — V, es Basen A und B gibt, so dass Mg\ (F) = (

Wenn F eine Projektion ist aus Bemerkung (%), konnen wir v; = b; fiir ¢ < k wihlen.
Weiterhin, wenn mann beweist (wie oben), dass die Basis Vektoren vom Kern, bgi1, ..., by,
und die Basis Vektoren vom Bild linear unabhéngig sind, dann kann die Basis vom Bild zu
einer Basis von K" mit bgy1, ..., b, erweitert werden. Also kénnen wir auch v; = b; fiir i > k

wihlen. Daraus folgt, dass wir A = B wihlen konnen, also MS(F) = (ES 8) 0

(b) Zeigen Sie, dass F' nur 0 und 1 als Eigenwerte hat.

Beweis. F ist diagonalisierbar nach Definition, i.e. es gibt eine Basis B wobei MJ(F) eine

0 0
Eigenwerte von F' auf der Diagonale der Diagonalmatrix. Die einzigen Eintrdge auf der
E
Diagonale der Matrix ( 8 8
F sein. O

E
Diagonalmatrix ist, ndmlich ( F 0) (aus Teil (a)). Im Fall diagonalisierbar liegen alle

> sind 0 und 1, also kdnnen nur 0 und 1 die Eigenwerte von

Aufgabe 4. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass das direkte Produkt
V x W ein K-Vektorraum ist.



Beweis. Es gibt 9 Vektorraum Axiome zu priifen. Die Behauptung folgt aus drei Annahmen,
(1) Die Definition von V' x W als eine Menge: V x W := {(v,w) | v € V;w e W}, (2) VIV
sind K Vektorrdume und (3) die Definition von V' x W und seine Verkniipfungen, ndmlich:
(v,w) + (v, w') = (v+v,w+w), a(v,w) = (av,cw) wobei o € K.

1. Abgeschlossenheit: (v,w) + (v/,w') 2 (v +v',w + w') Evaw

2. Existenz eines neutralen Elements- A0y,0w € V,W (aus (2)) und (Oy,0w) € V x W
(aus (1)). Also (v, w) + (0y,0w) = (v+ Oy, w + Ow) = (v,w). Also (Oy,0w) = Oy xw-

3. Existenz additiver Inversen: Sei (v,w) € V x W. Dann EI —v,—w € V,W (aus (2)) und
(—v,—w) € V. x W (aus (1)). Weiterhin, (v,w) + (—v, —w) £ (Oy,0w) = Oy xw. Also alle
Elemente besitzen Inversen.

4. Assoziativitit 1: ((v,w) + (v, w")) + (0", w") Z (v + ) + 0", (w + ') + ") = (v +

)+
W' +0")w + (W' +w")) 2 (0,w) + (v, ) + (0", w"))

5. Kommutativitat: (v,w) + (v',w’) 23 (v, w") 4+ (v, w) folgt aus der Kommutativitit von

der Addition in V und W (Bedingung (2)).

6. Distibutivitit 1: Sei A € K. Dann A ((v,w) + (v',w")) 2 Av + v, w+ w') = (v +
A Aw 4+ Aw') 2 Ao, w) + A", w')

7. Assoziativitiit 2: Seien A, € K. Dann A(a(v, w)) = (A(a(v)), AMa(w))) = (Aa)v, (Aa)w) =
(M) (v, w).

8. Distributivitit 2: (A + ) (v, w) 2 (A +a)v, A+ a)w) 2 (A + av, \w + aw) 2 AMv, w) +

a(v,w).

9. Multiplikation mit 1: 1(v,w) = (1v, 1w) = (v, w). O

Aufgabe 5. Sei C' € M(3 x 3, K) eine Matrix mit drei paarweise verschiedene Eigenwerte
und seien vy, vg,v3 drei Eigenvektoren bzgl. dieser drei Eigenwerte. Zeigen Sie : Die drei
Vektoren, v, ve, und vz, sind linear unabhéngig.

Beweis. Wir benutzen den Hilfsatz: “Fiir alle A\, 8 € R und M € M(n x n,R) gilt
(M — A\E,)(M — BE,) = (M — BE,)(M — \E,,) (sie sind kommutativ).”

Beweis des Hilfsatzes: (M —AE,)(M —BE,) = M?—(A+B8)M +(A3)E, = (M — BE,)(M —
AE,). v

Seien a1 2.3 € R die Eigenwerte, so dass C'v; = o;v; und c¢1,2.3 € R, so dass ¢1v1+cava+c3v3 =
0 (x). Wir multiplizieren diese Gleichung auf beiden Seiten mit (C' — a1 E3)(C — a2 E3) und
bekommen

0= (C —a1E3)(C — a3E3) (c1v1 + cavg + c3v3)
=¢1(C — a1 E3)(C — asE3)vy + c2(C — a1 E3)(C — asE3)va + ¢3(C — a1 E3)(C — agE3)vs
(Matrizenmult. ist linear)

c1(C — agE3)(C — a1 Es)vy + co(C — a1 E3)(C — agEs)ve + c3(C — a1 E3)(C — asE3)vs
(aus dem Hilfsatz)

c3(C — a1 E3)(C — agEs3)vs (die ersten 2 Terme sind 0 weil vy o € ker(C' — A\ 2E3)

(
c3(C — a1 E3)(ag — ag)vs (Cuz = azvs nach Annahme und asFE3vs = asvs))
cs(ag — a2)(C — ag Esg)vs (Matrixmult. ist linear)

(

cs(asz — az)(ag — a1)vs (aus dem selben Grund als vorher).

Da diese letzte Gleichung gleich null ist und v # 0 (v ist ein Eigenvektor und daher niemals
0), muss also cs(asz — ag)(as —a1) = 0. Aber die Eigenwerte sind angenommen verschieden
also (a3 — a9)(as — a1) # 0. Da ein Korper keine Nullteiler hat, muss also ¢z gleich null
sein.



Wenn mann in das vorherige Argument die Indizes 2 und 3 tauscht bekommt man cz = 0
und dhlicherweise ¢; = 0. Also ist die Gleichung (*) nur erfiillt wenn ¢; = ¢ = ¢3 = 0 und
die Vektoren sind nach Definition linear unabhingig. O

(Der folgende alternative Beweis benutzt den Satz, “Wenn M eine n x n Matrix mit n
(paarweise) verschiedene Eigenwerte g, ..., a,, und mit Eigenvektoren v, ..., v, ist, so dass
Mv; = M; V1 < i < n, dann ist vy, ...,v, eine Basis fiir K™.” Das ist aber normalerweise
nicht erlaubt, weil wir die lineare Unabhéngigkeit benutzen um diesen Satz zu beweisen.
Also ist es unlogisch den folgenden Beweis anzugeben. Dafiir wiirde mann nicht die volle
Punktzahl bekommen.)

Beweis. Nach dem vorherigen Satz sind v1,va,vs eine Basis fiir R3. Sie miissen sie linear
unabhénging sein. O



