Losungen der Aufgaben der zweiten Probeklausur

Aufgabe 1.

Zeigen Sie, dass die Folge (an)nen C R gegeben durch a; = v2 und any1 = V2 + an
konvergiert.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge monoton steigend, und von oben beschrankt ist,
und deswegen konvergiert sie. Um eine obere Schranke zu finden, nehme zuerst an, dass
lim(a,) = a und 15se die folgende Gleichung auf: a =v2+a=ad*>=2+a=a?>-a—2=
0 = a =2 oder a = —1. Da alle Folgenglieder positiv sind, muss a = 2.

Wir zeigen mittels v.I., dass (a,,) monoton steigend ist. Der Beweis hingt vom Prinzip
ab, dass /z ist eine monoton steigende Funktion ist. Dieses folgt aus den Axiomen eines
angeordneten Kérpers. 1A a3 = V2 < V2 + V2 = ay. 1.S.: Nehme an a, < Gnt1- Also

v
Apy1 = V2+a, < 2+ Gpt1 = Api2. Also Ay < Gp41 Vn € N.
Wir zeigen mittels v.I., dass 2 eine obere Schranke fiir (a,) ist. LA.: 2 <4 = a; = V2 <

I.V.
V4 = 2. 1.S.: Nehme an, dass a, < 2. Also any1 = V2+a, < V2+2 = 2. Also
an, < 2Vn € N. Da (a,) monoton steigend und von oben beschrinkt ist, konvergiert sie,
und sogar zu den Limes a = 2. O

Aufgabe 2. Sei (an)nen eine beschriinke Folge. Zeigen Sie, dass limsup(a,) der grofte

n—oo

Haufungspunkt dieser Folge ist. (Sie dirfen benutzen, dass limsup(a,,) ein Hiufungspunkt
n—oo

ist.)

Beweis. (Ich bedanke mich bei G. Bubbnik fiir diesen Beweis Vorschlag.) Sei b ein H.P.
der Folge (a,) und sei (ak,)jen eine Teilfolge die zu b konvergiert. Da (sup(a;i)i>n),cn
konvergiert gegen a, alle Teilfolgen davon konvergieren auch gegen a. Da ay, < sup(a;)i>k,
es gilt,

b= lim (ay,) < lim (sup(ai)i>k,)

neN — a.

(Ein alternativer Beweis wire per Widerspruch.)

Aufgabe 3. Sei D eine beschriankte, abgeschlossene Teilmenge von R und sei f: D — R
eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f gleichmifig stetig ist.

Beweis. Nehme an, dass f nicht gleichmifbig stetig ist (W.A.), d.h. e > 0 so dass Vé > 0
dr,y € D mit |z —y| < § und |f(x) — f(y)| > e. Insbesonders Vn € N Jz,,y, € D mit
[T = yn| <1/n (**) und |f(zn) — f(yn)| = €.

Wir haben also (2, )neny C D beschrinkt. Aus Bolzano-Weierstrass folgt, dass es eine konver-
gente Teilfolge (an)nen C (Tn)nen gibt, also sei a := li_>m (an). Aus der Abgeschlossenheit

von D, a € D (siehe Blatt 11).

Auf Grund der Stetigkeit von f, Vv > 0 3§ > 0, so dass Vx € D mit |z — a| < 0 gilt
|f(z) — f(a)] < v. Also Vv > 030 > 0, so dass Vz,y € D mit |z —a] < dund |y —a| < 6
gilt,

A Ungl.

[f (@) = F)l = [f () = fla) + f(a) = )l < |f(2) = fla)[ +[f(a) = f(y)] < 2v.(xx %)

Wihle v = ¢/3 und sei 4, so dass (***) erfiillt ist. Wéhle jetzt n gross genug, so dass
1/n < §/2 (Archimedes Axiom) und |a,, — a| < /2 (*) (Definition Konvergenz).

Da (an)nen C (Tm)men existiert m > n, so dass a, = x,,. Also,

*k% ]

1 2
|y7n - a| = |y7n —a + T — x'rn| S |xm - CI,| + |y'rn - x'rn| S - + S — < 5
n m n



Da |y, — al < 6 und |z, —a| < 6/2 < §, aus (¥**) folgt also, dass |f(zm) — f(ym)| < 2v =
2¢/3 < e. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme (**). Also muss f gleichmiRig stetig
sein. O

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe liegen alle angegebene Zahlen in C.

i) Gebe die Polarkoordinatendarstellung von —5+/3 + 5i an.
i5m

—5v3 +5i = ret? = 10e5" .
Der radius r = 4/(5v/3)2 +52 = v/100 = 10. Und # = arctan (755\5) = —% (siehe

Blatt 13). Da die Zahl im zweiten Quadrant liegt, § = —7/6 + 7 = %’r.

ii) Gebe 2¢°7/* in der Form z + yi an.

2e7™/% = 2(cos(5m/4) + sin(5m/4)i) = 2(\% + \%z‘) - 2 i VA VE

(siehe Blatt 13).
iii) Finde die dritte Wurzeln der Zahl z = 27v/2 + 27+/2i.

Eine Wurzel finden wir bei:

29— (J Vervay + <2m>2> (=) = (Ve o = vsies

(siehe Blatt 13). Alle drei Wurzeln sind also
213 = 3¢/2¢' 3, 3%6i%+2%’ 3265+

Aufgabe 5. Berechne die Ableitung von e” fiir alle x € R.

Beweis. Wir leiten erst e an der Stelle 2 = 0 ab. Sei (2, )neny C C eine Nullfolge.

y _ 0 Tn _ ZOO T _
. (& (& . e . j— il
lim = lim =lim [ ==~
y—0 Y n—o00 T Tn

:1+lim<z(z_i”1)!> =1

i=1
Wir behaupten jetzt *. Sei 1 > e > 0 und sei n, so dass Ym > n |z,,| < £/2 < 1. Dann bei
der Restgliedabschiitzung, Ryy1(|z|) < 2|z|¥+1/((N + 1)!) fiir N = 0 haben wir ¥Ym > n:

— A |zml’ o [z’
m_| < < = Ri(|zm|) < 2|zm| < 26/2=¢.
\;(M)!\;(M)! i = Fallanl) < 2len] < 26/2 =

oo a;fL . . . eY—_1\ _
Also (Zi:l m)neN ist eine Nullfolge und daraus folgt, dass gli% ( m ) =1.

Sei jetzt © € R.

) ey _ ez ) eyfxntr _ er ) eyfmez _ e:c
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y—x y—x y—z y—x y—z y—x
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= lim <e‘”e> =¢e lim (e)
y—T y—x (y—z)—0 y—x

=¢e” -1 (von oben) =e”.

Also (e*) = lim (#) = e”, O
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