Klausur I-Musterlosung (Analysis 1, Prof. Pickl)

Aufgabe 1.
Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (pn)nen C R gegeben durch
_ 6n* + 3n?
P = St n

Zitieren Sie dabei alle in der Vorlesung oder Ubung gezeigten Sitze iiber konvergente Folgen
bzw. in der Vorlesung oder Ubung behandelten Beispiele fiir konvergente Folgen, die Sie be-
nutzen. Numerieren Sie diese und geben Sie bei den jeweiligen Umformungen zur Berechnung
des obigen Limes an, welche Formel Sie benutzten (Zahl der Formel unter das =-Zeichen).
Bruchrechenregeln (Erweitern, Kiirzen) diirfen Sie ohne Angabe des Rechengesetzes verwen-
den.

Loésung

lim

6n* + 3n? 1/n4 5 6 + 3/n?
n—oo Hnt + 8n -

x 1/nt ey 8/n3
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(1),2) lim(5) + lim(8/n3)
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(3),(4) 5+ lim(8) lim(1/n3)
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(3).5) 5+8-0

(S YR

(1) Wenn (an)nen und (b, )nen konvergieren und lim,, o (b,) # 0, dann lim(a,/b,) =
lim(a,, )/ lim(b,).

(2) Wenn (an)nen und (b, )nen konvergieren, dann lim(a,, + b,) = lim(a,,) + lim(b,,).
(3) Wenn (ay,)nen eine konstante Folge ist mit a, = ¢ Vn € N, dann lim(a,) = c.
(4) Wenn (a,)nen und (by,)nen konvergieren, dann lim(ay,b,) = lim(a,, ) lim(b,).

(5) Fiir alle k > 1, lim,, o (1/n*) = 0. Dieses folgt aus dem Fakt, dass in jedem archimedisch,
angeordneten Korper lim,, . (1/n) = 0 und aus dem Produktregel (4) oben. O

Aufgabe 2.

Gegeben sei die Menge M := {1,2,3}. Uberpriifen sie, ob die Multiplikation ® gegeben
durch
a ® b= Rest beim Teilen von ab durch 4

abgeschlossen ist, d.h. ob fiir alle a,b € M auch a ©b € M. Warum ist die Verkniipfung
kommutativ? Ist (M, ®) eine Gruppe? Beweisen bzw. widerlegen Sie Thre Behauptung.

Lésung. Die Multiplikation ist nicht abgeschlossen auf dieser Menge, weil 202 =0 ¢ M.

Die Verkniipfung ist kommutativ weil Multiplikation auf N kommutativ ist. Genauer gesagt,
sei Ry(a,b) der Rest (in R) wenn mann ab durch 4 teilt. Da Multiplikation auf den reelen
Zahlen kommutativ ist, ab = ba also Ry(a,b) = R4(b,a). Daraus folgt, dass Va,b € M, a ®
b= R4(a,b) = R4(b,a) =b O a.

Die Menge M mit der Verkniipfung © ist keine Gruppe, weil sie nicht abgeschlossen ist,
wessen eine (wichtige) Eigenschaft einer Gruppe ist. O

Aufgabe 3. Beweisen Sie folgenden, in der Vorlesung behandelten Satz: Sei K ein archi-
medisch angeordneter Korper, (a,)neny C K und (b, )nen C K konvergent. Dann ist

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.



Beweis. Seien lim, o (a,) = a, lim,_,(b,) = b und € > 0. Aus konvergenz der Folgen
folgt AN, so dass Vn > N |a, — a|] < €/2 und IN’, so dass Vn' > N’ |b,y — b| < /2. Sei
M = max(N,N’). Also Vm > M":

AUngl.
(@ b) = @8] < o —al 4o —b < ef2te/2=

Z 4V,

Also lim(a,, + b,) = a4+ b = lim(a,) + lim(by,). O

Aufgabe 4.

Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion: Fiir alle n € N gilt die Formel

i n(n+1)(n+2)
k(k+1) = —————.
X ;

Beweis. Induktions Anfang: fiir n =1 es gilt,

1
Zk(k+1):0.1+1.2:2:1'§'3:1(1+1)(1+2).

3
k=0

Induktions Schritt. Wir nehmen an (LA.), dass >, _ k(k+1) = w Dann fiir
n + 1 haben wir,

n+1 n
S k(k+1)=> k(k+1)+ (n+1)(n+2)
k=0 k=0
LA n(n—l—l;(n-i-?) +(n+1)(n+2)
~nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
_ (n+1)(n+2)(n+3)
3
A+ D((n+ 1)+ 1)((n+1) +2)
3

Beim Induktionsprinizip, ist also > ,_,k(k+1) = w Vn € N. O

Aufgabe 5. Beweisen Sie die Irrationalitit von v/3.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage per Widerspruch, also nehme an, dass es p,q € N
gibt, so dass p/q = /3. Jede rationale Zahl hat eine vollgekiirzte Darstellung, also ohne
Beschrankung der Allgemeinheit, nehmen wir an, dass p/q vollgekiirzt ist. Von der Annahme
wissen wir, dass p? = 3¢%, also 3 ist ein Faktor von p?. Da das Quadrat einer ganzen Zahl
die selbe Primfaktoren als die Zahl selbe hat, muss dann 3 p teilen = p? = (3k)? = 32k2.
Dann, 3%2k? = 3¢®> = 3k? = ¢, also muss 3 ¢ teilen. Aus dem selben Grund muss dann 3
auch ¢ teilen, also 3 teilt beide p und g. Dieses ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
p/q vollgekiirzt ist. Also kann es keine rationale Darstellung von v/3 geben. O



