89 Ringe, Polynome
Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins.

Definition.

0

Fiir a € R und n € N sei a” rekursiv definiert durch «® := 1 und a"*! := a” - a.

Bemerkung. Fiir a,b € R und m,n € N gilt: o™ = a™ - a", a™" = (a™)" und,
Definition. falls R kommutativ ist, (a-b)™ = a™-b".
R*:={x € R:3y € R(xy=yx=1)}. Die Elemente von R* heiflen Einheiten von R

Lemma 9.1.
(a) a,be R* = abe R*
(b) R* mit der induzierten Verkniipfung (a, b) — ab ist eine Gruppe.

Beweis:
(a) a,b € R* = (Je,d€ R)ac=ca=1& bd =db=1 = (ab)(dc) = ac=1 & (dc)(ab) = db=1= ab € R*.

(b)) 1e R*&Vae R*(l.a=a). ()a€R*=(FbEeR)ab=ba=1 = ba=1 = be R &ba=1.
Definition. Ein Ring (R, +, -) heifit Integritdtsring, wenn gilt:
(i) R ist kommutativ.

(ii) R ist nullteilerfrei, d.h. Va,y € R(x #0& y # 0= zy # 0).
(iii) R besitzt ein Einselement 1 # 0.

Bemerkung. In jedem Integrititsring gilt die Kirzungsregel: a-c=b-c& c# 0= a=0b.
Definitionen.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a, b, ay, ..., a, € R.

bla < Jc€ R(a=bc) (bist Teiler von a)

Ein Element d von R heifit gemeinsamer Teiler von ay, ..., an, wenn d|a; fiir i = 1, ..., n.

Die Menge der gemeinsamen Teiler von aq, ..., a,, bezeichnen wir mit ¢7'(ay, ..., a,).

ai, ..., a, heien teilerfremd, wenn gT(aq, ..., a,) C R* gilt.

(Dann ist sogar gT'(a1,...,an) = R*: e € R* = e’ =1 = a; =e(eq;).)

(a1, .oy ap) = {Z?:l XiQ; : X1, ..., Ty € R} heifit das von ay, ..., a, erzeugte Ideal.
Definition (Euklidischer Ring)

Ein Integritatsring R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung d : R\ {0} — N gibt, so daf gilt:
Va,be R\ {0}3q,7 € Rla=qgb+r & (r#0=d(r) <d(b))).

Satz 9.2.

Ist R ein euklidischer Ring und sind ay, ..., a,, € R, so existiert ein b € R mit (b) = (a1, ..., an).

Beweis:

Sei a := (ay,...,an) # {0}. Dann existiert ein b € a\ {0} mit (1) Vo € a(z # 0= d(b) < d(z)).

Wir zeigen (b) = a.
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1. (b) C a gilt wegen b € a.
2. Sei a € a. Dann gibt es ¢,7 € Rmit a=gb+r und (2) (r #0=d(r) <d(b)). Esist r=a—gb € a.
Wegen (1) gilt deshalb (r # 0 = d(b) < d(r)). Mit (2) folgt daraus r = 0. Also a = gb € (b).

Satz 9.3.

Sei R ein euklidischer Ring und seien ag, ..., a,,b € R. Dann gilt:
(a) ai,...,an teilerfremd <= 1€ (ay,...,an).

(b) aj,b teilerfremd fir i =1,....n = a1 -...-ay, b teilerfremd.
Beweis:

(a) “<”: ce gT(ay,...,an) &1 € (a1,...,an) = |l = c€ R*.
“=7: Nach 9.2 existiert ein ¢ € R mit (a) = (aq, ..., an).

teilerfremd
=

ai,....an € (a) = a € gT(ay,...,an) a€ R* = 1€ (a).

(b) Nach Voraussetzung und (a) gibt es x1,¥y1, ..., Tn,yn € R, so daB 1 = z;a; + y;b fiir i = 1,...,n.

Daraus folgt 1 = (z1a1 + 41b) - ... - (xnapn + ynb) und weiter durch Ausmultiplizieren
Jz,z € R(1 = z-ay-...-a, + 2'b), also nach (a) ay-...-an, b teilerfremd.
Polynome

Sei K ein Korper.

Definition.

K® = {(a;)ieny € KN : InVi > n(a; = 0)}.

Die Elemente von K™ nennt man Polynome tber K.

Auf K™ definiert man Addition + und Multiplikation - durch
(ag,a1,...)+ (bo,b1,...) :==(ag + bo, a1 + b1,...),

k
(ao,al,...) . (bo,bl,...) = (60,61,...), wobei C = Zaibk_i = Z aibj.
=0 i+j=k

Satz 9.4.
K® mit obiger Addition und Multiplikation ist ein kommutativer Ring
mit Nullelement (0,0, ...) und Einselement (1,0,0,...).

Diesen Ring bezeichnet man mit K[¢] und nennt ihn den Polynomring dber K in einer Verénderlichen.
Beweis:
Wir weisen nur die Eigenschaften der Multiplikation nach.

Seien f = (a;), g = (bi) und h = (¢;) Elementen von K™,

L frg= (i aibr—i)ien = (Lo be—iai)ren = (D)o bjak—Jken =g - f-

2. (f-g) h= (1o (XCi_o(aibimj))ck—idren = (Xi_g Si_g abi—jcr—i)ren = (jﬁj;ij @5y bjy Cjg Jwen =
= (X, Z?;é aiBjcr—i—j)ven = (Xi_o ai Z?;é bjck—i—j)ken = f - (g-h)

3. F-(g+h) = (X g ailbri+ chi))en = (g aibei + X0y aick—idren = f-g+ f - h.

4. (1,0,0,...) - f = (d0i)i - (@i)s = (Zfzo Soiak—i)k = (ar)k = f.
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Bemerkung.
Fiir a,b € K gilt: (a,0,0,...) 4+ (0,0,0,...) = (a+b,0,0,...) und (a,0,0,...) g (6,0,0,...) = (ab,0,0,...).
Wir kénnen deshalb im folgenden a € K mit (a,0,0,...) € K[t] identifizieren.

Dadurch wird K zu einem Unterring von K[t].
Definition. t:=(0,1,0,0,...) € KM

Lemma 9.5.
(a) Fir f = (ag,a1,...) € K[t] mit Vi > n(a; =0) gilt f=>",a;t"
(Addition und Multiplikation sind hier in K[t] zu verstehen.)
(b) In K[t] gilt: Y77, ait’ = 37" bt/ &n <m = Vk < n(ay =by) & Yk > n(0 = by).
Beweis:
(a) 1. Durch Induktion nach i erhalten wir ¢ = (J;;) en:
0 =1=(1,0,0,...) = (5;);, i =t = (86;5); (01)); = (Ch_g0006—3)k = Fra—i)i = (Bir1a).
AuBerdem ist a - (bg)r = (ado;)i - (bg)k = (Zf:o aboibr—i )k = (abg)g-
Fiir f = (a;); mit Vi > n(a; = 0) gilt deshalb f = >"" (a;0;5); = > igait’.
(b) Sei Y1 a;itt = 3" bit' & n < m. Wir setzen a; := 0 fiir i > n, und b; := 0 fiir i > m.

Dann (a;); ® S gaitt =3 bt ©® (b;); und folglich a; = b; fiir alle i € N.

Definition (Der Grad eines Polynoms).

Fiir f = (a;)ien € K[t] sei deg(f) := {rfz;({n €N:an #0} Eﬁz ; i g (Grad von f)

Ist f # 0 und n = deg(f), so heiit a,, der Leitkoeffizient von f, und f heifit normiert, falls a,, = 1 ist.
Fiir £ € NU{—c0} sei £ + (—o0) := (—0) + & := —o0.

Lemma 9.6. f,g € K[t] = deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)} und deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis:
Fir f =0V g =0 ist die Behauptung trivial.
Sei jetzt f = (a;)i, g = (b;); mit deg(f) =m € N und deg(g) =n € N.

Dann Vk > max{m,n}(ax + by =0) und ¢ = Zi‘c:o a;br_; = {gmb” #0 21; l]z i z JJ:Z )

Folgerung.

K|t] ist nullteilerfrei und somit ein Integritatsring.

Satz 9.7.
Zu f,g € K[t] mit g # 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K[t] derart,
daBl f = ¢qg+r und deg(r) < deg(g).

Beweis:

Eindeutigkeit: Gelte q-g +r = ¢'-g + ' und deg(r), deg(r’) < deg(g).

m

Dann ' —r = (¢ — ¢')-g und deg(r — r') < deg(g). Aus q # ¢’ wiirde deshalb deg(r — ") < deg(g) <
deg(q — ¢') + deg(g) L26 deg((q — ¢')-g) = deg(r — ') folgen. Also ist ¢ = ¢’ und damit auch r =1’.
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Existenz: Durch Rekursion nach deg(f) definieren wir Polynome [%] und r, so daB

f= [£]~g + 7 und deg(r) < m := deg(g).

1. deg(f) <m: r:=f, [g] = 0.

2. m <deg(f): f=>iyait’,g=> 1 ybit' mit m <n und ay,, by, #0. Sei f':=f— [ A

Dann deg(f’) < n, und nach L.V. existieren [%/] und 7 mit f/ = [%]g + 7 und deg(r) < m.

Es folgt f = f'+g-f=4""™ = (f2t" ™ + [L]).g + 7. Also [£] = gogn—m 4 [L).

Folgerung. KJt| ist ein euklidischer Ring.

Beispiel zur Polynomdivision

30— 2+ 3 — 512 +1: 3 +¢2 —2t =3t2 — 5t + 12 Rest —27t2 + 24t + 1
35+ 34— 613

— 5th4 T3
— 5t*— 5t3 + 102
12¢3— 15¢2

1263+ 12t 24t
— 27t% 24t +1
Allgemeines Schema:
ant"+ a1t Gt T art +ag bt 4 by = T L

ant"+ by g—;t"*w L

Cn 1t M T+ gt + ag wobei ¢, 1= i — bym_iz™

Definitionen.

Sei f=3",a;it' € K[t] und A € K.

f(A) == >, a; A" nennt man das Ergebnis der Einsetzung von A in f.
A heifit Nulistelle von f, wenn f(A\) = 0 ist.

f heiit konstant, wenn deg(f) < 0 ist.

Bemerkung.

f € KJt] ist genau dann konstant, wenn f = ag € K. In diesem Fall gilt f(\) = ap fiir alle A € K.

Lemma 9.8.

Fir f,g € K[t] und A € K gilt: (f+g)(A) = f(A) +9(A) und (f-g)(A) = f(A)-g(N).
Beweis des zweiten Teils:

Sei f =", ait" und g = 3" bit'. Ferner ¢y := ¥ a;bp_;. Dann gilt: f(A) - g(\) =

= (XitoaiX) - (e bid) = X2, >i-o a;b A+ = Zn:o"(; kaibj)Ak =2y e = (9.
i+j=

Lemma 9.9.

Ist A € K eine Nullstelle von f € K|t], so existiert ein ¢ € K[t] mit f = q-(t — \).
Beweis :

Nach 9.7 existieren ¢,r € K[t] mit f = ¢-(t — A\) + 7 und deg(r) < deg(t — \) = 1.
Dann 0 = f(A) = r(A) und deg(r) <0, also r = 0.
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Definition.

Fir f € K[t]\ {0} und X € K sei

u(fiA) =max{r e N:3g € K[t](f=(t—-\"-g)}

Ist A eine Nullstelle von f, so heifit u(f; \) die Vielfachheit der Nullstelle A von f.
Bemerkung. Nach 9.6 und 9.9 gilt: f(A) =0 = 1 < u(f;A) < deg(f).

Lemma 9.10.

Fiir f € K[t]\ {0} und r e Ngilt: r=pu(f;A\) & Jg(f =t —N)"g & g(A) #0).

Beweis :

“=" folgt aus der Definition von p(f; A) mittels Lemma 9.9.

“<": Sei f = (t—A)"-g mit g(A) # 0. Dann ist r < p:= p(f;A) und f = (t — A\)#-q fir ein ¢ € K[t].
Aus (t—=N"g=f=({t—NHq folgt g=(t— A" -q und weiter r=p wegen g(A) # 0.

Satz 9.11.
Sind Aq, ..., A, die verschiedenen Nullstellen von f € KJt] \ {0} so existiert ein g € K[t] mit
(i) f=0E=A)" - (t= A - g, wobel ;== p(f; M) (i=1,.... k),

(ii) ¢ hat keine Nullstelle.
Ist g konstant, so sagt man “f zerfallt in Linearfaktoren”.

Beweis durch Induktion nach k:
Nach 9.10 existiert h € K[t] \ {0} mit f = (¢t — A\1)#* - h und h(A\1) # 0.
Offenbar sind dann Ao, ..., A\ die Nullstellen von h.

Fall 1: £ = 1. Dann hat h keine Nullstellen und wir sind fertig.

Fall 2: k£ > 1. Nach LV. existiert g ohne Nullstellen, so da h = (¢t — A2)*2 - ... - (£ — \g)"* - g, wobei
v = pu(h;A;). Esfolgt f=(t—A )" - (t—X2)”2-...- (t — Ap)”* - g und daraus mit 9.10 v; = p(f;\;).
Folgerung.

Ist f € K[t] und deg(f) =n > 0, so hat f hochstens n verschiedene Nullstellen.

Lemma 9.12.
Ist K unendlich, so gilt: f,g € K[t] & VA € K(f(A) =g(A\) = f =g).
Beweis:

Nach Voraussetzung hat f — g unendlich viele Nullstellen; nach obiger Folgerung ist also f — g = 0.

Bemerkung
Ist K = {ag,...,an}, so ist f:=(t —ag) - ... - (t — a,) € K[t] vom Nullpolynom verschieden,
aber trotzdem f(A) =0 fiir alle A € K.
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610 Eigenwerte

Definition

Sei V ein K-Vektorraum, f € End(V) und A € K.

1. X heifit Figenwert von f, wenn es ein v # 0 aus V mit f(v) = Av gibt.

2. Ist A Eigenwert von f, so heifit jedes v € V'\ {0} mit f(v) = Av ein Eigenvektor von f zum FEigenwert .
3. Eig(f;\) :={veV: f(v) = v} heifit Figenraum von f bzgl. A.

Bemerkungen.

(i) Eig(f;A)\ {0} ist die Menge der zu A gehorigen Eigenvektoren von f.

(ii) X ist Eigenwert von f <= Eig(f;\) # {0}.

(iii) Eig(f;A) = Ker(f — Midy), insbesondere Eig(fa;A) = Los(A — A\-E,;0) fir A € K™*™.

Beweis von (iii): v € Eig(f;\) < f(v) = v & f(v) — A =0« (f — Xidy)(v) = 0.

Satz 10.1.
Ist dim(V) < oo, so gilt fiir f € End(V) und A € K: X Eigenwert von f <= det(f — Aidy) =0.

Beweis :

Aist Ew W&

iii)

Ker(f — Aid) # {0} < f — Aid ist nicht injektiv “& det(f — Aid) = 0.
Beispiele.

1. A= (Césa - sma) mit @ € {n -7 :n € Z}. Anschaulich ist klar, dal f, keinen Eigenwert hat.
sina  cosa

2. B= (Cosa s ) Spiegelung an der Geraden mit Winkel §.

sine —cosa
Eigenvektoren:
vy := (cos §,sin §) zum Eigenwert A\; = 1,
v := (—sin §,cos §) zum Eigenwert Ay = —1.
- . . 1
v = (v1,v2) ist eine Basis von R? mit M (fB) = (0 _01>

3. Sei I C R ein Intervall und V' = D(I;R) der unendlichdimensionale R-Vektorraum der auf I beliebig oft

differenzierbaren Funktionen.

Der Endomorphismus f : V — V, ¢ — ¢ hat jedes A € R als Eigenwert, denn die Funktion ¢y : I — R,

z — e ist Eigenvektor zu A. [-Ler® = \eM?]

Satz 10.2.

Sind Ay, ...,, Ax paarweise verschiedene Eigenwerte von f € End(V), so gilt:

(a) Ist v; Eigenvektor von \; (i =1, ..., k), so ist das Tupel (v1, ..., vg) linear unabhéngig.
(b) Die Summe Eig(f; A1) + ...+ Eig(f; A\x) ist direkt.

Beweis :

(a) Induktion nach k:

1. k = 1: v; linear unabhangig, denn v, ist Eigenvektor und damit ungleich 0.

2. k > 1: Nach IV sind vy, ..., vx—1 linear unabhéngig. Sei nun Zle a;v; = 0. Durch Anwenden von f bzw.
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durch Multiplikation mit A\ erhalten wir daraus Zle a; A\v; = 0 und Zle a; \v; = 0. Durch Subtraktion
folgt S-F 7" ci(Ai — Mg)v; = 0 und daraus mit IV a;(A; — Ag) = 0 fiir i = 1,..., k—1.

Wegen \; # A\ fir i = 1, ..., k—1 folgt nun oy = ... = a,_1 = 0, also auch axvr = 0 und damit oy = 0.
(b) Sei ug + ... + ux =0 mit w; € Fig(f; ;) furi=1,..,k. Z.z.: uy = ... =up, = 0.
Annahme: i € {1,....,k}(u; #0). Dann o.E.d.A. uy,..,ur #0und vy = ... =u, =0mit 1 < r < k.

Also sind wyq, ..., u, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und somit nach (a) (w1, ..., u,)

linear unabhéngig, woraus u; + ... + u, # 0 und weiter u; + ... + ug # 0 folgt. Widerspruch.

Definition. Sei A € K™*".
A [bzw. v] heifit Eigenwert [bzw. Eigenvektor] von A :& X [bzw. v] ist Eigenwert [bzw. Eigenvektor| von f4.
Eig(A; \) := Eig(fa; A) heifit Eigenraum von A bzgl. .

Das charakteristische Polynom

Vorbemerkung. Grofle Teile von §8 (insbesondere die Lemmata und Sétze 8.5, 8.6, 8.7, 8.8, 8.9a, 8.13, 8.14,
8.15) bleiben giiltig, wenn man von K lediglich voraussetzt, dal es sich um einen kommutativen Ring mit
Einselement handelt. (Der Beweis von 8.7c mufl dann allerdings etwas modifiziert werden. Das machen
wir spéter.) Insbesondere konnen wir anstelle von K den Polynomring K[t] nehmen (iiber dem Korper K).
Damit haben wir dann auch die Determinante det(Q) fiir Matrizen Q = (Q;;):; € K[t]™*™ und die erwéhnten

Sétze dartiber zur Verfiigung: det(Q) = Zwesn sign(m)Q1r(1) * - - - - Qur(n)-
Definition.
Fiir A= (a;;) € K™ " sel Py i=det(A—t-E) =) s sign(m)Qizq1) - Qnr(n) € KI[t],

wobei Q;j := a;; —t-d;; € K[t].

Py heiBt charakteristisches Polynom der Matrix A. Offenbar gilt: deg(Pa) = n.

Lemma 10.3.

(a) Fir A€ K™ und X € K gilt: Pa(\) =det(A — X\E,).

(b) Sind A, B € K™*™ darstellende Matrizen von f € End(V), so ist P4 = Pp.

Beweis:

(a) Sei Qqj := a;j — t-0;5 € K[t]. Dann P4(\) = det(A — t-E)(\) = (O, sign(m)Q1ix(1) - - Qnr(n))(N)
= 32, sign(m)Qur())(N) ++* Qua(y (V) "2 5, sign(m) (@rm(1) = Adi(1)) ++ (@nn(n) = Mpnmy) = det(A = AE).
(b) Nach dem Korollar zu Satz 7.7 existiert ein S € GL(n; K) mit B = SAS™!. Dann Pg = det(B —t-E) =
=det(SAS™! — S(tE)S™!) = det(S(A — tE)S™1!) = det(S)-det(A — tE)-det(S~!) = det(A — tE) = Pa.

L.9.8

Definition.

Fir f € End(V) (dim(V) < o0) sei Py := P4, wobei A eine darstellende Matrix von f.

Py heifit charakteristisches Polynom des Endomorphismus f.

Bemerkung.

(a) Pr(A) = det(f — Xidy).

(b) A ist Nullstelle von Py <= X ist Eigenwert von f.

Beweis:

(a) Pr(A) = Pa(N) "2 det(A — AE) & det(f — Aidy). [(x) A— AE ist darstellende Matrix von f — \idy-]
(b) folgt aus (a) und 10.1.
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Beispiele.

sina  cosa
Nullstellen von Py: Aj/s = 1(2cosa £ v4cos?a — 4) = cosa + Veos? o — 1.

Im Fall |cosa| <1 (d.h. wenn o & {n -7 : n € Z}) besitzt A also keinen (reellen) Eigenwert.

o A— (cosa sin a )

1. A:(cosa —sma) Py = (cosa — t)? 4 sin? a = 2 — 2t cos o + 1.

sina  —cosa
Py = (cosa —t)(—cosa —t) —sin®a = —(cos? a — t?) —sin?a =12 — 1= (t — 1)(t + 1).

A hat somit die Eigenwerte Ay = 1 und Ay = —1.

Eigenvektoren: Sei 3 := 3.

Ao (cosa—l sin )_(cos2ﬁ—sin2ﬁ—l 2sin (G cos 0 )_( —2sin? 3 2sinﬁcosﬂ)
1: = =

sinae  —cosa —1 2sin (3 cos 3 —cos?2B+sin?p -1 2sinffcos 3 —2cos? 3
—sin?Bcos B sinfBcos? 3 —sin? Bcos B sinBcos? 3 cos 3
i .. 92 . 2 i . U1 = . .
sin“ Bcos3  —sin B cos* 3 0 0 sin 3
o cosa+ 1 sin av _ [cos?B—sin? B+ 1 2sin 3 cos 3 B 2cos? 3 2sinBcosf
z sina  —cosa+1) 2sin 3 cos 3 —cos?f+sin?B3+1)  \2sinfBcosf  2sin®f

_)(sinﬁcos2ﬂ sinzﬁcosﬂ)_)<sin50082ﬁ sinQﬂcosB> vZ_(—sinﬂ)
0 . = .

sin Bcos? 3 sin? B cos 3 0 cos 3

-1 4
Eigenwerte: Ay =1 und A\ = 2.

3. A= (_1 6). Pi=(-1-t)(4—t)+6=t*=-3t+2=(t—1)(t—2).

Eigenvektoren:
-2 6\EZU (1 -3 . 3 -3 6\EZU (1 -2 2
0 -1 1

4. A=| -3 -2 3
-2 -2 3

-2t 3 -1 1 -1 1
PA_—t-det( 9 3t>+3~det<2 St)—2~det(2t 3>—

=t —t)+3t—-1)—-2(t—1) =3+ 2+t —1=—(t—1)%(t +1).

Eigenwerte: Ay =1 und Ao = —1.

Eigenraume:
-1 -1 1 1 1 -1 T 1 0
M=1[-3 -3 3] (0 0 o |, Eig(4;1) ={| @2 | :x1+xa—23 =0} =span(| 0 |, | 1 |).
-2 -2 2 0 0 O T3 1 1
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
N=-1: -3 -1 3|28 [0 -4 6|50 2 -3],
-2 =2 4 0 —4 6 0 0 0
T 1
Eig(4;=1)={| 22 | :21 —224+23=0& 220 — 323 =0} =R | 3
I3 2
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M 0
Abkiirzung. Diag(Aq, ..., A) = (Nidij)i; =
0 An
Lemma 10.4.
(a) Seien f € End(V), (v1,...,v,) eine Basis von V und Ay, ..., A\, € K. Dann gilt:

Mo(f) = Diag(A, ..., \n) <= Vje{l,..,n}(v; ist Eigenvektor von f zum Eigenwert \; ).
(b) Seien A,S € K™ ™, vq,...,v, die Spalten von S und Aq,...,\, € K. Dann gilt:

A-S = S-Diag(Ai, ..., \n) <= Vj € {1,..,n}(v; ist Eigenvektor von A zum Eigenwert \;).
Beweis:
(a) Nach Definition von M_(f) gilt: M (f) = Diag(Ai, ..., \n) < Vj € {1,..,n}(f(v;) = \jvj).
(b) Die Behauptung folgt aus A-S = (Av; ... Av,) und S-Diag(A1, ..., An) = (A1v1 -+ Apvn).
Definition.

Ein Endomorphismus f : V' — V heifit diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von f besitzt.

Eine Matrix A € K™*" heifit diagonalisierbar, falls f4 : K™ — K™ diagonalisierbar ist.

Lemma 10.5.
(a) A€ K™ "™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € K™*™ gibt,

so da8 S™!AS eine Diagonalmatrix ist.
(b) Hat f € End(V) die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ..., A, (n= dimV), so ist f diagonalisierbar.
Beweis :
(a) “=7: Sei (v1, ..., v, ) eine Basis aus Eigenvektoren von f4 und seien A, ..., \,, die zugehorigen Eigenwerte.
Fiir S := (vy ... vy) gilt dann: A-S = S-Diag(\y, ..., \) (nach 10.4b) und S invertierbar (nach 6.1).
“<": Sei S = (v1 ... vy,) invertierbar und S~'AS = Diag(\y,...,\,). Dann ist (vy,...,v,) eine Basis von
K™ (nach 6.1), und nach 10.4b gilt: v; ist Eigenvektor zum Eigenwert A; (j = 1,...,n).

(b) Fiir j =1, ..., n sel jeweils v; ein Eigenvektor von f zu A;. Dann ist (v1,...,v,) nach 10.2a eine Basis.

Satz 10.6.

Sind Ay, ..., Ax die verschiedenen Eigenwerte von f € End(V) und ist dim(V') < oo, so sind dquivalent:
(i) f diagonalisierbar

(i) V = Big(f; \) & ... © Big(f; Ai)

(iii) dim(V) = dimEig(f; A1) + ... + dim Eig(f; Ap).

Beweis :

1. (i) & V besitzt Erzeugendensystem aus Eigenvektoren < V = Eig(f; A1) + ... + Eig(f; Ax) 19:3d (ii).

2. Sei U; :=Eig(f; \;) und U := Uy + ...+ Ug. Nach 10.2d und 4.12 (Korollar) gilt dann U = U; @ ... ® Uy,

und dim(U) = dim(Uy) + ... + dim(Uy). Folglich: (i) & V =U *&” dim(V) = dim(U) < (iii).

Definition. Ist A\ Eigenwert des Endomorphismus f : V' — V, so definiert man:
Geometrische Vielfachheit von A := dim(FEig(f;\)),

(Vielfachheit von A als Nullstelle des

algebraische Vielfachheit von X := pu(Pr; A) charakteristischen Polynoms von f)
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Satz 10.7.

Ist dim(V) =n < co und f € End(V), so gilt:

(a) Fir jeden Eigenwert A von f ist dimEig(f;\) < p(Py; A).

Das charakteristische Polynom Py zerfallt in Linearfaktoren und

(b) f diagonalisierbar <=
dim Eig(f; A\) = pu(Pr; A) fiir jeden Eigenwert A von f.

Beweis :
(a) Wir wéhlen eine Basis 7 := (v1, ..., v,) von V, so dafl (v1, ..., v;) Basis von Eig(f; A) ist. Sei A := M_(f).
A 0 A—t 0
Darm A= | 0 A , A—-tE,= 0 A—t mit A’ € Kn—kxn—k
0 A 0 A —t-E,_j

Es folgt Py = det(A—t-E,) = (A\—t)F-det(A’'—t-E,,_x) = (A\—t)¥- P4, und somit dimEig(f;\) =k < p(Py; A).
(b) Seien Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von f (i.e. Nullstellen von Py), und sei p; := pu(Pf; A;).
Nach 9.11 ist Py = (t — X\ )"* - ... - (t — A\p)" - g und somit n = deg(Py) = p1 + ... + p + deg(g).

Daraus folgt: (1) p1 + ...+ pup < n,

(2) Py zerfallt in Linearfaktoren <= n = pq + ...+ ug.

Nach 10.6 gilt: (3) f diagonalisierbar <= n = dimEig(f; A1) + ...+ dimEig(f; Ax).

Aus (1)-(3) und (a) folgt die Behauptung.

Bemerkung.

Ist A € K™*" eine darstellende Matrix von f € End(V), so gilt dimEig(f; ) = dim Eig(A4; ).

Beweis:
Sei A = M;(f). Dann Eig(f;\) = {v eV : f(v) = M} = {P5(x) : v € K" & f(P5(x)) = APy(2)} =
={P5(x) : x € K™ & O5(fa(z)) = P5(\2)} = {Pp(z) : . € K" & fa(z) = Az} = @5(Eig(A4; N)).

Definition.

A, B € K™*" heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix S mit B = S~1AS gibt.

Lemma 10.8.
(a) “&hnlich” ist eine Aquivalenzrelation auf K™*™.
(b) A, B € K™ sind genau dann dhnlich, wenn es eine Basis ¥ von K™ mit B = M(fa) gibt.
(¢) Zwei Matrizen sind genau dann &hnlich,

wenn sie darstellende Matrizen desselben Endomorphismus sind.
(d) Sind A, B € K™*™ &hnlich, so ist rang(A) = rang(B), det(A) = det(B) und Py = Pp.
Beweis:

(a) klar. (b) Satz 7.2. (c) Korollar zu Satz 7.7. (d) Lemma 8.12, Satz 8.10, Lemma 10.3b.
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Lemma 10.9.
Sei A = (a;;)i; € K™ ™ und P4 = >, a;t". Dann gilt:

Beweis:

(a),(b),(c) Sei S}, := S, \ {id}. Dann P4 =det(A —t-E) = (a11 —t) ... (apn —t) + P mit

P = ZweS; sign(m) Q1) * - - - - Qur(n) und Q;j = {ZZ —t iilisstz =J

deg(P’) = max{}"" | deg(Qir(;)) :m€S,} <n—2 (O.E.dA. n>2).

deg((a11 —t) ...  (apn —t)) = deg(as; —t) + ... + deg(an, —t) = n.

Sei (a1 —t) ... (apn —t) = > iy Bit". Dann o, = By = (1), ap—1 = Byt = (=1)" " Har1 + ... + anp).
(d) ap = P4(0) = det(A — 0-FE) = det(A).

(e) Nach Voraussetzung ist Py = (Ay —t)"1-...-(Ag — )" -a mit @ € K\{0} und pi1 +... 4+ pp = deg(Pa) © .

Daraus folgt P4 = a-[]}"_,(X; — t) fiir passende Ay, ..., A, € K, sowie (—1)" © an = (—1)"a, also a = 1.

. A C
Beweis von 8.7c: det ( 0 B

) = det(A) - det(B), falls A, B quadratisch.

Sei A fest.

A

Wir definieren d : K'*! — K, d(B) := det ( 0 B

). d ist offenbar multilinear und alternierend.

Nach 8.5¢ gilt deshalb d(B) = d(FE) - det(B) = det (61 g) - det(B).

Durch I-fache Anwendung des Entwicklungssatzes 8.14 erhélt man det (61 g) = det(A).
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§11 Die Jordansche Normalform

Im folgenden sei V stets ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Definition.

Sei f € End(V) und U eine Unterraum von V.

U heiBt f-invariant, wenn f(U) C U ist.

In diesem Fall bezeichnet f|U den durch (f|U)(v) := f(v) definierten Endomorphimus von U.

Lemma 11.1.

Ist f € End(V) und U ein f-invarianter Unterraum von V/, so ist Py ein Teiler von Pr.

Beweis:

Sei v = (v1,...,v,) Basis von V und 1 < k < n, so dal @ := (v1, ..., v;) Basis von U. Sei ferner m :=n — k.

Dann gilt: Mi(f) = (13 ;) mit A = Mﬁ(f‘U), Pf|U = det(A - t-Ek), Pf = det((ﬁ ;) — t~En) =

dor [ 4TI ' det(A — t-By) - det(B — t-En) = Py - det(B — t-Eyy)

et =det(A —t- -det(B —t-E,,) = -det(B —t-E,).
0 B-tE, g 1o

Definition.

f € End(V) heift trigonalisierbar, wenn es eine Basis T von V' gibt, so dal M(f) obere Dreiecksmatrix ist.

Eine Matrix A € K™*" heif}t trigonalisierbar, wenn f4 : K™ — K™ trigonalisierbar ist.

Lemma 11.2.

Sei f € End(V'), T = (v, ..., v,) eine Basis von V', und V; := span(v1, ...,v;) fiir j = 1,...,n.

Dann gilt: f(V;) CV; fir j=1,..,n & Mg(f) ist eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis :

Sei M4(f) = (asj)i;. Danngilt: f(V;) CV;(j=1,...,n) &

& f(n),..., f(vj) € span(vy,...,v5) (j =1,...,n) & f(v;) €span(vi,...,v;) (j=1,..,n) &
1, ..

& >0 aiv; € span(vy, ..., v;) (§ = N S ajp1 = =an; =0(=1,..,n).

Lemma 11.3.

Sei f € End(V) und v; ein Eigenvektor von f zum Eigenwert ;.

Sei V4 := span(v1) und W ein Unterraum von V, so da V. =V; @ W.

Sei h € Hom(W, V1) und g € Hom(W, W), so daB f(w) = h(w) 4+ g(w) fir alle w € W.
Dann gilt:

)\1 *
(a) Ist w = (vg,...,vy) eine Basis von W und @ = (v1, va, ..., V), s0 M_(f) = ( >
0 Mzl(g)

(b) Py =(\—1t)-P,.

Beweis:
A1 aiz o0 aip v cw
0 ag - a2 . . —_—
(a) Sei M(f) = | . ] | Fiir j=2,...,n gilt dann f(v;) = @101 + a2jve + - . . + anjvn
b o a und deshalb h(v;) = ai;v1 und g(vj) = agjve + ... + an;Un.
n nn
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az2 ce A2p

Somit  M(9) =

w
Ap2  ** Qpp
(b) Wir wéhlen eine Basis W = (va, ..., v,) von W und setzen v := (v1, v, ..., ), sowie B := M_(g).

Dann gilt Py & (A, —#) - det(B — t-En_1) = (A, — t)-Py.

Satz 11.4 (Trigonalisierungssatz).

Gilt dim(V) =n, f € End(V) und Ay, ..., A\, € K, so sind dquivalent:

(i) V besitzt eine Basis v, so dal M(f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen Ay, ..., A, ist.
(i) Pr=M—t)-...- (A —t).

Beweis :

(i)=(ii): Sei A:= My(f). Dann Py =det(A—t-E) =AM —1t) ... (Ay —1).

(ii)=(i): Induktion nach n: Sei n > 2 und vy ein Eigenvektor zum Eigenwert ;.

Sei V; := span(v1) und W ein Unterraum von V mit V =V, ¢ W.

Dann existieren (eindeutig) h € Hom(W, V;) und g € Hom(W, W) mit Yw € W(f(w) = h(w) + g(w)).
Nach 11.2b ist Py = (A —t) - Py und folglich Py = (Aa —t) -...- (A, —t). Nach I.V. besitzt W deshalb eine

Basis W = (v2, ..., Un), so dal M(g) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen A, ..., Ay, ist.
)\1 *

Sei T := (v1,...,vy,). Nach 11.2a ist dann M_(f) = (
0 Mzgl(g)

) und die Behauptung bewiesen.

Korollar. f € End(V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn Py in Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel.
3 4 3
V=R}und f:=famit A=| -1 0 —1]. Dann ist Pr=(2 —1)3, also A} = Ag = A3 = 2.
1 2 3
Wegen rang(A — 2E3) = 2 ist dimEig(f;2) =1 < 3 = u(Pf;2), also f nicht diagonalisierbar.
1 0 0
Offenbar ist v1 := [ =1 | € Eig(f;2) und @ := (v1,e2,e3) eine Basisvon V. [es=| 1 |,e3= | 0 |]
1 0 1
4 3 2 4 3
fle2) = 0 | =4v1 +4ex —2e3, fez)=| —1 | =3v1+2e2. M (f)=|0 4 2
2 3 0 -2 0

W = span(eg, e3). h(ez) = 4vy, h(ez) = 3vy.
g: W — W, g(es) = 4des — 2e3, g(es) = 2e
vy := es — ez € Eig(g; 2), denn g(vs) = g(e2) — gle3) = dea — 2e3 — 2eq = 2e5 — 2e3 = 20s.

(2) ;), denn g(vy) = 2vy und g(es) = 2e5 = 2v9 + 2e3

(v2, e3) ist Basis von W. M, . (9) = <
f(vl) = 2017
f(v2) = h(v2) + g(v2) = h(ez) — h(es) + 2v2 = 4v1 — 3v1 + 2v2 = v1 + 202,

fles) = h(es) + g(es3) = 3vy + 2vg + 2e3.

2 1 3
Fiir v = (v1,v2,e3) gilt My(f)=(0 2 2
0 0 2
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Lemma 11.5.

Sei f € End(V) und v = (vy, ..., v, ) eine Basis von V, so dafl
M (f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale Ay, ..., A, ist.
Fir g; .= f — A\iridy (i =1, ..., n) gilt dann:

(a) g:(V;) C V;_1, wobei V; := span(vy, ...,v;) (i=1,...,n).
(b) gro---ogn=0.

)1<k<n&A =..=X\ = v1,...,v; € Ker(gF).

Beweis :
Sei A = (agj)i,; == Mgz(f).

oy ) a0 + ...+ aj;v; — )\ﬂ)j eV fallsg <1
(a) gl(v]) o {alﬂ}l + .o+ av; — )\ivi S V;fl fallsj =1’

(b) Mit (a) folgt (g10...09x)(Va) € (g10...09n-1)(Va—1) C (910...09n—2)(Va—2) € ... € g1(V1) € Vo = {0}
(c) Induktion nach k: 1. £k =1: g1(v1) = f(v1) — Ayv1 = 0.
2. k> 1: Nach LV. haben wir vy, ...,v5_1 € Ker(g¥™') C Ker(gF). Somit gilt:

denn a;; = \;.

1.

ll<

gt (vg) = gf_l(gl(vk)) = glf_l(awvl + . apkUE — AMUg) = glf_l(alkvl + . 4 Ap—1,kVE—1) 0.

Definition.

Sei K ein Koérper. Eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen
+:RXR— R, ®@:RxR— R, ®: K xR— R heifit K-Algebra, wenn gilt:
(i) (R,+,®) ist ein Ring mit Eins,

(ii)) (R,+,®) ist ein K-Vektorraum,

(iii) Fur alle a,be R, A€ K gilt: M@ (a®b)=(A0a)@b=a® (AOD).
Bemerkung.

1. Der Polynomring K|[t] zusammen mit seiner auf K x K|t] eingeschrankten Multiplikation als skalarer
Multiplikation ist eine K-Algebra.

2. Fiir jeden K-Vektorraum V ist der in §5 eingefiithrte K-Vektorraum End(V') zusammen mit o (der Kom-
position von Abbildungen) als Ringmultiplikation eine K-Algebra. Das Einselement ist dabei idy .

3. Der Korper K selbst ist auch eine K-Algebra.

Definition.

Ist (R, +,®,®) eine K-Algebra, so definiert man fiir jedes r € R den FEinsetzungshomomorphismus
O, K[t] = R, (31 pait)) =" ja; @1, wobei r’ := 15, r'tl :=r' @r.

Schreibweise: Fiir p € K[t] und r € R sei p(r) := @ (p).

Lemma 11.6.

®,. ist sowohl Ring- als auch Vektorraumhomomorphimus, d.h. fiir alle p,q € K[t] und A € K gilt:
(p+q)(r) =p(r) +q(r), (pg)(r)=pr)®qr), (Ap)(r)=A0p(r).

Zum Beweis vergl. Lemma 9.8.

Von besonderer Bedeutung (fiir diese Vorlesung) sind die Einsetzungshomomorphismen

O, : K[t] — K, p— p()) fir A € K (siehe §9), sowie &y : K[t] — End(V), p — p(f) fir f € End(V).
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Lemma 11.7.

Fiir f € End(V) und p,q € K[t] gilt:

(a) p(f) 0 qa(f) = q(f) o p(f).

(b) Ist U ein f-invarianter Unterraum von V', so p(f)(x) = p(f|U)(x) fir alle x € U.
(c) Ker(p(f)) ist f-invariant.

Beweis :
11.6 11

(a) p(f) o a(f) "=° (pa)(f) = () () =" a(f) o p(f).
(b) Sei g:= fIU. z €U = p(f)(x) = ai-f'(x) =3, arg"(x) = (3, ai-g’)(x) = p(g)(x).

a)

(c) z € Ker(p(f)) = p(f)(x) =0 = p(f)(f(x)) = (p(f) o f)(x) = (fop(f))(x) = fp(f)(z)) =0.

—~

Lemma 11.8.

f€End(V) & p,q € K[t] teilerfremd & p(f)oq(f) =0 = V = Ker(p(f)) ® Ker(q(f)).

Beweis :

Nach Satz 9.3a gibt es p’, ¢’ € K[t] mit 1 = p'p + ¢'q, also (nach 11.6) idy = p'(f)op(f) + ¢’ (f)oq(f).

L.V = Ker(p(f)) + Ker(q(f)):

Sei 2 € V. Dann & = idy (&) = u+ v mit u = (¢'(f)og())(x) und v := (¢ (F)op(/))(x).

Esist p(f)(u) = (p(f)og'(f)og(H))(@) "= (p(f)oa(f)og'())(x) = (00¢'(f))(x) = 0 und ebenso q(f)(v) = 0.
Also x = u+ v € Ker(p(f)) + Ker(q(f))-

2. Die Summe ist direkt:
y € Ker(p(f)) NKer(q(f)) = y=idv(y) = @'(f) op(f)() + (¢'(f) o a(f))(y) =P (f)(0) + ¢'(f)(0) = 0.

Satz 11.9.

Sei f € End(V). Sind py, ..., px € K|[t] paarweise teilerfremd, und ist p1(f) o...opg(f) =0,
so ist V =Ker(p1(f)) @ ... ® Ker(pr(f)).

Beweis durch Induktion nach k:

Sei p:=p; und q :=py - ...  pg. Nach 9.3b sind p, ¢ teilerfremd.
Mit L.11.8 folgt V = Ker(p1(f)) ® U, wobei U := Ker(q(f)) f-invariant ist (nach L.11.7¢).

Sei g := f|U. Dann pa(g) ... o pi(g) = alg) =" g(/)|U = 0.
Nach LV. gilt also U = Ker(p2(g))®. . .®Ker(pr(g)). Es folgt V = Ker(p1(f))®Ker(p2(g))®. . .BKer(pr(g))-
Somit mufl nur noch Ker(p;(g)) = Ker(p;(f)) fir i = 2, ..., k gezeigt werden: Ker(p;(f)) C Ker(q(f)) =U =

= Ker(pi(f)) = {z € U : pi(f)(x) = 0} "™ {w € U : py(9)(2) = 0} = Ker(p; (9)).

Satz 11.10 (Zerlegung in Hauptriume).

Sei f € End(V) und Py = (A —t)"* - ... - (A\x — t)"* mit paarweise verschiedenen Aq, ..., A\, € K.
Fir g; .= f — A\;j-idy gilt dann:

(a) V =Ker(¢i") & ... D Ker(gi*)

(b) dimKer(g!") = p; fir i =1,.... k.
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Beweis:

(1) Fiir p; := (t = X)) gilt pi(f) = g

Nach 11.4 besitzt V eine Basis 7 = (vq, ..., vy,), so daf gilt:

(2) M_(f) ist obere Dreiecksmatrix mit Diagonale Ay, ..., A1,y .oceeee. s Ay ooy Mg

v

Mit 11.5b folgt daraus gi" o...o gk = 0 und weiter mit 11.9 und (1) die Behauptung (a).
Wir haben nun dim Ker(g{") + ... + dim Ker(g}*) @ dim(V') = deg(Pf) = p1 + ... + fi.
Zum Beweis von (b) geniigt es also, p; < dimKer(gt") fir i = 1,..., k zu zeigen.

Wegen der Kommutativitét von K[t] reicht es, denn Fall ¢ = 1 zu behandeln:

Nach (1) und 11.5¢ gilt v1, ..., v, € Ker(g{"). Also ist 7 < dimKer(g{").

Definition.

Ist A Eigenwert von f € End(V') mit algebraischer Vielfachheit p, so nennt man
Hau(f;A) := Ker(f — Aidy)* den Hauptraum von f zum Eigenwert A.

Bemerkung.

(a) Eig(f; \) = Ker(f — Aidy) C Hau(f; \).

(b) Hau(f; \) ist f-invariant.

Beweis von (b): Sei g := f — Aidy und U := Hau(f; A).

reU= X eU&g'(g(x) =9(g"(x) =0= Az,g(z) €U = f(z) =g(z)+ e e U.

Definition.

Ein Endomorphismus f heifit nilpotent, wenn es ein k € N mit f* = 0 gibt.
Lemma 11.11.

Sei f € End(V), dim(V) =n > 1und k > 1 mit f* =0, fF=1 £0.

Fiir U; = Ker(f7) gilt dann: (2) Us C Upsr = f (U3). (b) i <k = Us £ Usp1.
Beweis:

(8) fild) =0 = fH(@) = f(fila) = 0. z€f (U)& f@) € Ui & fi(fa)) = 0& € Ui,
(¢) Aus (a) folgt durch Induktion nach I: U; = U1 & i <1 = U =Upy;.

Mit fE=1 #£ 0= f* (also Uy_; # Uy,) folgt daraus die Behauptung.

Satz 11.12.

Sei f € End(V) und dim(V) =n > 1. Aquivalent sind:

(i)  f ist nilpotent.

(ii) f* =0 fiir ein k € {1,...,n}.

(ili) Pr=(-t)™. 0 N

(iv) Es gibt eine Basis © von V mit M(f) =

Beweis:
“(i)=>(ii),(iv)”: Sei k minimal mit f* = 0. Wegen f° = idy # 0 ist k > 1. Sei U; = Ker(f?).
Nach L.11.11 haben wir {0} = Uy G U1 G ... S Up =V, also k < dim(V) = n.
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Wir wihlen eine Basis 7 = (vy, ..., v,) von V, so daB gilt:

Es gibt 0 =ng < ny <...<n, =n mit U, =span(vy,...,vp,) fir L =1,..., k.

Behauptung: M(f) ist von der gewiinschten Form.

Beweis: Sei 1 < j < n. Dann existiert ein [ € {1,....,k — 1}, so dal n; < j < nyy1. Es folgt v; € U1 und
weiter f(v;) € U; C span(vy,...,v;-1). Also f(v;) = > i, ai;v; mit a;; = 0 fiir i = j4,...,n.

“(iv)e(iii)”: Satz 11.4.  “(ii)=(1)”: trivial.

“(iv)=-(ii)”: Aus 11.5b folgt f™ = 0. Man kann auch direkt M_(f)™ = 0 zeigen.

Definition. Sei g € End(V).
Ein m-Tupel @ von Vektoren aus V heifit g-zyklisch, wenn es ein v € V gibt, so dafl
T = (g™ L), g™ 2(w), ..., g(u),u) und m = min{i : gi(u) = 0}.

Ein Unterrraum U von V heifit g-zyklisch, wenn es eine g-zyklische Basis von U gibt.

0 1 0

Im 1= L LT (i+1,5)i5 € B
0 0

Bemerkung.

Ist @ = (u1, ..., Uy, ) eine Basis des Unterraums U, so gilt:

u ist g-zyklisch <= U ist g-invariant und My (g|U) = Jp,.

Satz 11.13.
Sei g ein nilpotenter Endomorphismus von V und k := min{i : g* = 0}.
Dann gibt es s1, ..., sy € N und g-zyklische Unterraume Ul(l), - 8(11), cery Ul(k)7 s Ug:), so daf}
v=tuPeo.. . oUuPe.. ... aUMe.. . aU) wd dmU") =1
Wahlt man in jedem UJ@ eine g-zyklische Basis ﬂy) und setzt dann v := ﬂ(lk) *. . *ﬂgi) oL, *ﬂgl) *. . .*ﬂg),
so ist U eine Basis von V und es gilt
Jk
Sp-mal
Ik
Jie—1 0
M . Sp—1-mal
5(9) - Jk—l
0
J1
s1-mal
Ji

Beweis:

Sei U; := Ker(¢"). Damn {0} =Uy S UL S ... S U1 S U = V.

Wir definieren rekursiv Unterrdume Wy, ..., Wy:

1. Wy sei ein Unterraum von V' (= Uy) mit V = Wy, @ Ug_;.

2. Sei jetzt 1 <l < k und Wy, ..., W, schon definiert, sodaB V =W, ®... ®@W,; @ U;_1 und Uy = W, & U;_;.
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Dann g(W;) C g(U;) CU;—1 und g(W;) NU;_5 © {0}.

(x) 2 €W, & glz) €Uy = € WiNg (U_z) =WiNU_1 = {0}]

Wegen g(W,),U;_o C U;j_q und g(W;) NU,;—2 = {0} existiert ein Unterraum W;_; von U;_; mit

U1 =Wi—1®Uj_g und g(W;) C W;_1.

Schlieflich setzen wir noch Wy := {0}. Nach Konstruktion gilt dann

1) V=W Wi1&...6 W,

(2) gW) CW_4 firl =1,...,k, und g|W; injektiv fir [ = 2,... k.
[Die Injektivitdt von g|W; folgt aus W; N Ker(g) C W; N U;—; = {0}.]

Aus (2) folgt weiter:

(3) Ist 2<!<kund w = (wy,...,w,) eine Basis von W, so ist g(w) = (g(w1), ..., g(w,)) linear unabhéngig
in W;_1 und kann zu einer Basis von W;_; ergénzt werden.

Durch Tteration von (3) kommt man wie folgt zu einer Basis von V =W, @ ... & Wi.
(k) (k)

Wy e , Wsy Basis von Wy,
g(wgk)), ...... , g(wglz)) , w§k71), ......... wgl,: 11), Basis von Wj_4
gk’l(wgk)), L (wé’;)), g gk_l)), .. ,gk’z(wg:fll)), ......... wgl), . wg) Basis von W

s i—1(,,(%) @y ..
Es sei U; —span(g (w;7), s g(w; ), w;”).
Wegen w VeW, CU; = Ker(g*) gilt g(gi_l(wy))) =0, also UJ@ g-zyklisch.

Bemerkung. Wegen Uy = W1 @ Uy und Uy = {0} ist stets Wy = Uy = Ker(g).

Beispiele.

1. g=famit A=

o O O

1
0
0

O N W

00 2
LA2=10 0 0] ,4%=0.
00 0

CAJ

k=3, Uy =span(e1) G Us = span(ey,ez) & Us = R®.
R3 = W3 & Uy ~ W;:= span(es).
g(W3) CWo & Uy = Wy @ Uy ~» Wy = span(g(es)).
Wy = U, = span(e1) = span(g?(e3)).

0 1 0
v = (g°(e3), g(es),e3) = (2e1,3e1 + 2ea, €3) und M-(g)=10 0 1
0 0 O
01 -1 0
2. g=famit A= 8 1 :} 1 , A2 =0.
00 0 O

k =2, Uy = Ker(g) = span

—~

e1,es + e3), Uy = Ker(g?) = R%.

V=Wy®&Uy ~ W;:=span(es,es). Wi =span(g(es),g(es)) = span(e1, ez + e3) = Un.
01 0 0

) 0 0 0O

v = (g(es),e3,g(es),eq) und My(g) = 00 0 1
0 0 0O
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Definition.

A1 0
Unter einem Jordankdstchen versteht man eine Matrix der Form \-E,,, + J,,, =
.1
0 A
Eine quadratische Matrix A heifit Jordanmatriz (oder in Jordan Normalform), wenn sie die Gestalt
Aq 0
A= hat, wobei Aq,..., Ay Jordankéstchen sind.
0 Ay
Bemerkung.

Ist g € End(V) nilpotent und f = g + A-idy, so ist die darstellende Matrix von f

bzgl. der in 11.13 fiir g konstruierten Basis v eine Jordanmatrix.

Satz 11.15 (Jordansche Normalform)
Zerfallt das charakteristische Polynom von f € End(V') in Linearfaktoren,

so gibt es eine Basis T von V' derart, da M_(f) eine Jordanmatrix ist.

Beweis:

Sei Py = (Ay —t)" ... (Ap — t)"* mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ax.
Sei g; := f — \isidy und V; := Ker(g!"") = Hau(f; ;). Nach 11.10 gilt dann V=V ® ... ® Vj.

Firi=1,..., k gilt:

(1) V; ist g;-invariant und g¢;|V; ist nilpotent. [(g;|V;)* = ¢! |V; = 0]

(2) V; ist f-invariant und f|V; = g;|Vi + Ai-idy,

Nach (2) und obiger Bemerkung besitzt V; eine Basis 7V, so dafi B; := My (f|Vi) eine Jordanmatrix ist.
B1 0

Dann ist 7 := 7)) % ... x 7% eine Basis von V und es gilt M (f) =
0 By,
Somit ist auch M(f) eine Jordanmatrix.
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612 Euklidische und unitidre Vektorrdume

Definition

Sei V' ein K-Vektorraum.

Eine Abbildung o : V x V — K heiit Bilinearform (auf V'), wenn fiir alle v,w € V und X € K gilt:
(B1) o(v+v,w)=0c(v,w) +o(@,w) und o(Av,w) = Ao(v,w),

(B2) o(v,w+w') =oc(v,w)+o(v,w) und o(v, \w) = Ao (v, w).

Eine Bilinearform ¢ heifit

symmetrisch, falls o(v,w) = o(w,v) fur alle v,w € V,

alternierend (oder schiefsymmetrisch), falls o(w,v) = —o(v,w) fir alle v,w € V.
Definition.

Sei V' ein C-Vektorraum.

Eine Abbildung f : V — V semilinear, wenn

flo+w)= f(v)+ f(w) und f(\v) = Af(v) fiir alle v,w € V, A € C.

Eine Abbildung o : V x V — C heifit Sesquilinearform, wenn
o im ersten Argument linear und im zweiten Argument semilinear ist,
d.h. wenn fiir alle v,w € V, A € C gilt:

(Bl) o(v +v',w) =o(v,w) =o(v,w) und o(Av,w) = Ao(v,w),
(B2) o(v,w+w') = o(v,w) + o(v,w’) und o(v, \w) = Ao(v,w).
FEin Sesquilinearform o heifft hermitesche Form, wenn zusatzlich gilt:

(H) o(w,v) = o(v,w) fiir alle v,w € V.

Im folgenden steht K fiir R oder C.

Definition.

Sei V' ein K-Vektorraum und o : V x V' — K eine symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Form.
o heiBt positiv definit, wenn o(v,v) > 0 fiir alle v € V'\ {0}.
Eine positiv definite symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Form nennt man ein Skalarprodukt.

Ein R- bzw. C-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heifit euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.

Achtung! Es kann o(v;,v;) > 0 fiir alle Vektoren v; einer Basis sein, ohne dafl o positiv definit ist.
[Beispiel: U(<$1> ; (y1 )) =Ty — T2ye)
T2 Y2

Beispiele euklischer Vektorraume.

1. Der R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt (-,-) : R™ x R — R™:

Firz =tz ... 2,),y=t(y1 ... yn) sei (z,y) :== oy = > zy; und ||z| := /{2, 2) = /2? +... + 22.
i=1
2. Der Hilbertsche Folgenraum ¢ = (V,0): V := {(2;)ien € RY : Y02 27 < 00}, o(2,y) = Y op Tils-

3. Der Raum C]0,1] aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R mit punktweiser Addition und Skalarmulti-
plikation, und dem Skalarprodukt o(f,g) := fol f(®)g(t)dt.
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Zum kanonischen Skalarprodukt im R"™
Fiir z € R® (n=1,2,3) ist ||z| die Linge des Vektors « bzw. der Abstand des Punktes z vom Nullpunkt.
Sei jetzt 0 # 2z = (““) ERZund 0 £y = <y1> € R2.
L2 Y2
Ist o, € [0, 7] der Winkel zwischen e; und z, so gilt: 21 = ||z||- cos a, und x5 = ||z||- sin a,.
Ist ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen z und y, so gilt ¢ = |a; — | und somit

x +x z,
(1) cos(p) = cos(ag — ) = cos 0y COS @y + sin ag sin oy = 11+ 22y __(2,)

-yl lzll-lyll”

(2) (z,y) =0 & cos(p) = g < z,y senkrecht zueinander,

(3) llz =yl = llz]* + llylI* = 2cos(@)lzll|lyl| (Cosinus-Satz)

[Beweis von (3): ||z — yl* = (x — g,z — y) = (z,2) = 2(z,y) + (g, 9) = =] + |yl* — 2cos(@) |z (|l ]

Vereinbarung.
Soweit nichts anderes gesagt wird,
sei V im folgenden stets ein euklischer bzw. unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).

Definition.
1. ||v]| := 1/ (v, v) heiit die Norm (oder Ldinge) von v € V.

2. v,w € V heiflen orthogonal (oder senkrecht) zueinander (geschrieben v Lw), falls (v,w) = 0.

Lemma 12.1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle v,w € V gilt: (i) |[{(v,w)| < ||v]|-[|w], (i) [{v,w)| = ||v|-|w|| < v, w linear abhéngig.
Beweis:

(v, w)
w, w)

. Dann gilt: (%) (v — Aw,w) = 0.

Ferner gilt 0 # v — Aw und somit 0 < (v — Aw, v — Aw) © (v = Aw,v) = (v,v) — Mw,v).

1. Seien v, w linear unabhéngig. Setze A :=

—~]

Daraus folgt 0 < (v, v)(w, w) — (v, w){w,v) = ||v||*||w||? = (v,w) (v, w) und weiter |(v,w)| < |Jv| - ||w]|.
2. Ist w = awv, so |[(v,w)| = |a|(v,v) = [a[|v]* = [[v]]|w].
Definition.

(z,y)

Wegen 12.1(i) kann man fiir z,y € R™ \ {0} definieren: J(x,y) := arccos € [0, .

D
Dann ist (z,y) = [lz]-[ly[|- cos ¥ (z,y).
Lemma 12.2.
(a) Die Abbildung V' — Ry, v — ||v|| ist eine Norm, d.h. es gilt
(i) ol =0 & v=0,
(ii) |||l = |A]|lv|| fir alle A € K,
(iii) [Jo + wl| < o]l + [lw]-
(b) Die Abbildung d: V x V — Ry, d(v,w) := ||v — w|| ist eine Metrik, d.h. es gilt
(i) dv,w)=0 & v=uw,
(ii) d(v,w) = d(w,v),
(iil) d(v,w) < d(v,u) + d(u,w).

69



Beweis:

(a) (i) Klar. (i) Ml = v/{o, ) = /AN (v, 0) = [A[y/(v,0) = [A] - [Jo]|.

() o+ wl® = o+ w0 1) = 0,0) + ) + (0,) + G, 0) = o+ ol + (v, ) + o) <
<l + llwll? + 2llv]l-lwll = (ol + wl) (+) (0, w) + (v, w) = 2Re({v,w)) < 2/{v, w)| < 2|jo[|-|w]|.
(b) (i) flo—wl = | = (w— o)l = 1+ w—oll. i) [[o— w] = (o — w) + (u— w)]| < o=l + lu—w].
Lemma 12.3.

Fiir alle v, w, vy, ...,v € V gilt:

(@) [lvr + ...+ vl = |l |* + ... + [lvg]|?, falls v; Lo; fiir alle 1 < i # j < k.

(b) vlw = (v,v+w) = |jv|>.

(c) vi(w—v) = (v,w) = |jv|>

Beweis:
k k k
(@) flor + .. ol = O, vi, Do vi) = (i, vj) = > iy (v, v3).

1<ij<k
(b) (v,v £ w) = (v,v) £ {(v,w). (c) (v,w) = (v,v+ (W —v)).
Definition.
Seien vy, ...,v € V.
(v1, ..., v%) heiBt Orthogonalsystem (OGS) : <= (v;,v;) =0 fir alle 4,5 € {1, ..., k} mit ¢ # j.
(v1, ..., vx) heiit Orthonormalsystem (ONS) : <= (v;,v;) = 6;; flir alle ¢, 5 € {1, ..., k}.
(v1, ..., vg) heiBt Orthonormalbasis (ONB) von V : <= (vy,...,v;) ist ein ONS und zugleich Basis von V.

Bemerkung. Die Standardbasis des R™ ist eine ONB.

Lemma 12.4.

(a) Jedes OGS (v1,...,vg) mit vy, ..., v # 0 ist linear unabhéngig.

(b) Ist (v, ...,v,) eine ONB von V, so gilt v = i (v, v;)v; fiir jedes v € V. (Entwicklungsformel)
Beweis: -

(a) Zle av; =0 = (Zle a;v;,v5) =0 = Zle a;(vi,v;) =0 = a;{vj,v;) =0 = a; =0.

(b) Sei v = Z?:l a;v;. Dann (v, v;) = Z?:l a;(vs,v)) = o

Definition.
Fiir M CVsei Mt :={z eV :Vye M(zLly)}.

Ist M ein Untervektorraum, so heit M+ das orthogonale Komplement von M.

Lemma 12.5.

Fiir beliebige Teilmengen M, N von V gilt:
(a) M+ ist ein Unterraum von V.

(b)) M C N = Nt C M~

(c) M+ = span(M)*.

(d) M C (M),
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Beweis:

(@)v,we M+ &ANcK=VyeMuvly& wly)=Vyec M+ w Ly)=v+Iwe M.
(b)v € Nt = Vye N(vly) MEY Vy € M(vly) = ve Mt

(c)ve Mt & M C {v}t @ span(M) C {v}+ & v € span(M)*.

(d)veM = Vore M+ (zlv) = ve (M)*

Definition.

Zwei Unterrdume U, W C V heiflen orthogonal (in Zeichen U LW), falls (v,w) =0 fiir alle w € U, w € W.
Eine Summe Uy + ... + Uy von Unterrdumen U; heiBt orthogonal, falls U; L U; fiir i # j.

Schreibweise fiir orthogonale Summen: U1 D ... QUy.

Lemma 12.6.

(a) Jede orthogonale Summe ist direkt.

b))V =UDW = W=U' & U= (U

Beweis :

(a) Siehe Beweis von 10.2.

(b) 1. W C U+: trivial.

2. UL CW:SeiveUt. Damv=u+wmit u € U und w € W.

Es folgt 0 = (u,v) = (u,u) + (u, w) = (u,u), also ©v = 0 und somit v = w € W.
3. Aus Symmetriegriinden gilt auch U = W+ und folglich U = (U+)+.

Definition.
Ist V=U @ U™, so sei pr; die zu dieser Zerlegung gehérige Projektion von V auf U (vgl. 5.10), d.h. pry; :
V — U ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit Vo € U(pry (z) = x) und Vz € UL (pr,(z) = 0).

Man nennt pry;(v) die orthogonale Projektion von v auf U, und v — pr;;(v) € UL das Lot von v auf U.

Lemma 12.7.

Ist U ein Untervektorraum von V und (vy, ..., v,,) eine ONB von U, so gilt:

V =Ua&U™* und pry(v) = 30" (v, v;)v; fiir alle v € V.

Beweis :

Fir v € V sei f(v) := Y1, (v, v3)v;.

Dann gilt f(v) € U und (v — f(v),v;) = (v,0;) — Y ie i (v,0:) (v, v;) = (v,v;) — (v,0;) =0 fir j =1,...,m,
also v — f(v) € Ut und folglich v € U + U~+. Damit haben wir bewiesen, da8 V = U @ U~ ist und f, idy —f

die zu dieser Zerlegung gehdrenden Projektionen sind, d.h. insbesondere f = pry;.

Lemma 12.8.

Sei U ein Untervektorraum von V mit V = U @ U~. Dann gilt fiir alle v € V:
(2) v — pry () L pryy(v) und folglich [o]2 = [lpry (W)]12 + [0 — pryr (o),
(b) pry(v) £ueU = [[o—pry(o)] < v —ull.

Beweis von (b): Wegen 0 # pry;(v) —u € U und v — pr;(v) € Ut gilt

lo = ul® = [lo = pryy (V)[I* + lIpry (v) — ul|* > [lo = pry (u)|*.
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Satz 12.9. (Orthonormalisierungssatz).
(a) Sei (wi,...,wy) ein ONS in V und v € V'\ W, wobei W := span(wy, ..., wg).

Sei ferner w := v — pry, (v) (das Lot von v auf W) und wy1 := ﬁ
w

Dann ist (wy, ..., wg4+1) ein ONS und span(wy, ..., wr4+1) = span(wy, ..., Wk, v).

W' k=1
(b) Seien (vy,...,v,) eine Basis von V, und sei fiir k = 1, ...,n: wy := ||wi€|| , wobei wj, 1= v — Y (g, wi)w;.
k i=1

Dann ist (wy, ..., w,) eine ONB von V.
Beweis:
(a) Nach 12.71ist V. = W@ W, also ist pry, definiert und pryy, (v) € W, sowie w = v —pry, (v) € W+, Wegen
v ¢ W ist auBerdem w # 0. Es folgt wy1 € W+ und ||wyy1]|| = 1. Folglich ist (wy, ..., wy41) ein ONS.
Aus wiyq = ”71”(1) — pry (v)) und pry,(v) € W folgt wi41 € span(wy, ..., wg, v) und v € span(wy, ..., Wg4+1)
und somit span(wy, ..., Wg+1) = span(wy, ..., Wk, v).

(b) Mittels (a) zeigt man durch Induktion nach k, da§ (wy, ..., wy) ein ONS ist.

Korollar.

(a) Ist dim(V) < oo, so besitzt V eine ONB, und jedes ONS in V kann zu einer ONB von V ergénzt werden.
(b) Fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V gilt V =U @ U+,
Vereinbarung.

Um Verwechslungen mit der Konjugation =~ : C — C, a 4 ib := a — ib zu vermeiden,

werden wir Basen im folgenden auch mit den Buchstaben v, w,... bezeichnen.
Definition.
Ist V ein K-Vektorraum mit Basis v = (vy, ..., v,,) und o eine Bilinearform auf V,
so nennt man M, (o) := (a(vi,vj))i’j € K™*™ die darstellende Matriz von o bzgl. v.
Bemerkung.
(1) Firz =%z, ... xz,) € K" und y = (1 ... yn) € K™ gilt offenbar

o (32, mivi, 32, Yivi) = 3205 5 2o (03, v5)y; = "o M (o).
(2) A, Be K™ &Va,y € K"('zAy ='¢By) = A= B. [zum Beweis: ‘e;Ae; = a;;]
Lemma 12.10.
Ist V ein K-Vektorraum mit Basis v = (vy, ..., v,), so gilt:

(a) Die Abbildung o +— M, (o) von der Menge der Bilinearformen auf V' in K™*™ ist bijektiv.

(b) Eine Bilinearformen o auf V' ist genau dann symmetrisch, wenn M, (o) symmetrisch ist.

Beweis:

(a) injektiv: M (o) = M, (1) = o(vi,v;) = 7(vi,v;) (Vi,]) S, o(v,w) =71(v,w) (Yv,w € V).
surjektiv: Sei A = (a;5) € K™*™.

Dann wird durch o (3, z;v;, >, yivi) == Zi’j x;a;;y; eine Bilinearform o mit M, (o) = A definiert.
(b) Sei A := M, (). Dann gilt Vz,y € K" (*yAz = 2 Ay) und folglich:

Vo,w e Vio(v,w) = o(w,v)) & Vz,y € K"(lzdy =tyAx) & Vz,y € K"(lzAy =t2%Uy) & A="4Y.
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Lemma 12.11 (Transformationsformel).
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basen v, w, und sei Ty (= M¥(idy)) die entsprechende

Transformationsmatrix.  Fiir jede Bilinearform o auf V' gilt dann: M, (o) = "TW M, (0)T¥
Beweis:
= MY (idy) = (¢;5)i; mit w; = idy (wj) =D, ¢ijv;.
o (i, ws) = 0 (3, Ciwvi, 22, Cijvi) = 224 D24 ko (Vi 0i)Ci-
Bemerkung (Darstellende Matrix einer Sesquilinearform).
Sei V' ein C-Vektorraum mit Basis v = (v1,...,v,,) und o eine Sesquilinearform auf V.
1. My(o) = (U(vi,uj))m, € K™*™ heifit darstellende Matriz von o bzgl. v.
2. Firz=%z1...2,) €C"und y ="(y1 ... yn) € C" gilt
o (32 wiviy 2o yivi) = 3o 5 wio(vi, v)75 = "o M (0) .
3. o ist genau dann hermitesch, wenn die darstellende Matrix A = M, (o) hermitesch ist,
d.h. wenn ‘A = A gilt.
4. Die Transformationsformel fiir o lautet: M, (o) = TV M, ()T
Bemerkung.
Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt o, und sei (v1, ..., v,) eine ONB von V.

Firz =%z, ... z,) K" und y = '(y1 ... yn) € K" gilt dann:

(Z ﬂCzUmZ ylvl) - {Ey und HZ T vl||2 Z |1’1|2

Nachtrag

Fir z =z +1iy € C sei z := = — iy (die zu z konjugiert komplexe Zahl).
Fiir 2,21,20 € C gilt: Z=12, 22 = |2|?, 21 + 22 = 21 + %2, 21 - 22 = 21  Z2.
Fiir jede Matrix A = (a;;);; € C™*" sei A := (a;;);; € C™*".

Esgilt: A+ B=A+ B, AB=A-B, und }(A) = A, det(A) = det(A).

Lemma. Die Abbildung C"* x C" — C, (z,u) — (z,u) := 'z2u = Y, zu; ist eine positiv definite
hermitesche Form und heifit das kanonische Skalarprodukt im C™.
Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom P € C[t]\ {0} zerfallt in Linearfaktoren.

Lemma 12.12.
Sei 0 : V x V — C eine Sesquilinearform und ¢ : V — C, ¢(v) := o(v,v).
Dann gilt fiir alle v,w € V: o(v,w) = 2(gq(v + w) — g(v — w) +ig(v + iw) — ig(v — iw)).

Beweis:

g(Av) = a(hv, M) = Ag(v) = [APPq(v).

q(v +w) = q(v — w) +iq(v +iw) —ig(v — iw) = o(v,w) + o(w,v) = (o (v,w) — o(w,v)) +i(q(v) + q(w) +

o(v,iw) + o(iw,v) — ¢(v) — q(w) + o (v, iw) + 0(1w v)) =

2(o(v,w) + o(w,v)) +i(—io(v,w) + io(w,v) — io(v,w) +
(v, o(w

( io(w,v)) =
(0(v,w) +o(w,v)) + o(v,w) = o(w,v) + (v, w) —

2 ,v) = 4o (v, w).

g

73



§13 Orthogonale, unitidre und selbstadjungierte Endomorphismen
In diesem Abschnitt sei V' stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.

Definition.
Ein Endomorphismus f : V' — V heifit orthogonal bzw. unitdr, wenn (f(v), f(w)) = (v, w) fir alle v,w € V.
Lemma 13.1.
Fiir jeden orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismus f: V — V gilt
@) |f)| = ||v|| fur alle v € V.
b)) v,weV &vlw = f(v)Lf(w).
(c) f ist Isomorphismus und f~1! ist ebenfalls orthogonal bzw. unitér.
)

(d

Beweis:

Ist A € K ein Eigenwert von f, so |A| = 1.

(c) Wegen (a) ist f injektiv, also ein Isomorphismus.

Ferner (f~1(v), 1 (w)) = (F(f (), (£~ (w))) = (v, w) fir alle v,w € V.

(@) loll = LF ()l = 1Al = [A]-lvfl = [A] = 1.

Lemma 13.2.

feEnd(V) & VYo e V(| f(v)||=|lvll) = f orthogonal bzw. unitér.

Beweis:

Sei g(v) = (v, ). Damn q(f(v)) = q(v).

1. V euklidisch: Offenbar gilt (v, w) = 3(g(v+ w) — q(v) — g(w)) fiir alle v,w € V.
Somit (£(v), f()) = S(a(f(v) + F(w)) — a(f(©)) — a(f(w)) = L(a(v +w) — a(v) — g(w)) = (v,w).
2. V unitér: Nach L.12.12 gilt dann (v, w) = (g

(f(v), f(w)) = F(a(f(v) + f(w)) = a(f(v) = f(
q(f(v —w)) +ig(f(v +iw)) —ig(f(v —iw))) =

—~

v+ w) —q(v—w)+ig(v + iw) —ig(v — iw)). Es folgt:
+ig(f(v) +if (w)) —iq(f(v) —if (w))) = ;(a(f(v+w)) —
v+w)—qv—w)+ig(v+iw) — ig(v —iw))) = (v, w).

g

=)
—

Definition.

A € GL(n;R) heifit orthogonal :< A~ =tA.

A € GL(n;C) heiBt unitir = A~! =1A,

Bemerkungen.

(a) A € R"™ ™ ist genau dann orthogonal, wenn ‘A-A = E,,.

(b) A € C™ " ist genau dann unitér, wenn ‘A-A = E,,.

(c) Jede orthogonale Matrix ist unitér.

(d) Tst A unitiir, so |[det(A)] =1. [F='A-A = 1= det(*A)-det(A) = det(A)-det(A) = |det(A)|?]

(e) Fir A € K"*™ sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist orthogonal bzw. unitar.
(ii) Die Spalten von A bilden eine ONB von K™.
(iii) Die Zeilen von A bilden eine ONB von K*™,
(iv) fa ist orthogonal bzw. unitér.
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Definition.

O(n) .= {A € GL(n;R) : A~ ='A} | (orthogonale Gruppe)

SO(n) :={A € O(n) : det(A) = 1} , (spezielle orthogonale Gruppe)
U(n) :={A € GL(n;C) : A=* =1A} | (unitire Gruppe)

Die Matrizen aus SO(n) nennt man auch eigentlich orthogonal.

Bemerkung.

O(n) ist Untergruppe von GL(n;R), SO(n) Untergruppe von O(n) und U(n) Untergruppe von GL(n;C).
Beweis fiir U(n):

A,BeU(n) = YAB)-AB='B'AAB="'BB=Fund A~!' =4 also (A1) = A= (A~H)~L.

Lemma 13.3.
Sei f € End(V) und (vy,...,v,) eine ONB von V. Dann gilt:
f orthogonal bzw. unitér <= (f(v1),..., f(vy)) ist ONB von V.

Beweis :

1. f orthogonal bzw. unitdr = (f(vi), f(v;)) = (vi,v;) = d;5.

2. Gelte (f(vs), f(vy)) = 65 (Vi,7) und sei v =), x;v;.

Dann [|f(v)[[* = || 32, zif (i) |* = 32, |2if* = | 32, wivi|* = [Jo]>.
Nach 13.2 ist f also orthogonal bzw. unitér.

Lemma 13.4.
Sei T = (v1,...,v,) eine ONB von V und sei f € End(V). Dann gilt:

f orthogonal (bzw. unitidr) <= M_(f) orthogonal (bzw. unitér).

Beweis:

Sei Mo (f) = A = (a;;). Dann gilt: f orthogonal bzw. unitir > Wk, I((f(vx), f(v)) = 6k) <
s VE IS, aikvi,zj ajv;) = 0p) & Ve (X, aiwan =) & AA=E,.

Korollar. Ist f € End(V) orthogonal bzw. unitér, so |det(f)| = 1.

Lemma 13.5.
Ist A € O(2), so gibt es ein « € [0, 27], so dal A = (cosa —sma) oder A = (cosa s )

sina  cos« sinae —cosa

Im ersten Fall ist A € SO(2) und f4 eine Drehung um den Winkel a.

Im zweiten Fall ist det(A) = —1 und fa die Spiegelung an der Geraden R- (Z?S E )

Beweis: i

Sei A = (Z 2) € O(2). Dann a? +b* = 1 und ¢ + d? = 1. Folglich gibt es a,a’ € [0,27] mit a =
cosa, b=sina, ¢ =sind’, d = cosa’. Weiter gilt dann 0 = ac+bd = cosasina’ +sinacosa’ = sin(a+ '),
alsoa+o €{k-n:keZ}, dh o € {—a+k-m:keZ} und deshalb cosa’ = cosa & sina’ = —sinaw
oder cosa’ = —cosa & sina’ = sin . Daraus folgt der erste Teil der Behauptung.

Fiir den Rest siehe §10, S.56.
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Lemma 13.6.

Sei A € O(3). Dann ist A := det(A4) = £1 ein Eigenwert von A, und es gibt eine ONB ¥ und ein « € [0, 27,
A 0 0

sodal Mz (fa)=[0 cosa —sinc
0 sina cosa

Im Fall A =1 ist f4 eine Drehung mit Drehachse Rv; um den Winkel a.
Der Unterraum Rwvs 4+ Rvsg wird in diesem Fall Drehebene genannt.

-1 0 0 1 0 0
ImFall A= —1gilt M (fa)=1 0 1 0]-{0 cosaa —sina
0 01 0 sina cosa

fa setzt sich also zusammen aus der Drehung um die Achse Rv; mit Winkel o und

der Spiegelung an der Drehebene Ruvs + Rus.

Beweis:

1. Wir zeigen, dafl det(A) Eigenwert von A ist: Das charakteristische Polynom von A hat den Grad 3 und
besitzt deshalb mindestens eine (reelle) Nullstelle \. Man wéhle eine ONB T = (v1,v2,v3) mit Avy = Av;.
22 mit € € 0)

Es gilt also det(A) = A-det(C) und somit det(A) = A, falls det(C) = 1. Ist dagegen det(C) = —1, so folgt
mit 13.5, daB3 C' und folglich auch A die Eigenwerte 1, —1 hat.

Die darstellende Matrix von fa bzgl. dieser ONB hat die Gestalt

2. Da wir jetzt schon wissen, dafl det(A) Eigenwert von A ist, konnen wir in 1. 0.E.d.A. A = det(A)
annehmen. Wegen det(A4) = A-det(C) # 0 muB dann aber det(C) = 1 und damit C' € SO(n) sein. Nach

13.5 ist C' also von der Form [ ‘0°% — 5@
sina  cosa
Satz 13.7.
Zu jedem unitdren Endomorphismus f eines unitédren Vektorraums V'

existiert eine aus Eigenvektoren von f bestehende ONB von V.

Beweis durch Induktion nach n = dim(V):

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also n > 1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt das
charakteristische Polynom Py eine Nullstelle A\ € C. Nach 13.1d ist |A| = 1. Sei v; ein Eigenvektor zu A mit
1]l = 1. Sei U := {v;}*+. Nach 12.7 ist V = span(v;) ® U und somit dim(U) = n — 1. Wie man leicht
sieht, gilt f(U) C U. [u € U = Moy, f(u)) = Qon, @) = (f(or), F(0) = (o1, u) = 0 = (vn, f(w)) = 0].
Folglich g := f|U € End(U). Mit f ist auch g unitar. Also besitzt U nach I.V. eine ONB (vs, ..., v,) aus

Eigenvektoren von g. Dann ist (vy,...,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f.

Korollar. A 0

Zu A € U(n) gibt es ein S € U(n) mit 'S-A-S = ,wobei \; € Cmit |[\;| =1firi=1,...,n.
0 An

Beweis: Nach 13.3 ist f4 : C* — C” unitdr. Also gibt es eine aus Eigenvektoren von f4 bestehende ONB

T = (v1,...,vn) von C™. Seien Ay, ..., \,, € C die zugehorigen Eigenwerte und S die Matrix (v ... v,) € C"*™.

Dann ist S unitér, d.h. S~' =S, und nach 10.4b gilt ST AS = Diag(A1, ..., \p).
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Lemma 13.8.
Zu einem orthogonalen Endomorphismus f eines euklidischen Vektorraums V mit dim(V') > 1 gibt es stets

einen Untervektorraum W C V mit f(W) =W und 1 < dim(W) < 2.

Beweis:

Sei T eine ONB von V und A := M_(f). Wir betrachten den Endomorphismus g : C* — C", g(z) := Az.
Da A orthogonal ist, ist g unitir. Sei 0 # z € C" und A € C, so dafl Az = Az.

Es gibt z,y € R™ mit z = x +iy. Dann gilt Az +iAy = Az = Az = (a+if)(z+1iy) = (ax — By) +i(Bz + ay).
Wegen A reell folgt daraus Az = ax — By und Ay = Sz + ay. Wir haben also f4(Rz + Ry) C Rz + Ry.
Daraus folgt f(W) C W, wobei W := ®5(Ra + Ry). Da f injektiv ist, gilt sogar f(W)=W.

Satz 13.9.
Ist f ein orthogonaler Endomophismus eines euklidischen Vektorraums V/,

so gibt es eine ONB ¥ von V derart, dafl

+1
+1 0 wobei fur j =1,....k
-1
_ ) [ cos?; —sind,
M(f) = . - 1 : Aj = (Smﬁj by ) € SO(2)
Ay mit ¥; € ]0,7[ U |, 2.
Ay,

Beweis durch Induktion nach n = dim(V):

Nach Lemma 13.8 existiert ein Unterraum W C V mit 1 < dim(W) < 2 und f(W) = W. Nach 13.1c ist
auch f~! orthogonal. Also gilt fiir w € W und v € Wt: (f(v),w) = (f1(f(v)), f~H(w)) = (v, f~H(w)) = 0.
Es folgt f(W+) C W. Damit haben wir f zerlegt in zwei orthogonale Abbildungen g := f|W € End(W)
und h = f][W+ € End(W). Wegen dim(W=) < n kénnen wir auf h die .V. anwenden und erhalten eine
Basis 7’ von W+ der gewiinschten Art.

Ist dim(W) = 1, so gibt es einen Eigenvektor v € W mit ||v|| = 1 zu einem Eigenwert +1. Erginzt man v’

an passender Stelle durch v zu v, so hat diese Basis von V' die gewiinschten Eigenschaften.
Im Fall dim(W) = 2 gibt es eine ONB (v1,v2) von W, so M, UQ)(g) eine der folgenden Formen hat

10 1 0 -1 0 cos?? —sind .
(O 1) oder (O _1) oder(O —1>Oder(sin19 Cosﬁ>m1t19€]0,7r[u]7r,27r[.

Indem man v; und v, an passenden Stellen in ' einfiigt, erhélt man eine Basis U der gewiinschten Art.

Satz 13.10.
Sei V ein euklidischer Vektorraum und f: V — V eine (nicht notwendig lineare) Abbildung.
f heiBt Bewegung oder Isometrie, wenn Yv,w € V(| f(v) — f(w)| = |lv —w]|).

Es gilt: f ist orthogonaler Endomorphismus <= f ist Bewegung mit f(0) = 0.
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Beweis von “<=":

W) f @) = 1If () = FO) = [l = Ol = [Jv]].

2) {f(v), f(w)) = (v, w).

Beweis: [[v]|* + [lw]* = 2(v,w) = lv = w]* = [[f(v) = f)|* = [|F @) > + [ f (w)[|* = 2(f (v), f(w))
(v, w) = (f(v), f(w)).

B3) f(v+w) = f(v) + f(w).

Beweis: || f(v+w) — f(v) — f(w))|* =

1w+ w)lI> + [f )1 + [1f (@) ]? = 2(f (v + w), f(v)) = 2(f (v +w), f(w)) + 2(f (v), f(w)) =
lv+w|? + [[v]|* + [[w]||* — 2{(v + w,v) — 2(v + w,w) + 2(v,w) = (V+w—v —w,v+w—v—w) =0.

(4) f(2w) = Af(v). [Beweis wie fir (3)]

~
I
=

Definition.

Ein Endomorphismus f : V' — V heifit selbstadjungiert, wenn (f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V.

Lemma 13.11.

Sei U = (v1, ..., Up) eine ONB von V und f € End(V). Dann gilt:

(a) My(f) = ((F(3),0),

(b) f selbstadjungiert <= My(f) symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis :

(a) Nach der Entwicklungsformel gilt: f(v;) = >0, (f(v;), vi)v;

(b) M(f) hermitesch @ (f(vi),v;) = (f(v;),v) fiir alle i,5 < (f(vi),v5) = (g, f(v)) fiir alle i, <
< (f(v),w) = (v, f(w)) fir alle v,w € V.

Lemma 13.12.

Fiir jeden selbstadjungierten Endomorphismus f: V — V gilt:

(a) Alle Nullstellen von P; und damit alle Eigenwerte von f sind reell.

(b) MpeK&AN#Au&vekEig(f;\)&weEig(f;p) = vlw.

(c) veEig(f;\) = f{v}h) C{v}t (dh. {v}t ist f-invariant).

Beweis :

(a) Sei n:= dim(V'), © eine ONB von V und A := M_(f). Dann ist A hermitesch und Py = P4. Sei A € C
eine Nullstelle von Py. Dann ist A Eigenwert von f4 € End(C"), d.h. es gibt ein z € C" \ {0} mit Az = Az.
Dann gilt A(z,z) = (Az, 2) = (Az, z) A hermitesch (z,Az) = (z,)2) = Xz, 2), also A = \, d.h. A€R.

(b) O.E.d.A. v,w # 0. Nach (a) gilt dann A, p € R.

(M, w) = (f(v),w) = (v, f(w)) = (v, pw) = (A= p)(v,w) =0 = (v,w) = 0.

(©) we {v}t = 0= (w, )= (w, f(v)) = (f(w),v) = f(w)€ {v}.

Lemma 13.1(e)

Ist f orthogonal bzw. unitar und sind v, w Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A, u von f, so v Lw.

Beweis:

Annahme: (v,w) # 0. (v,w) = (f(v), f(w)) = v, pw) = Aa{v,w) = Ap=1 = A 13dd Nul? = Map = p.
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Satz 13.13 (Hauptachsentransformation).

Ist f € End(V) selbstadjungiert, so besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren von f.

Beweis durch Induktion nach n = dim(V):

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also n > 1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt Py eine
Nullstelle A € C. Nach 13.12a ist A reell und damit auf jeden Fall Eigenwert von f. Sei v; ein Eigenvektor
von f. O.E.d.A. |jvi|| = 1. Sei U := {v1}+. Nach 12.7 gilt V = span(v;) ® U und somit dim(U) =n — 1.
Nach 13.12¢ ist g := f|U € End(U). Mit f ist auch g selbstadjungiert. Also besitzt U nach L.V. eine ONB

(va, ..., vy,) aus Eigenvektoren von g. Dann ist (vy,...,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f.

Korollar.
Ist A € K™*™ symmetrisch bzw. hermitesch, so gibt es ein S € O(n) bzw. U(n), so dafl
tSAS = Diag(\1, ..., \n) € R™*™,

Beispiel.
10 5 10
A=4 |5 —-14 2
0 2 11

Wie man leicht nachrechnet ist A € SO(3) und Py = —t3 — > +t+ 1= —(t — 1)(t + 1)°.

5 -5 5 10 1 -1 -2 1 -1 -2
Eig(4;1)=R- [ 1 ], denn: 5 =29 2 -0 —-24 12 | —-10 2 -1
2 10 2 —26 0 12 -6 0 O 0
0 1 25 5 10 5 1 2
Eig(4;-1) =Eig(4; D)t =R | -2 | +R[ -1 |. [| 5 1 2| —=[0 0 0]]
1 —2 10 2 4 0 0 0
5 9 L
5 0 1 V30 V6 1 0 0
1 1 1 : _ | L =2 =1 _
(ﬁ 1 , ﬁ —2 5 76 —1 ) st ONB aus EV S = m \/g 6 y tSAS = 0 —1 0
2 1 —2 2 1 o 0 0 -1
V30 V5 V6
Beispiel

(%

B

Fiir z = <§1 ) gilt 'z Az = ax? + 2Bx122 + ax3.
2

Sei A = ( g) mit 3 # 0. Frage: Welche geometrische Gestalt hat die Menge Q = {z € R? : {z Az = 1}.

Bestimmung einer ONB aus Eigenvektoren:

Py =1t?—2at + (a? — 3?). Eigenwerte: \; = a+ 3, \a = a — 3.

-5 B 1 BB 1
A_)\lE:<ﬁ _IB>,’U1:\}§<1>. A_)\QE:(ﬁ ﬁ>,’02:\%(_1>.

— _a (L1 ot _ (M0
S.—(vlvz)—ﬁ<1 _1), D= SAS_<0 N )
Q={reR?:2A2 =1} ={Sy :y e RZ& (Sy)A(Sy) =1} ={Sy:y e R2 & 'yDy =1} =
2 2
= {y1v1 + yav2 : Myf + Aoyd =1} © {y1v1 + yavs : y% + 22 _ 1}.

a b2
(¥) Ist Ay > 0 und \g # 0, so setzen wir a := —~- und b := —2

Va1 Vx|

Im Fall 4 ist @ eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel, a und b sind jeweils die Hauptachsen.
2 2
Q = £s[Qo] mit Qo = {y € R : tyDy = 1} = {(52) : %i% =1}
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§14 Hauptachsentransformation fiir symmetrische Bilinearformen

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und ¢ eine symmetrische Bilinearform auf V.
V¢ :={w eV :o(v,w) =0 fur alle v € V} (Ausartungsraum von o)

ro (o) := max{ dim(W) : W Untervektorraum von V & Yo € W\ {0}(c(v,v) > 0)},
r_(o) := max{ dim(W) : W Untervektorraum von V & Vv € W\ {0}(o(v,v) < 0)}.

Satz 14.1 (Trigheitsgesetz von Sylvester).

Fiir jede Zerlegung V =V, @ V_ @ V¥ mit Yo € Vi \ {0}(o(v,v) > 0) & Yo € V_ \ {0}(co(v,v) < 0) gilt
ry(o) = dim(Vy) und r_(o) = dim(V_).

Beweis:

Hilfssatz: Fiir jede Unterraum W von V mit Yo € W\ {0}(c(v,v) > 0)} gilt W N (VF @& V_) = {0} und

folglich dim(Vy) + dim(V_) + dim(W) = dim(W + (Vy @ V_)) < n.
Beweis:

w=vg+v1 &vg € V§ &v1 € V_ = og(w,w) =0(vg,w) + o(v1,v0) + o(v1,v1) = 0(v1,v1) <0=w=0.
Aus Hilfssatz folgt 74 (0) < n — dim(Vy{) — dim(V_) = dim(Vy) < ri (o), also ry (o) = dim(V,).
Ebenso zeigt man r_ (o) = dim(V_).

Bemerkung. r(0) nennt man zuweilen den Index und ry (o) —r_(o) die Signatur von o.

Satz 14.2.
Sei T eine Basis von V und A := M_(c). Nach 12.10 ist A symmetrisch. Nach 13.13 existiert eine aus

Eigenvektoren von f4 bestehende ONB @' = (uf,...,u)) von R"™, so daf} fiir die zugehorigen Eigenwerte

= vy Uy

)\17 . An gllt )\17 ey A >0, )\k+1, 7)\m <0, )‘erl =..=)\,=0.
I
Sei W = (w1, ..., wy) Mit w; := Pg(u;), u; = qul, a; = [Ail 72 f?r L= Lo,m
1 fir i =m+1,...,n
Wy = span(ws, ..., wg), W_ := span(wiy1, ..., Wp,).
Dann gilt:

a) o(w,wj) =p;0;; mit pi=...=pu=18& pey1=...=pm=-1 & fimy1=...= pn =0.

b) V¢ =span(wms1,...,wy) und folglich V=W, e W_ & Vy.

)
c) Ywe Wy \{0}(o(v,v) >0) & Yo e W_\{0}(o(v,v) <0).
Q)

(

(

(

(d) re(o)=kund r_(o) =m — k.

(e) r+(o)+r_(0)+ dim(Vy) = dim(V).
Ery (o) 0

(f) Mg(o) = —Er_(0)

0 0

(g) o positiv definit < alle Eigenwerte von A sind positiv.

Beweis:

() .. .
(a) o(wi,wy) = "uiAuj = ooy - Tuf Auly = oo\ - g —1 firk<i=j<m.

+1 fir1<i=j5<k

;o

=
0 sonst

(%) o(Pg(2), Pr(y)) = o (32, wivis 325 yjv;) = Do ;w0 (vi,v;)y; = oAy (siehe Bemerkung vor L.12.11)
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b) “2": Vi e {m+1,...,n}Vv € V(o(w;,v) =0) = wpi1,...,w, € VY = span(wmti, ..., wn) C Vy.
0 0

T w =31 ww; &V e V(o(w,v) =0) = Vi € {1,....m}0 =o(w,wj) =D zi0(w;, w;) = +xj).

(c)v= Zf;l ziw; #0 = o(v,v) = Zle 22>0. v= Z?ikﬂ rw; 20 = o(v,v) = Zle —z7 < 0.

(d), (e), (f) folgen aus (a),(b),(c) und 14.4

(g) Fir v =", waw; ist o(v,v) = Y7 o(wi, wi)a? =xf + ... +a; —a7,q — ... — 25,

Daraus folgt: Yo € V' \ {0}(c(v,v) >0) & k=m =n.

Lemma 14.3.
Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist genau dann positiv definit,

wenn ihre Eigenwerte A1, ..., A, positiv sind.

Beweis:
Sei w = (wy, ..., wy) eine ONB mit Aw; = \w; fiir i = 1,...,n.

Fir v =", z;w; ist dann "vAv = )" | \;z?. Daraus folgt: Vo € R™ \ {0}(*vAv > 0) < A, ..., A\, > 0.

Lemma 14.4.
Sei A € R™™" symmetrisch und S € GL(n;R). Dann haben A und *SAS mit Vielfachheiten gezihlt die

gleichen Zahlen von positiven und negativen Eigenwerten.

Beweis:

Sei ¢ : R" x R" — R, o(z,y) = ‘zAy. Dann A = M._(0), wobei v die kanonische Basis des R™.
Seien w, ..., w, die Spalten von S. Dann ist W := (w1, ..., w,) Basis von R" und *SAS = M_(0), denn
te;("SAS)e; = tw; Aw; = o(w;, w;). Mit 14.2 folgt fiir C € {A, 'SAS}:

Zahl der positiven/negativen EW von €' =r,,_(0)

Satz 14.5 (Orthogonalisierungssatz).

Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, wobei char(K) # 2, und o eine symmetrische Bilinearform auf V,
so existiert eine Basis ¥ = (v1, ..., v,) von V mit o(v;,v;) = 0 fir ¢ # j.

Ist ¢: V — K, q(v) := o(v,v) die zugehérige quadratische Form, so gilt ¢(> ;| ziv;) = >iy q(vs)z?.
Beweis durch Induktion nach n:

Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial.

Ist g(v) = 0 fiir alle v € V, so o(v,w) = 1 (g(v + w) — q(v) — g(w)) = 0 fiir alle v,w € V.

Andernfalls gibt es ein v1 € V mit g(v1) #0. Sei W :={w € V : o(v1,w) = 0}.

Hilfssatz. V = Kv; @ W.

Beweis: 1. v€ Koy NW = v =X &0=0(v1,v) = Ao(v1,v1) = A=0 = v=0.

2.veV &y = o(v1,v)

=y = v=v+w—v)und o(v1,v—2") = o(v1,v) —o(v1,v") = 0, also v —v' € W.
o(v1,v1)

Nach I.V. existiert eine Basis (v, ..., v,) von W mit o(v;,v;) = 0 fir 4,5 € {2,...,n} mit ¢ # j.

Folglich ist T := (v1,va, ..., v,) von der gewiinschten Art.
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615 Dualrdume
Im folgenden seien V, W stets endlichdimensionale K -Vektorrdume.

Lemma 15.1. (Nachtrag zu §7)
(a) Ist v = (vy,...,v,) Basis von V und w = (wy, ...., w,,) Basis von W,

so ist die Abbildung MZ : Hom(V, W) — K™*" f i+ MZ(f) ein Isomorphismus.
(b) dimHom(V,W) = dim(V)- dim(W)

Definition.

Ist V ein K-Vektorraum, so heifit V* := Hom(V, K) der Dualraum von V.
Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

Beispiel.

Ist V der Vektorraum der auf [a,b] differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R, so sind

b
o: V=R, f— [f(z)de und, fir c € (a,b), 6.:V =R, f %(c) Linearformen auf V.
Definition.
Ist (v1,...,vy,) eine Basis von V, so sei vf € V* definiert durch v} (v;) := d;;.
Man nennt (v§, ...,v}) die zu (vy, ...,v,) duale Basis von V*.

Lemma 15.2.

(a) (v1,...,v,) Basisvon V. = (v7,...,v}) Basis von V* .

(b) 0 £v eV = es gibt p € V* mit p(v) # 0.

Beweis :

(a) 1. dim(V*) = dim(V) =n.

2. (v],...,v}) linear unabhéngig: > . \ivf =0 = 0= (D, \iv))(v;) = >, vy (v5) = Aj.

(b) Man ergénze v; := v zu einer Basis (v1,...,v,) von V und setze (z.B.) ¢(v;) := 1.

Definition.
Ist U ein Unterraum von V, so heiit U :={p € V* :Vu € U(p(u) = 0)}

der zu U orthogonale Raum (oder der Annulator von U). UY ist ein Unterraum von V*.

Satz 15.3.

Ist (v1,...,v,) eine Basis von V und U = span(vy,...,v;) mit k < n, so gilt:
(a) (Vf 41, -, v}) ist Basis von U°.

(b) dim(U°) = dim(V) — dim(U).

Beweis :

() 1. k<i<n = vi(v;)=0firj=1,...k = v} € U°

2. (Vi41,---,vy) linear unabhéngig: siehe 15.2a.

3.p=2" v eU% = Vie{l, .k H0=v,) =37 \vi(v) = )\j) = @ € span(vi ;..

(b) folgt aus (a).
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Definition.

Fir f € Hom(V,W) sei f*: W* = V* f*(¢):= o f (die zu f duale Abbildung)

Lemma 15.4.

(a) fe€Hom(V,W) = f* € Hom(W*,V*).

(b) Ist © Basis von V und @ Basis von W, so gilt MZ (f*) = t/\/l%(f) fir alle f € Hom(V, W).
(c) Die Abbildung Hom(V, W) — Hom(W*,V*), f — f* ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis:
(a) Fir alle ¢,¢" € W*, A € K und v € V gilt:

(1) W+ ) (f(v) = ¢(f(v)) + ' (f(v)) = (o f)(v) + (¥ o f)(v) = (Yof +¢'of)(v) und

(2) (M) (f(v)) = Me(f(v) = A (@) (v)) = (A" () (v).
Daraus folgt:

F@Aw) = @+ ) o f B apof +¢lof = f1() + () und £ () = ()of B Awor) = AF* ().

(b) Sei ME(f) = (ai;)iy € K™ und M (f*) = (bji)j.0 € K™

Dann f(v;) = >, aiyw; & f*(w;) = >, byyv) und folglich a;; = wj (f(v;)) = f*(w])(vs) = bjs-

(c) Nach (b) gilt f* = (M?*)*l(t/\/l%(f)) Nach Lemma 6.9a ist die Abbildung K™*™ — K"*™ A 'A

ein Isomorphismus. Zusammen mit Lemma 15.1a folgt daraus die Behauptung.

Satz 15.5.

f € Hom(V,W) = Ker(f*) = Im(f)° und Tm(f*) = Ker(f)".

Beweis:

L ¢ € Ker(f*) & f*(¥) = 0 Vo € V(f*(¥))(v) = 0) & Vv € V(¥(f(v)) = 0) & o € Im(f)°.
2.pelm(f*) = WeW(p=1vof) = YweV(f(v)=0= p)=0) = ¢ e Ker(f)°.

L 15.3b

dimIm(f*) = dim(W*) — dimKer(f*) = dim(W) — dim(Im(f)?) =" dimIm(f) =
).

= dim(V) — dimKer(f) 1980 dim(Ker(f)°
Korollar 1.

rang(f*) = rang(f) fir alle f € Hom(V, W).

Korollar 2.
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) fiir alle A € K™*™,

Beweis:

Sei A € K™*™ 7 die Standardbasis von K" und w die Standardbasis von K.

Dann ist A = MZ(fa) und somit (nach 15.4b) ‘A = MZ (f,) (+).

Zeilenrang(A) = dim ZR(A) = dim SR(*A) °2" rang(‘A) 2 () rang(f4,*) = rang(fa) = rang(A).
Definition.

V** = (V*)* (Bidualraum von V)
by -V = V* Ly (v)(e) = p(v) (kanonische Abbildung)

83



Satz 15.6.

(a) Die kanonische Abbildung ¢y : V' — V** ist ein Isomorphismus.

(b) Fiir jeden Unterraum U C V gilt: (U®)° = ¢y, (U).

(c) Fiir jedes f € Hom(V, W) gilt: f** o by =l o f.

Beweis :

(a) 1. £y linear: Ly (v1+v2)(p) = @(v1+v2) = @(v1)+p(v2) = by (v1)(p) +Lv (v2)(p) = (bv (v1) +Lv (v2)) ()
und £y (Av)(p) = p(Av) = Ap(v) = A - by (0)(p) = (Mv (0))(p)-

2. ly injektiv: fy(v) =0 = @(v) =0 fir alle p € V* )

(b) 1. 4y(U) C (U°)°, denn Vv € UVp € U°(ly (v)(¢) = p(v) = 0).

2. dim(U?%)° = dim(V*) — dim(U°) = dim(V) — (dim(V) — dim(U)) = dim(U) = dimly (V).

(e) [ (L) (@) = (£(v) o [*)(¥) = L) (f*(¥)) = L(v) (¥ o f) = ¥(f(v)) = £(f (v) ().

Definition. Fir W C V* sei WO :={v eV :Vp e W(p()=0)}.
Dann gilt: £y (W) = {fy(v):v eV & VYo e W(ly(v)(p) =0)} = WO.
Korollar. Fiir jeden Unterraum U C V gilt (U9)Y = U.

15.6a
=

Beweis: £y ((U°)%) = (U°)° 22" ¢y, (17) U =U.

Jedem a € K% ist eine lineare Abbildung f, : K" — K, f,(z) = a-x zugeordnet.
Die Zuordnung a — f, ist ein Isomorphismus von K™ auf (K™)*. (Vergl. Lemmata 5.1, 15.1a)

Man kann deshalb a € K'*" mit f, € (K™)* identifizieren.
Fir A € K™*" mit den Zeilen ay, ..., a,, gilt:

Los(A;0) = {x e K" :ae =0 fir i = 1,...,m} = {z € K" : Vy € ZR(A)(y-z = 0)} = ZR(A)"".

Sei U ein Teilraum von K. Gesucht: Matrix A mit U = Lés(4;0), d.h. U = ZR(A)"".

Dazu bestimmen wir A derart, dass ZR(A) = U°. Nach obigem Korollar ist dann ZR(A)? = U.

Sei U = span(by, ..., b;). Dann gilt U’ ={'z:2€ K" & 'B-x =0)} mit B:= (b ... b).

Beweis: U ={ye K" :Vx e U(yz =0)} ={y € K" :ybp; =0 firi=1,...,1} =

={ye K" :ply=0firi=1,.,1} ={'z:2e K" &'bx=0firi=1,..,01} = {'z: "Bz =0)}.

Beispiel. 0

1 i (1 1 01 10 1 1
=1 ) B‘(o 110)_’(011 0)'

-1 1 1 0
10 0 1)

U= span(bl,bg) mit b1 =

= O = =

U ={tz:2cLés(‘B;0)} =R-(=1 1 1 0)+R:(=1 0 0 1) = ZR(A) mitA<
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Fiir den Rest des Paragaphen seien V, W endlichdimensionale euklidische bzw. unitare Vektorraume.

Definition. Uy : V — V* Uy (v) := (-,v), d.h. T(v)(v') = (V/,v) fiir alle v,v’ € V.
Lemma 15.7.
(a) Ist ¥ = (v1,...,v,) eine ONB von V und 7" die zugehdrige duale Basis, so gilt Uy (v;) = v}.

(b) Uy ist semilinear und bijektiv.

(c) Uy (U*) = U° fiir jeden Unterraum U von V.

Beweis :

(a) v (vi)(v;) = (v, vi) = bi; = v} (v;)-

(b) 1. ¥ semilinear: ¥(vy 4+ va)(w) = (w,v1 + v2) = (w,v1) + (w,va) = ¥(v1)(w) + ¥(v2)(w) =

= (T(v1) + U(v2))(w). T(w)(w) = (w, Av) = Mw,v) = AT(v)(w) = (AT (v))(w).

2. W injektiv: (v) =¥ (V') = Yw € V({w,v) = (w,v")) = v="1".

3. U surjektiv: Sei (vy,...,v,) eine ONB von V. Fiir ¢ € V* setze v, := > 1, ¢(v;)v;. Dann gilt:

U (ve)(v5) = (v, 225 p(vi)vi) = 325 p(vi)(vg, vi) = p(v;). Also W(vg) = ¢

() ¥(v) e V(UL) & velUt & YuecU((u,v) =0) & YuecU¥(v)(u) =0) & ¥(v) €U

Da WV surjektiv ist, folgt hieraus die Behauptung.

Definition. Fiir f € Hom(V, W) sei f2d := \11‘71 of*oWy : W —V (die zu f adjungierte Abbildung)
Satz 15.8.

Fir f € Hom(V, W) gilt:

[ W — V ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit Vv € V,w € W ( (f(v),w) = (v, f*(w))).
Bemerkung. Es gilt auch Vv € V,w € W((w, f(v)) = (f24(w),v)), sowie (f24)2d = f.

Beweis :

Tyofd=froly = (,f%w)=Tyv(f*(w)=Tww)of = (v, f[*(w)) = Tw(w)(f(v) = (f(v),w).
Eindeutigkeit: Yv € VVw € W ({v, f*d(w)) = (v, f'(w))) = Yw € W(f*(w) = f'(w)) = f24=f".
Linearitat: f* linear und \I/‘_/l, Uy semilinear = \11;1 o f* o Uy linear.

Lemma 15.9.

Ist © eine ONB von V und w eine ONB von W, so gilt fiir jedes f € Hom(V, W): MZ(f2d) =t MZ(f).

w

Beweis :

ME(f) = (a;;) und ME(fad) = (b;;) = [f*(w;) = Y, byjv und f(v;) = S0, aw; =
= bij = (F*U(wy),vi) = (wj, f(vi)) = (f(vi), w)) = G-

Lemma 15.10.

Fiir f € Hom(V, W) gilt Im(f*!) = Ker(f)* und Ker(f2d) =Im(f)*.

Beweis :

Nach 15.5 ist Ker(f*) = Im(f)° und Im(f*) = Ker(f)°.

Nach 15.7c ist Uy (U+) = U fiir jeden Unterraum U C V.

Daraus folgt: Wy (Ker(f)1) = Ker(f)? = Im(f*) = f*(¥y (W)) und weiter

Ker(f)* = Uy (f*(Tw (W) = f*4(W) = Tm(f*4).
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Bemerkung. f € End(V) ist genau dann selbstadjungiert, wenn f24 = f.
Definition. f € End(V) heifit normal, wenn f o fad = fado f.

Bemerkung. (a) f unitdr = f normal. (b) f selbstadjungiert = f normal.

Beweis von (a): (f(v),w) = (f(v), f(f 7" (w))) = (v, fH(w)) = f~'=f*.

Lemma 15.11. f € End(V) normal = Ker(f*!) = Ker(f) und Im(f?) = Im(f).

Beweis :

L. Wegen (f(v), f(v)) = (v, f(f(v))) = (v, f(f*(v))) = (f*(v), f*)(v)) gilt Ker(f) = Ker(f?).

2. Im(f*) "2" Ker(f)" = Ker(f*4) = "=° Tm((f*4)*) = Im({).

Lemma 15.12. f € End(V) normal = Eig(f;\) = Eig(f24,\).

Beweis :

Sei g := f — Aidy.

(1) g = £ — Xidy. [Bew.: {g(v), w) = (F(0), w) — Mv,0) = (v, F44(w)) — (v, To) = (v, () — N
(2) g normal. [g*d0g = (f2d —Xid) o (f — Aid) = f2dof — Af2d — Xf + Mid = fof2d — A\fad — \f + Aid =
= (f = Aid) o (f*4 = Xid) = g 0 g*]

Eig(f; \) = Ker(g) = Ker(¢*!) ¥ Ker(f*¢ — Xidy) = Eig(f4, X).

Satz 15.13. Ist V unitér, so gilt fir alle f € End(V): f normal <= V besitzt ONB aus EV von f.

Beweis:

“<”: Sei (vy,...,v,) eine ONB und gelte f(v;) = A\;v;.

Dann f*(v;) = 30, (f*(v:), v5)v; = 32, (f(v3), v5)v; = Agv; und folglich (fof*9)(v;) = Aidiv; = (f*of)(vi).
“=”: Induktion nach n = dim(V). Fir n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also n > 1. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra besitzt das charakteristische Polynom P; eine Nullstelle A € C. Sei v; ein
Eigenvektor zu A mit |lv1|| = 1. Sei U := {v1}+. Nach 12.7 ist V = span(v;) @ U und somit dim(U) =n— 1.
Hilfssatz 1: f(U) C U und somit g := f|U € End(U).

Beweis: u € U = (f(u),v1) = (u, f24(v1)) 1od? {u, A1) = Mu,vy) = 0.

Hilfssatz 2: f24(U) CU. Beweis: u € U = (v1, f2(u)) = (f(v1),u) = vy, u) = 0.

Aus HS1 und HS2 folgt g2 = f24|U.

Vu,v € U({g(v), u) = (f(v),u) = (v, f*4(u)) & f*4(u) € U) = Yu € U(g* (u) = f*I(u))]

Da f normal ist, ist also auch g normal. Nach I.V. besitzt U somit eine ONB (vs, ..., v,,) aus Eigenvektoren

von g. Dann ist (vq, v, ...,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f.

Korollar. Fiir jede Matrix A € C™"*" gilt:
A TA=tA.- A & es existiert S € U(n), so daBB S~1AS eine Diagonalmatrix ist.
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616 Affine Unterraume

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Definition.
Ist p € V und U ein Untervektorraum von V,
so nennt man die Menge M :=p+ U einen affinen Unterraum von V.

Ist M ein affiner Unterraum, so nennt man AM := {z —y: =,y € M} den Differenzraum von M.

Lemma 16.1.

Sei M ein affiner Unterraum von V.

(a) Ist p € V und U Untervektorraum von V mit M =p+U,sop € M und U = AM.
(b) AM ist Untervektorraum, und fiir jedes p € M gilt M = p + AM.

Beweis :

(a) Esist p=p+0€p+U. Ausu € U folgt p+u € M und weiter (wegenp € M) u= (p+u) —p € AM.
Aus u € AM folgt w =2 —y mit x,y € M, also u = (p+u1) — (p + u2) = ug — ug mit uy,uz € U.

(b) Sei M =q¢+ U und p € M. Dann p = ¢ + ug mit ug € U, und es folgt
p+U={qg+u+u:ueU}=q+U=M. Nach (a) deshalb AM =U.

Bemerkung. Fiir A € R™*" und b € R™ mit Los(A;b) # 0 gilt:

Los(A;b) ist ein affiner Unterraum von R™, und Los(A4;0) ist der Differenzraum von Los(A4;d).
Definition.

Fiir jeden affinen Unterraum M sei dim(M) := dim(AM).

Einen affinen Unterraum der Dimension dimV — 1 nennt man eine Hyperebene.

Einen affinen Unterraum der Dimension 1 (bzw. 2) nennt man eine Gerade (bzw. Ebene).
Zwei affine Unterraume M und N von V heiflen parallel, wenn AM C AN oder AN C AM gilt.
Man beachte, daf die “Parallelitit” von affinen Unterrdumen keine Aquivalenzrelation ist!
Lemma 16.2.

Seien My = p1 + Uy und My = ps + Uy affine Unterrdume von V.

(a) MiNMy#0 < py—p €U +Us

(b) qgeMiNMy, = MiNMy=q+U NU;

(¢) Ist V =U; @ Us, so enthalt My N My genau einen Punkt q.
Diesen nennt man den Schnittpunkt von M7 und Ms.

(d) Ist M; eine Hyperebene und M; eine Gerade, die nicht parallel zu M ist, so gilt V = Uy & Us.
Beweis :

(a) Ist ¢ € My N Ma, so g = p1 +u1 = p2 + ug mit u; € U;, also pa —p1 = ug —ug € Uy + Us.

Ist umgekehrt po — p1 € Uy + Us, S0 pa — p1 = up — ue mit u; € Uy, also p; + uyp = po + us € My N Ms.

(b) Sei ¢ € My N Ms. Nach 16.1 gilt dann M; = ¢ + U; und folglich

reMiNMy, & x—qeUiANe—qelU; & x—qelUNU; & xeq+U;NUs.

()po—p1 €U +Us = MiNMy #0. Sei g € My N My. Dann My N My =q+ Uy NUs = ¢+ {0} = {q}.
(d) Ware Uy NUy # {0}, so ware (wegen dim(Us) = 1) Uy C Uy, also My, My parallel.

Folglich U; N Uz = {0} und somit (wegen dimU; + dimUs = dimV) V =U; @ Us.
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Lemma 16.3. Fiir U, H CV gilt:

(a) U ist UVR der Dimension dim(V) -1 <= 3Fp € V\{0}(U = Ker(y)).

(b) H ist Hyperebene < Jp € V*\{0}Ja € K(H = Jl(a)).

Beweis :

(a) “=": Wir wéhlen eine Basis (v1,...,v,) von V, so daB8 U = span(vy, ..., vp—1), und definieren ¢ € V*
durch p(v1) := ... ;== @(vp—1) := 0, ©(vy) := 1. Dann gilt Ker(¢) =U. “<”: Dimensionsformel.

(b) “=": Sei H = p+ U. Nach (a) existiert ein ¢ € V* mit U = Ker(yp), also
H={p+u:p)=0}={v:p(v—p) =0} = {v: 0(v) = p(p)} = & ((0)).

“<”: Wegen ¢ # 0 existiert p € V mit ¢(v) = o. Dann H = (,o_l(a) ={v:p)=pp)}=
={v:v—peKer(p)} =p+ Ker(p) und dimKer(y) = dim(V) — 1.

Lemma 16.4.

Seien vg, v1,...,v, € V. Dann ist

k k
Aff(vg, ..., vg) := vg + span(vy — vy, ...,V — Vo) = { S v, s ar €K& Y oy = 1}

i=0 =0

der kleinste affine Unterraum von V', der vy, ..., vj enthalt.

Man nennt ihn den von vg, v1, ..., vg aufgespannten affinen Unterraum oder die affine Hiille von vg, v1, ..., Uk.

Beweis: i
vo + span(vy — v, ...,V — Vo) = {vo + Y, ai(v; —vg) 1, ..., 0 € K}
k k
={(1->,_j)vo+>,_a;:al,..,ap € K}

k
= {CV(]UO + Zle Qi : Qg, ..., € K &ay=1- Z Oéi}

i=1
= {Zfzo Qv; g, ..o € K& Zf:o a; =1}

Ist M ein affiner Unterraum mit vy, ..., vx € M, so gilt vy + span(vy —vg, ..., vx—vg) C v9 + AM = M.

Beispiel.
Fiir vg # v1 € V gilt: Aff(vg,v1) = vg +R(v1—v9) = {vo + a(vi—vp) : @ € K} = {Avg+ (1-A)vy : A € K} ist
die Gerade durch vy und v;. Im Fall K = R ist {\vg + (1—N)wvy : 0 < A < 1} die Strecke zwischen vy und vy.

Im folgenden sei (V, (-,-)) ein endlichdim. eukl. Vektorraum und U, W seien Untervektorrdume von V.
Bemerkung. Nach Korollar 12.9b und Lemma 12.6b gilt: V =U @ U+ und (U+)* =U.
Definition.

Fir M, M’ CV definiert man den Abstand von M und M’ durch

d(M,M'") :=inf{||lz —y|| :x € M &y e M'}.

Fiir g € V sei d(q, M) := d(M, q) := d(M,{q}) = inf{[|z — q|| : = € M}.

Lemma 16.5.

Sei M =p+ U und sei g € V.

Der Punkt £ := p + pry; (¢ — p) heifit dann der FuBpunkt des Lotes von ¢ auf M. — Es gilt:
(a) £€Mund q—£=pry.(qg—p)

(b) Yo e M\{{}g—a ¢ U" & |lg—1|| < |lg — =)

() d(g, M) = llg— ¢ = (g —pl* = [pry(a —p)|*)?
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Beweis :

(a) Nach Definition von pry; gilt pryy (¢ —p) € U und ¢ — € = (¢ — p) — priy(¢ — p) = pryL(q — p).

(b) 1. Sei x € M mit g— 2 € U+. Dann gilt g —p = (¢g—2)+ (x —p) und ¢ —p = (¢ — ¢) + (£ — p) mit
q—x,q—¢cUtund 2 — p,f — p € U, woraus ¢ — = = q — £ und weiter = = ¢ folgt.

2. Seil#x € M. Dann 0 < |[{—x|| und {—x € U, g—¢ € U*. Esfolgt ||g—£||> < ||g—£|*+||f—=|? = |[g—=|>
(c) d(q, M) = ||g — ¢|| folgt aus £ € M und (b). Die zweite Gleichung folgt aus (a) und 12.3a.

Lemma 16.6 (Abstand zweier affiner Unterrdume)
(@) dp+Uq+W)=dp—qU+W)=pruiw)(p—al-
(b) Firae€p+ U und b€ g+ W sind dquivalent:
() dp+U,qg+W)=|a-0b||, @Gi)a—-beU+W)t, (ii)a—-0b= Pr+wys (P — q)-
() a,d ep+U&bb eq+W&a—bad-bVeU+W)L&UNW={0} = a=d &b=V.
Beweis :
@) {r—y:zep+U&ycqg+W={(p—u)—(g+w):uecU&kweW}={p-—q —v:veU+W}
Folglich d(p + U,q + W) = d(p — q,U + W) "&” |pr w2 (0 — q)l-
(b) Es gilt [praw: @ — Ol 2 dp+ Usg+ W) = da+U.b+ W) 2 [lpry iy (a = b))l
Folglich d(p — ¢, U + W) = [la = b|| & [[prpywy (@ =) =[la = b|| & a—-be (U + W)+
Ferner gilt (a —b) — (p—¢) € U+ W und deshalb (a—b=pryw)y(p—q) & a—be (U+W)*H).
() 166b= a—b=d -V = a—d =b-becUNW
Lemma 16.7.
Fiir U, H C V gilt:
(a) U ist UVR der Dimension dim(V) —1 <= 3Jc€ V\{0O}(U = {c}*).
(b) H ist Hyperebene <= Jc e V\{0},a e R(IH={z €V : (z,¢) —a=0}).

Beweis:

(a) dim(U) = dim(V) — 1 "E* 3o e VA{0W(U = Ker(p)) "E 3c e V\{OHU = {v: (v,¢) = 0})

6.3b,15.7b
<—

(b) H Hyperebene ! Jee V\{0},a e R(H ={z: (z,¢) = a}).

Definition (Hessesche Normalform).

Ist H={x €V :{(x,c) —a =0} mit ||c]| =1,

so nennt man (x,c) —a =0 die Hessesche Normalform von H.
Bemerkung.

Fiir p,c € V mit ||c¢|| =1 ist (z,¢) — (p,c) =0 die Hessesche Normalform der durch den Punkt p gehenden
und zu ¢ senkrechten Hyperebene H = p + {c}=.

Lemma 16.8 (Abstand eines Punktes zu einer Hyperebene)

Ist H={x €V :{(x,c) —a =0} mit |lc|| = 1, so gilt fiir jedes ¢ € V: d(q, H) = |{(q,¢c) — a.

Beweis:
Esist H=p+U mit p=acund U = {c}*, U+ =Re.
Nach 16.5 gilt nun d(g, H) = [lg — £|| = [[pry+ (¢ = p)I| = [{g = p, )| = [{¢, ) — al.
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Bemerkung. (Schnittpunkt von Gerade und Hyperebene)

Ist die Gerade G = p + Ru nicht parallel zur Hyperebene H = {x : (z,¢) — a = 0},

soist s:=p— <p,<16}>70—>a.v der Schnittpunkt von G und H.

Beweis: (s,¢) —a = (p,c) — <p<’§>c_>a (e,v) —a=0

Das Vektorprodukt im R?

Schreibweise: |A| := det(A).

Definition.
T ) n L2Y3 — T3Y2

Firz= |2y | R undy= | 32 | €R3seiz xy:= | 23y1 — z1y3 (Vektorprodukt)
T3 Ys T1Y2 — T2Y1

‘ez e Ty T T T T T
Merkregel: xXxy= |z x2 x3|= 2 "3 113 S|P T2
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

ioy2 Y3

Rechenregeln. Fiir z,2/,y,y, 2z € R3 gilt:
x1) (z+2)xy=zxy+a Xy,
ex(y+y)=wxyt+exy,

)
x3) Axxy=Azxy)=zx Ay,
x4) yxx=—xxy,alsoxxz=0,
x5) Xy =0 & z,y linear abhingig,

Ty T2 T3

(x6) (rxy,z)=|y1 Y2 Y3,
Z1 z9 z3

7) (xxy,x)=(xxyy) =0,
8) llz xyll*> = lzI*lyl* — (z,v)?
9) [z xyll = 2] - lyll - sin I (z,y).

Beweise:

(xb) “<”: zx Az = Az x x) = 0. “=": z,y linear unabhéngig = rang (ml 2 x;;) =2 =

Yy Y2 Y3
dimspan((gﬁ) ) <x2> ) (mg)) =2 = o.E.d.A. dimspan((xl) , (:62)) =92 =
Y1 Y2 Ys Y1 Y2

Ty T2
r1 T2 X3

Yy Y2
=¥ Y2 Y3
21 R2 23

T2 I3
Y2 Y3

Ty T2
Yy Y2

Ty I3
Yy Y3

(x6) (w x y,2) = 2 -

(x7) folgt aus (x6)

(x8) |l x y||* = 2393 + 233 + 23yF + 2Ty3 + 27Y3 + 2397 — 20aysways — 2w3y1T1Ys — 201Y2ToY) =

= (zf+ad+a3)- (yi +y3+y3) — iyt —23y3 — 233 — 20191222 — 201 Y1 73Y3 — 202y2w3ys = [l ly[* — (2, 9)*.
(x9) Sei ¥ :=< (z,y). Nach Definition ist ¢ € [0, 7] und somit sin > 0.

> yll> = NzlPlly > = (@, 9)2 = 2P lyl1* — =l [y]* cos® ¥ = [|2[]*[[yl]*(1 — cos* V) = [lz|*[|y]* - sin® V.
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Lemma 16.9.

(¢ X w,v)

vweR&v=uxw#0&c= I+ puw = )\zwunduzwxc’v>

S

Beweis:

exw=ANuxw)&uxc=pluxw) = (cxwv)=Av|?& uxcv)=ulv|>

Lemma 16.10.

Seien M = p + Ru, M’ = ¢ + Rw Geraden im R3. M, M’ seien nicht parallel, d.h. v :=u x w # 0.
(a) d(M, M) = ||prg, (p — g)l| = LE— 490,

v]
(b) pre,(p — q) = (p+ Au) — (¢ + pw) mit X = % und p = %-
Beweis:
(a) folgt wegen Rv = (Ru + Rw)* aus Lemma 16.6a.
(b) Sei ¢ := prry e (P — ¢). Nach 16.9 ist dann ¢ = (=X )u + p'w mit X' = % und p' = %

Andererseits ¢ = p — ¢ + aw fiir ein a € R, und folglich

(wx ¢,v) = (w x (p—q),v) + (w X (aw),v) = (w x (p—q),v) sowie (u X ¢,v) = (u X (p—q),v).
Somit prg,(p—¢)=p—qg—c=p—q+Nu—p'w=(p+Iu) — (¢ + pw).

Definition (Spiegelung an einer Hyperebene).

Fiir a € V mit |ja]| =1seis, : V =V, s.(z) := = — 2(x,a)a.

Offenbar ist s, die Spiegelung an der zu a senkrechten Hyperebene {a}=.

Lemma 16.11.
Fiir a € V mit ||a| =1 gilt:

a) s, ist lineare Abbildung mit s,(a) = —a und s,(x) = z fiir alle z € {a}*.
b) Ist 7= (v1,...,vn—1,a) eine ONB von V, so gilt M_(s,) = (gj _01>

d) s, 08, =id.

(
(
(c) s, selbstadjungiert und orthogonal.
(
(e) det(s,) = —1.

Beweis: (a), (b) klar. (c),(d),(e) folgen aus (b).

91



817 Quotientenvektorrdume

Sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.

Definitionen.

Fir X,3YCVundAeKsei X+Y ={z+y:z€X&yecY} und \X =XxX:={\:z€ X}
Fiir v,v’ € V definieren wir: v~y v’ :& v —v e U. Fernersei V/U:={v+U:veV}.

Lemma 17.1

(a) Firv,weVund Ae K gilt (w+U)+ (w+U):=@w+w)+Uund A(v+U) = v+U.
(b) ~y ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(c) Die Aquivalenzklasse {tv/ € V : v/ ~yy v} von v € V ist gleich dem affinen Unterraum v + U.
Beweis :

@) (v+U)+ (w+U)={v+u+wtus:uj,us €U} ={(v+w)+u:ueclU}=@v+w)+U.
(b) Reflexivitét: v —v =0 € U. Symmetrie: v/ —v e U & v—v' € U.

Transitivitit: v/ —v e U & v —v' €U = v —v=(0" -V )+ (v —v) eU.

(v ~prveov —velUsv ev+U.

Satz 17.2

(a) V/U mit der oben definierten Addition und skalaren Multiplikation ist ein K-Vektorraum.

Das Nullelement dieses Vektorraums ist U.
b) Die kanonische Abbildung py : V — V/U, v+ v + U ist ein surjektiver Homomorphismus.
c) Ker(py) ="U.
d) dim(V/U) = dim(V) — dim(U), falls dim(V) < cc.
e) V/U hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem K-Vektorraum W und jedem

Homomorphismus f : V — W mit U C Ker(f) gibt es genau ein f € Hom(V/U, W) mit f = f o py.

Weiter ist Ker(f) = Ker(f)/U
Man nennt V/U den Quotientenvektorraum von V nach U.

Beweis :

(a), (b) folgen sofort aus 17.1.

(c) v € Ker(p) & p(v) =0yy v+ U=U<vel.

(d) dim(V) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(U) + dim(V/0).

(e) Seien f € Hom(V, W) mit U C Ker(f). Dann gilt offenbar:

Mo, eV&ov+U=04+U = f(v)=f{). [v—v €U CKer(f)= f(v)— f(v')=flv=0")=
Wir kénnen deshalb definieren: f: V/U — W, f(v+U) := f(v).

Aus der Definition folgt sofort f = f o py; und wie man leicht nachrechnet, ist f auch linear.
[ F(p(v) +p(v")) = fp(v+v)) = fv+2') = f(v) + F(') = fp(v)) + F(p(v)) ]

Ferner gilt: v+ U € Ker(f) & f(v+U) =0« f(v) =0 < v € Ker(f).

Eindeutigkeit: Sind f1, fo € Hom(V/U, W) mit f = f1 0 py (i =1,2), so gilt fir alle v € V:
filo+U) = fi(p(v)) = f(v) = falp(v)) = f2(v + U).
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Korollar (Homomorphiesatz).
Ist f € Hom(V, W), so wird durch f(v+Ker(f)) := f(v) ein Isomorphismus f : V/Ker(f) — Im(f) definiert.

Beweis:

Nach 17.2 ist f € Hom(V/Ker(f), W). Offenbar Im(f) = Im(f).

f injektiv: f(v+Ker(f)) =0 = f(v) =0 = veKer(f) = v+ Ker(f) = Ker(f) = Ov/ker(f)-
Lemma 17.3.

Sei V=U®W und p:V — V/U die kanonische Abbildung.

Dann ist p' := p|W : W — V/U ein Isomorphismus.

Beweis:

1. p’ surjektiv: Sei v € V. Dann existieren u € U und w € W mit v = u + w, also p'(w) =w+U =v+ U.
2. p/ injektivi we W & p'(w) =U = w+U=U = weUNW = {0}.

§18 Der Satz von Cayley-Hamilton.

Schreibweise: Fiir A = (a;;), . € K™*™ sei A-th := (a;;t")

e K[
]

0.
Satz (Cayley-Hamilton).

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V) und Py € K[t] das charakteristische Polynom von f.
Dann gilt P¢(f) =0 € End(V).

(Zur Definition des Einsetzungshomomorphismus K[t] — End(V'), p — p(f) siehe S.62.)

Beweis:

Sei A eine darstellende Matrix von f. Wir zeigen P4(A) = 0.

Sei B:= A—t-E € K[t]™ ", sowie B € K[t]™ " die in §8 definierte komplementire Matrix zu B.
Nach Lemma 8.13c gilt dann B - B = det(B) - E.

Ferner ist P4 = det(B) =Y j_,axt” (fiir passende ay, ..., a, € K).

Nach Definition von B (siehe §8) haben alle Komponenten von B einen Grad < n.

Folglich B= Cr1t" 1+ ... 4+ C1t+ Cy mit C; € K™, und somit

BB = (Cp_1t" ' 4 ...+ C1-t + Co)(A - tE) =

(=Chr1)t" + (Cpm1 A = Cpg)t" 1+ ...+ (C1A — Cp)t + CoA.

Andererseits BB = det(B)-E = Sy arth = (an-E)t" + (an—1-E)t" 1+ ...+ (a1-E)t + ag-E.
Komponentenweiser Koeflizientenvergleich (siehe Lemma 9.5b) ergibt:

anll = —-C,_1

an-1E=Ch_1A—Cph_s

a-E=C1A—-Cy

ap-E = ChA

Durch Multiplikation mit A™ bzw. A”~! bzw.... und anschlieBender Addition erhalten wir

an A" +ap 1A 4 agE = —Cp 1 A" + (Cp_ 1A — Cp_2) A" ..+ (CLA — Cy)A + CoA = 0.
Py(4)
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