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10 Ordinalzahlarithmetik

Vereinbarung: A bezeichne im folgenden stets eine Limeszahl.

Definition

1. Eine Klasse A C On heifit abgeschlossen, falls gilt Vu(® # u C A = sup(u) € A).

2. Eine Funktion F : On — On heif}t stetig, falls gilt Yu(d # v C On = F(sup(u)) = sup(F[u])).
3. F': On — On heifit Normalfunktion, falls F' ordnungstreu und stetig ist.

Lemma 10.1

a) ) #u C OnAsup(u) € u = sup(u) € Lim.

b) a € Lim < «a# 0Asup(a) = a.

c¢) a Nachfolgerzahl = « = sup(a) + 1 A sup(a) = max(a).

d) F : On — On ordnungstreu = Va(a < F(a)).

Beweis :

a) Sei § # u C On und « := sup(u) & u. Offenbar ist dann a # 0. Bleibt zu zeigen V8 < a(8 + 1 < a). Sei
also f < a. Dann ist § keine obere Schranke von u, d.h. es existiert ein £ € u mit § < £. Wegen a ¢ u gilt
dann 8+ 1< €< a.

b) “=” sup(a) < « ist trivial. Aus sup(a) < a wiirde sup(a) + 1 € o und damit sup(a) + 1 < sup(a)
folgen. Widerspruch. “<” Aus sup(a) = a # 0 folgt sup(a) € a # () und daraus mit a) sup(a) € Lim.
c)a=f+1 = f=max(a) = S =sup(a).

d) Induktion nach a: V¢ < a(§ < F(§)) = Y¢ < a(f < F(a)) = a < F(a). A

Lemma 10.2. Fiir jede Funktion F : On — On gilt:

F Normalfunktion < Va(F(a) < F(a+ 1)) AYAE Lim(F(\) = sup(F[A]) ).

Beweis :

‘27 F()) = F(sup(\)) = sup(F[\).

“<” 1. Durch Induktion nach « erhalten wir V3 < a(F(8) < F(a)).

2. Sei ) # 4 C On und « := sup(u). Ist a € u, so F(a) = sup(F[u]), da F ordnungstreu. Ist o & u, 80

a € Lim und deshalb F(a) = sup(F[a]). Ferner gilt u C a A V¢ < adn€eu(é < n), woraus

sup(F[a]) = sup(F[u]) folgt. A

Lemma 10.3. Fiir jede Normalfunktion F': On — On gilt:

a) F(a) =sup{F(£+1) : & € a}, fiir alle a > 0.

b) A € Lim = F()\) € Lim.

c) Vy > F(0)Ala( F(a) < v < F(a+1)).

d) G Normalfunktion = F o G Normalfunktion.

Beweis :

a) Wegen V€ < a(+1 < a) gilt y:=sup{F({ + 1) : £ < a} < F(a).

Ista=8+1,s0 F(a) € {F(§+1): ¢ < a} und deshalb F(a) < 4.

Ist @ € Lim, so F(a) =sup Fla] <sup{F({+1):{ < a}=1.

b) Esist 0 < F(0) < F'(A). Aus v < F(A) folgt (wegen F'(X) =sup F[\]) 3¢ < A(y < F(§)) und weiter
(v +1< F(E) < F).

c) Sei v > F(0). Wegen v < F(v) < F(y+ 1) existiert @ :=min{¢: vy < F({+1)}. Dann v < F(a+1). Ist
a=0,s0 F(a) = F(0) <v. Ist a>0,s0 F(a) =sup{F(£+1): { <a} und V€ < a(F (£ +1) <), also
Fla) <~.

d) (F o G)(sup(w) = F(sup(Glu])) = sup(FIG[ul)) = sup((F o G)[u]). A



Lemma 10.4

Ist F' die Ordnungsfunktion von A C On, so gilt:

F Normalfunktion < A abgeschlossen und unbeschréinkt.

Beweis :

1. dom(F)=0n & A¢V & A unbeschrinkt.

2. Sei jetzt dom(F) = On.

“=” Sei ) #u C A und v := F~![u]. Dann sup(u) = sup(F[v]) = F(sup(v)) € A.

“=” NeLim = F]\]CA = y:=sup(F[\])) €A = y=min{z € A: VE < AF(§) <)} Yy=FO).A

Bemerkung:
Die Funktion « +— 8, ist eine Normalfunktion. (Siehe 9.10)

Lemma 10.5

Ist F': On — On eine Normalfunktion, so ist die Klasse {§ : F(8) = §} aller Fixpunkte von F
abgeschlossen und unbeschrénkt. Die Ordnungsfunktion dieser Klasse wird mit F’ bezeichnet, und heif}t
Ableitung von F. Es gilt: F'(0) = sup,,c,, F(™(0), F'(8+1) = sup,,c, F™(F'(B) +1).

Beweis :

1. abgeschlossen: Sei ) # u C On mit Vneu(F(n) = n), und sei 8 := sup(u).

Dann F(8) =sup{F(n):n € u} =sup{n:n € u} =p4.

2. unbeschrénkt: Fiir v € On sei v* := sup, ¢, F™ (7). Wir zeigen v* = min{3 : v < 8 = F(3)}. Daraus
folgen dann auch die beiden restlichen Behauptungen. — Wegen VE(€ < F(£)) gilt v < v*. Fiir 8 € On mit
v < B = F(B) folgt durch vollstindige Induktion Yn(F™ (y) < f), also v* < £.

SchlieBlich gilt F(y*) = sup,,c,, F"+D (y) = y*. A
Lemma

Sind A, B C On abgeschlossen und unbeschrinkt, so auch A N B.

Beweis :

1. AN B abgeschlossen: klar.

2. Sei v € On.

Definition: ag := fy 1=, apt1 :=min{a € A: ap, B, < a}, Bpt1 :=min{B € B : ayp, Bn < S}
Dann o :=sup{a, : 0 <n ew} € A, p*:=sup{f,:0<n€w} e B und v < a*.
Ferner gilt a* < sup{f,+1:0 <n € w} = * und ebenso f* < a*, also a* = * € ANB. A

Definition von a + 8 durch transfinite Rekursion nach

a+0:=a, a+@B+1)=(@+8)+1, a+A:=sup{a+n:n<A}

Genaue Ausflihrung der transfiniten Rekursion: Sei R := {((z,v), (®,2)) : z,y,2 € On & y < z} und
G:(OnxO0n)xV =V, G(a,0),f) =a, Gla,B+1),f):=fla,B)+1, Gla,N),f):=sup(ran(f)).
Dann a+ 8 = F((a, ) mit F(x) := G(z, Flxg). [Im zweiten Fall der Definition von G haben hier
Gebrauch von folgender Konvention gemacht: Ist f keine Funktion oder x ¢ dom(f), so sei f(z) :=0. ]
Abkiirzung: 1:=0".

Diese Abkiirzung ist vertréglich mit dem bisherigen Gebrauch der Zeichenreihe “41” als Synomym fiir

wr»

denn es gilt o' = a +0'.



Lemma 10.6

a) Fir jedes a ist 8 +— a + 8 die Ordnungsfunktion von {7 : v > a} und folglich eine Normalfunktion.
b) Bo < B = a+Po<a+f

c)B<a+p

d) Vy > adlB(a+ B =17)

e)apg<a; = a+p<a+0

f)la+B)+y=a+(B+7)

gla,f<w = a+f=F+a<w

ho<k<w = ktw=w<w+k

Beweis :

a)—d) Sei +4(f) := a+ . Nach 10.2 ist +, Normalfunktion. Daraus folgt b) und c). Ferner ist +, die
Ordnungsfunktion von ran(+,), und ran(+4) C {y: v > a}. Mit 10.3c folgt umgekehrt
Vy>adla+B<y<a+(B+1)=(a+B)+1),dh Vy>adb(a+3=1).

e) Induktion nach 8. f) Induktion nach 7.

g) Mit 9.13b,c folgt durch Induktion nach 3: o, <w = a+ 3 =a+j € w.
hw<k+w=sup{k+n: n<w}<w<w+k. A

Definition von « - durch transfinite Rekursion nach 3
a-0:=0,a-(B+1):=(a-B)+a, a-X:=sup{a-n:n <A}
Lemma 10.7

a) Fur jedes a > 1 ist § — « - eine Normalfunktion.
b)a0<a1 = ay-B<a-fB

) (a-B)-y=a-(8-7)

d) o (B+7)—a B+a-y

e)0-a=a-0=0& l-a=a-1=a

Hla,f<w => a-f=F-a<w

o

Definition von o” durch transfinite Rekursion nach 3
a®:=1, ot :=af . a, o} :=sup{a”: n < AL

Lemma 10.8

Fiir a > 2 gilt:

a) B — o ist Normalfunktion.

b) a<y = af <AF

c) aB Y = abt

d) (aﬁ)’v =abB

e) B> B> ...>PBn & Jo,.sbn <a = o’ >aP 5o+ ...+ a6,
Beweis :

e) Ind. nach n: LV. = a% > a1 .6, +...4a% -5, = a® >aP -a>a% §+a >aP . 55+...+a-6,.
YA\

Satz 10.9
a) Zu a > 2 und v > 1 existieren eindeutig 3,6,7o mit 0 <d <a & v <a® & y=a% -5+ 7.
b) Zu a > 2 und v > 1 existieren eindeutig By > ... > 3, und 0 < dp, ..., &, < @ mit

y=aP -6+ ...+ a6,

Die Darstellung in b) nennt man die Cantorsche Normalform von ~ zur Basis «.



Beweis :

a) Eindeutigkeit: Sei vy =a” -+ =" -6+ mit 0< 6,6, <a & v <o’ & y <a”'. Dann

a® <y <alt! & ofr <y <Pt also B = 3. Weiter folgt nun o - 6§ <y < af - (§+ 1) und

a® -6 <vy<af (8 +1),also auch § = ;. Aus o - 6§ + 9 = a® - § + 71 folgt schlieBlich 5 = 7.
Existenz: Nach 10.3c existiert ein 8 mit o® < v < a1, d.h. o? -1 <y < o - . Wiederum mit 10.3 (im
wesentlichen) folgt daraus a” -6 <y < af-(6+1) = a” -5+ a” mit 0 < § < a. Nach 10.6 existiert deshalb
ein v < & mit v =a? -5 + .

b) folgt aus a) und 10.8e mittels Induktion nach ~. A

Definition (Additive Hauptzahlen)
v € On heifit additive Hauptzahl, falls v > 0 AVE,np < y(E+n < 7).

H := Klasse aller additiven Hauptzahlen.

Lemma 10.10

a) a — w?® ist die Ordnungsfunktion der Klasse H aller additiven Hauptzahlen.

byyeH & v>0AVE<y(E+v=7).

Beweis :

a) “=": Wir zeigen w® € H:

1. w° € H ist trivial.

2. 0<En<w® = En<wftifirein f<a = Enp<w? -nfiireinn<w =

E+n<w? - n+wf -n=uwl (n+n) <wf <wo.

“<”: Wir zeigen: y ¢ {w®: a €On} = v ¢ H.

Seil<y¢g{w*: a€On}. Danny=w’ n+ypmit 0<n<w & v <w’und 1 <n V0 <~y Fir
ni=w? n—1)+rgltnno<n<w’ n<yund w’ <w’+n=+,dh v¢H.

b) “=7: Seiy € Hund £ <v. Dann {+y=sup{é+n+1:n<~v} <H.

“e”: Geltey >0 & VE<y(E+y=7),und sei {,n <. Dann £+ <&+ =1. A

Definition

a=npoyg+..+ta, & a=ay+..+a, & ag>..>a, & ag,...,a, € H.

Lemma 10.11

a) Zu jedem « > 0 existiert genau ein Tupel «g, ..., @, mit @ =nF ag + ... + @y

b)a=nrag+..+a, & k<n = ag+..+tar<a & g1+ ... +a, < a.

Beweis :

a) folgt aus dem Satz iiber die Cantorsche-Normalform (zur Basis w) unter Beriicksichtigung der Gleichung
Wwlon=wl 4+ ..+ WP,

b)1.ag+...+ar <ag+...+ap1 <a.

2. app1 + e Fap <ag+ .. ta,g<apt.o.ta, <a A

Definition (Natiirliche Summe oder Hessenberg-Summe)

a#0 := 0#a := a.

Fiir a =np ap + ... + ap und 8 =NF ang1 + oo + Qugpm Sl aF#EB 1= ay) + oo + Qp(man),
wobei p eine Permutation von m +n + 1 mit a,) > ... > Qp(mn)-



Lemma 10.12

a) aftf = Bta,

b) (a#B)#y = adt(B#7),

c) ap > ... > a, additive Hauptzahlen = g + ... + an = ap#t...#an,
d) B<y = a#f <oy,

a,f <w = a#f <w?,

a),b),c),e) klar.

d) Wegen b), c) reicht es, die Behauptung fiir « € H zu beweisen. Dies geschieht durch Induktion nach ~.
Sei B8 =nr Bo+ ... + B und ¥ =nF Yo + oo + Y. Wegen 8 < 7y ist dann By < 7.

Fall 1: a > v9. Dann a#8 =a+ 8 < a+ v = af#ty.

Fall 2: £y, a < 79 Dann a#8 < vo < afty.

Fall 3: a < By = . Dann a#8 = o + (a#B) & a#ty = Bo + (a#9) wobei

Bi+ ...+ Bn = B <A =+ .. +Ym Mit LV. folgt daraus a#8 < afty.

f)1.Ista € H,soa+ =0 < a#B oder a+ 8 = aftf.

2. Fir beliebiges a folgt die Behauptung aus 1. und b),c), sowie 10.6 . A

Multimengen

Definition

Eine Multimenge ist eine Funktion M mit ran(M) C w \ {0}. z heiit Element der Multimenge M
(geschrieben = €' M), falls # € dom(M). Ist M Multimenge und = ¢ dom (M), so sei M (z) := 0.
Vereinigung U, Durchschnitt M und Differenz — von Multimengen seien wie folgt definiert;:

dom(M U N) := dom(M) U dom(N) und (M U N)(z) := M(z) + N(z),

dom(M M N) := dom(M)Ndom(N) und (M N N)(z) := min{M (x), N(x)},

dom(M—N) :={z € dom(M) : N(z) < M(z)} und (M—N)(z) := M(z)=N(z).

Eine Multimenge M heifit endlich, falls dom(M) endlich ist.

Jede endliche Multimenge ist also von der Form {(zo, ko), ..., (@n—1, kn—1)} mit card{zg,...,xpn_1} =n € w
und kg, ..., kn_1 € w.

Bemerkung: Fiir Multimengen M, N gilt M = (M N N)U(M—N).

Sei nun < eine Relation. Die durch < induzierte Multimengenordnung <. ist folgendermaflen definiert:
N <puM & N#£#M & Ve €' N—-M3y € M—N(z <y).

Lemma 10.13

Sei < eine Relation, und sei 0 : V' — On mit Vz,y(z < y = o(z) < o(y)).

Fiir jede endliche Multimenge M = {(xo, ko), ..., (Tn—1,kn_1)} sei

o(M) := wo@0) . feok . FwolEn=1) .

(Wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt von # ist dies eine korrekte Definition.)
Dann gilt fiir alle endlichen Multimengen M, N:

2) o(M U N) = o(M)#o(N),

b) N < M = o(N) < o(M).

Beweis :

a) “klar”

b) Nach a) gilt o(N) = o(M M N)#o(N—-M) und o(M) = o(M N N)#o(M—N).
Noch zu zeigen o(N—M) < o(M —N).



Fall 1: N—M = {. Dann o(N—M) = 0 und (wegen N # M) M—N # {}, also 0 < o(M—N).
Fall 22 N—M # (. Wegen N <.y M ist dann auch M —N # (), und fiir o := max{o(z) : 2 € N—M} und
B := max{o(z) : x € M—N} gilt a < 3. Es folgt o( N—M) < w*t! < wf <o(M—N). A

Korollar

Ist < wohlfundiert, so ist <, eingeschrinkt auf die Klasse der endlichen Multimengen fundiert.
Beweis :

Mittels <-Rekursion definieren wir o(z) := sup{o(y) +1: y < z}.

Daraus folgt mit 10.13b die Fundiertheit von <.

11 Erganzungen zur Vorlesung “Logik I”

Vereinbarungen:
Ist F' keine Funktion oder z ¢ dom(F'), so sei F(x) :=0.
Eine Funktion f mit dom(f) = n € w schreiben wir auch als (f(0), ..., f(n — 1)), und nennen sie ein n-Tupel.

1. Transfinite Induktion und Rekursion fiir beliebige wohlfundierte Relationen
Wir zeigen, daf in Lemma 8.2 und Satz 8.3 auf die Voraussetzung “R transitiv” verzichtet werden kann.

Definition (transitive Hiille einer Relation R)
R* :={(y,x) : xo,...,2n)[yRxy ANxyRxy_1 A...Ax1Rxo = 2]}.

Lemma 11.1

Fiir jede Relation R gilt:

a) R C R* und R* ist transitiv.

by RCQCV XV & @ transitiv = R* C Q.

c) ReV = R*eV.

d) Ve(zg € V) = Va(zg- € V).

Beweis :

a) R C R* ist trivial. Gelte nun 2Ry, Rym—1 --.y1Ryo = y und yRx,Rry—y ... 721 R = 2.

Dann zRzp1m+1RTntm - - - 21 RTo =  mit 4441 1= ¥;.

b) Durch Induktion nach n zeigt man: yRx,Rxp—1...21Rx0 =2 = (y,2) € Q.

c¢) Sei R € V. Dann sind auch a := dom(R) Uran(R) und a x a Mengen. Ferner ist a x a offenbar eine
transitive Relation, die R umfafit. Mit b) folgt also R* C a X a und weiter R* € V.

d) Sei a € V. Definition: hg := {a}, hpt1 :=U{zr: = € hyp}.

Durch Induktion nach n folgt (2, Rz, 1 ...21R70 € a = =, € hy), und somit ag- C |J,,c,, hn €V. A

Lemma 11.2

Fiir jede wohlfundierte Relation R gelten die Prinzipien (I) (Existenz minimaler Elemente) und (IT)
(Induktion iiber R). (D.h. in 8.2 kann auf die Voraussetzung “R transitiv” verzichtet werden).

Beweis von (I): Gelte u € C.

Fall 1: Vycur(y ¢ C). Dann fertig.

Fall 2: dycur(y € C). Dann a := ug- NC # (. Da R fundiert ist, existiert ein ¢ € a mit Vy €cr(y & a).
Aus ¢ € ug+ folgt cg C upg+. Somit ¢ € C und Vyecr(y ¢ C). AN

Lemma 11.3
Ist R eine wohlfundierte Relation, so auch R*.



Beweis :

Nach 8.1 (und wegen 11.1d) reicht es, das Induktionsprinzip fiir R* zu beweisen.

Gelte (1) Va(zp- C C — x € C). Zu zeigen ist: Vz(z € C).

Sei C :={z: xr- C C}. Wegen (1) gilt dann (2) C C C. Ferner gilt: (3) Vo(zg CC — x € C).

Beweis von (3): 2z C C (:2>) 2r CCAVy€zg(yr- CC) = z25- CC = z € C.

Aus (2),(3) und 11.2 folgt Va(z € C C C). A

Lemma 11.4

Fiir jede wohlfundierte Relation R gilt das Prinzip der Rekursion {iber R.

(D.h. in 8.3 kann auf die Voraussetzung “R transitiv” verzichtet werden.)

Beweis :

Sei R wohlfundiert und G : A x V — V. Wir definieren G' : A xV =V, G'(z, f) := G(z, flzr). Nach 11.3
und 11.1 ist R* wohlfundiert und transitiv; und nach 8.3 existiert genau ein F': A — V mit

F(z) = G'(z,F|zp~) fiir alle x € A. Es gilt aber G'(z, F|zg+) = G(z, F|zR). A
Da die Elementrelation € wohlfundiert ist (aufgrund des Fundierungsaxioms), erhélt man als Spezialfall von
11.2 und 11.4 die folgenden Prinzipien der sog. €-Induktion bzw. €-Rekursion:

(é-Induktion) Vz(z CC -z € C) = Vz(z € C)

(e-Rekursion) Zu G : V — V existiert genau ein F : V — V mit F(z) = G(F|z) fir alle .

2. Induktive Definitionen

Sei A eine Menge und < eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf A.
Ferner gelte: Jede <-Kette X C A besitzt ein Supremum in A.
Sei & : A - A monoton bzgl. <, d.h. Vz,yc A(y <z = ®(y) <X &(z)).

Definition

o . | B(supe, 15) falls das sup existiert
® sup(0) sonst.

Satz 11.5

a)a<f = I <15
b) IgT = &(13).
c) Es existiert ein a mit 1§ = I3,
d) Gilt 1§ = 157", so V8 > (13 = 1) und 1§ = min<{z € 4 : &(z) < z};

insbesondere ist I§ der <-kleinste Fixpunkt von ®.

Beweis :

a) Induktion nach 3: Nach I.V. ist {I £ < B} eine Kette; also existiert sup, BI und supg,, Ifb; und
wegen a < 3 gilt sup5<al < sup€<BI Mit der Montonie von @ folgt nun I§ < IB
b) I3+ = (supeoyr 1) = B(I3).
c¢) Andernfalls hitten wir Vo, f(a < g — I3 < Ig), und damit wére F': On — A, a — I§ injektiv. Dann
koénnte aber A keine Menge sein.
d) 1. I3 =13 = 9(13).
2. (p) <p = VA(I3 < p).
Beweis durch Induktion nach §: V€ < 6(13, <p) = supg; Ifb <p = Ig = ®(supe Ig) <®(p) p. A
Korollar
Sei M eine Menge, und @ : Pot(}M) — Pot(M) monoton bzgl. C.  Definition: I§ := ®(UJ, ., Ifb).
Dann existiert a mit ®(I3) = I$, und fiir jedes derartige « gilt I$ = {z C M : ®(x) C z}.



Beispiel:

M := Menge aller endlichen Zeichenreihen iiber £ U Var.
O(X):=VarU{fty..tp : f € L n-stellig & ti,...,t, € X}
Dann ist 147! =14 = Un<o I, und wegen ®(I5) = I§ gilt:
telf & te Varodert = fty...t, mit t1,...,t, € I5.

3. Beweis des Vollstandigkeitssatzes fiir Sprachen £ beliebiger Kardinalitat

Satz 2.7 (Vollstandigkeitssatz)

Jede konsistente Formelmenge I' ist erfiillbar.

Beweis :

Sei T" konsistente Formelmenge. Auflerdem setzen wir voraus, daf§ alle Formeln in I" geschlossen sind. (Der
allgemeine Fall kann mittels Lemma 2.5 leicht auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.)

Definition: Lo := £, Lpy1 =Ly U{enyvea: YeAist Ly-Satz}, L' =], Ln-

Hierbei seien die ey vy 4 jeweils neue Konstanten.

Yn = A{Az(enyvea) = VoA : VoAist Lp-Satz}, X, :=TUU,c, Zn-

Wir haben jetzt zu unterscheiden zwischen Herleitbarkeit in £ und Herleitbarkeit in £'. Allgemein nennen
wir die Herleitung (Ag, ..., Ay) eine L£-Herleitung, wenn Ay, ..., A;, Formeln der Sprache £ sind.

A+ A & Es gibt eine L-Herleitung von A aus A,

A+ A :& Esgibt eine £'-Herleitung von A aus A.

HS1: ¥, H L = [k L.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge { Ay, ..., A} von |J,,c,, ¥n mit

F'U{Ao,..., A} ' L. Sei n die kleinste Zahl mit {Ao, ..., Ax} C U<, Xi. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir A € ¥, annehmen. Dann gilt Ay = Ba,(;mva) — VB, wobei VB ein L,-Satz
ist. Nach Definition tritt die Konstante e, v,5 in keiner Formel der Menge I' U { A, ..., A1, VzB} auf.
(Die Formeln A, ..., A, seien natiirlich paarweise verschieden.) Sei I'; :=T'U {Ao, ..., Ax—1}. Aus
F'u{Ao,...,Ax} F' L folgt mit dem Deduktionstheorem und Lemma 2.5 T'; F' —(B — VzB). Daraus

folgt weiter T'y ' L. [ Begriindung: T'y H' =(B - V2B) = It ' B & T'y ' =Va2B =

' HVeB & Ty H VB ]

Nach k Schritten ergibt sich auf diese Weise I' ' L. Nun ersetzen wir noch in der Herleitung von L aus I’

alle Konstanten e € L'\ £ durch eine “neue” Variablen, und erhalten so die Behauptung I' - L.

Nach Voraussetzung und HS 1 ist ¥, konsistent. Mit dem Zornschen Lemma folgt daraus die Existenz
einer maximal-konsistenten Obermenge %' D X,,.

Genauer gesagt: Y/ ist eine Menge von £'-Satzen mit

(0) S.C%,

(i) AL-Satz & A¢Y = Y U{A}H L,

(i) -VzA € £’ = Es existiert eine Konstante e mit A4, (e) € ¥'.

[ Beweis von (ii): Sei VzA ein £,-Satz mit =VzA € ¥', und sei e := e, vz 4.

Dann ist A,(e) = VzA € ¥, C ¥’ und somit gilt X' - =VzA — -4, (e). Darau folgt X' - = A, (e) und
weiter ~A,(e) € ¥’ (wegen (i) und der Konsistenz von ¥'). |

¥ ist also eine vollstdndige Henkin-Theorie, und nach Lemmata 2.6, 1.4 existiert eine £'-Struktur M’ mit
M' =¥ ndamlich das kanonische Modell von ¥'. Wegen T' C ¥’ folgt daraus die Behauptung. A

4. Abanderung des Kalkiils aus Abschnitt 2
Modifikation von Abschnitt 2 der Vorlesung: (— 4) wird auf Primformeln A eingeschrénkt.
Das beeintrachtigt nicht die Beweise von 2.1, 2.2, 2.4.
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Neues LEMMA: F —=—A — A, fiir jede Formel A.
Beweis durch Induktion nach der Linge von A:
Gelte schon - =——B — B.

1. AA—->BFB 2. -VzB —+ B
A,-B,A—-BF L VeB+B; B,-BF Ll
A,-BF—-(A—-B); -(A—=B),—~(A—->B)F L -B,VzBF L
A,-B,—-—=(A— B)F L -BF -VzB
A,-~(A — B)+---B -—VzB,-BF L
A-—-(A—- B)FB —-—VzB + B

-—VzB F VzB.

12 Beweistheoretische Analyse des Axiomensystems Z der Arithmetik

Sei PR die in Abschnitt 4 eingefiihrte Menge von Funktionszeichen fiir alle primitiv rekursiven Funktionen.
Ist ¢ ein geschlossener PR-Term, so sei val(t) der Wert von ¢ in der Standardstruktur N. (val(t) := tV)

Abkiirzung: E,(n) := E,(n) fiir jeden PR-Ausdruck E und n € IN.

Das Axiomensystem Z besteht aus den Allabschliissen der folgenden PR-Formeln:

=(Sz = 0),

St =Sy —>z=y,

0"zy..x, =0,

Uz ..xy = 24,

(ohgi...gm)T1---Tp = hG1T1 Ty - . . g1 - Ty,

(Rgh)zy...2,0 = gz1...2,,

(Rgh)zy...z,Sy = hxy..z,y(Rgh)zy .20y,

Az (0) = (Vax(A — Ax(Sz)) — VzA), fir jede PR-Formel A.

Wir fixieren eine Funktion ® : IN — IN mit den folgenden Eigenschaften:

(®1) Vn(2 < ®(n) & 2®(n) +2 < ®(n+ 1)),

(®2) Zu jeder (n-st.) primitiv rekursiven Funktion f existiert ein p € IN mit
flai,...,ap) < ®(p+ max{ay,...,ay}) fur alle ay, ..., a, € IN.

(Eine solche Funktion & wird spéater explizit angegeben.)

Unter Formeln bzw. Termen wollen wir bis auf weiteres stets PR-Formeln bzw. PR-Terme verstehen.

Definition von rk(A)

1. rk(A4) := 0, falls A Primformel,

2. k(A — B) := max{rk(4),rk(B)} + 1,
3. rk(VzA) :=rk(4) + 1.

Folgerung: rk(A,(t)) = rk(A).

Mit «, 8,7, d,&,n bezeichnen wir im folgenden stets Ordinalzahlen < g¢ := min{a : w® = a}.

Definition von G(a)

1. G(0) := 0,

2. G(w*) = G(a) + 1,

3. G(a) :=G(ag) + ... + G(ay), falls o =np g + ... + ap.

Folgerung: G(a#f) = G(a) + G(B); insbesondere G(a + n) = G(a) + n, fiir n < w.



Schreibweise: Ga := G(a).
Bemerkung: Fiir jedes k € IN gilt card{a < e : Ga < k} < w.
Beweis durch Induktion nach k:
Sei Uy, := {a: Ga < k}. Dann gilt Uy = {0} und Up41 C{w*: a € UpU{a+F: a,f € Uy}.
Definition (A. Weiermann)
B<la <= B<a & GB<LPGa+n),
<, := transitive Hiille von <2.
Folgerung: 8 <. a&n<m = B <! a
Lemma 12.1
a) B <pa = y#B < v#a & F < w,
b) ag,an <L a = wrH#w <L w
o)B<la=B+n+l<fa+n+1,
d) 14(n+1) <} w
Beweis :
a) G(Y#8) = Gy + GB < Gy + ®(Ga +n) < ®(Gy + Ga + n) = ®(G(v#a) + n).
G =GB+1<®(Ga+n)+1<d(Ga+1+n)=3Guw*+n).
b) Gw*#w*) =Gag+1+Gay +1 < P(Ga+n) + (Ga+n)+2 < P(Ga+n+1) = (Gw™ + n).
) GB+n+1)=GB+n+1<®Ga+n)+n+1<®(Ga+n+1).
d) G(14(n+1)) =14(n+ 1) < ®(n + 2) = &(Gw + n).
Bemerkung: Die Aussagen von Lemma 12.1 gelten auch fiir <,, statt <L.
[zub) ag,a1 <p a = a; <p Bi <L a = wH#w <, who 81 <L w>,
zu ¢) Wir haben 3 =y <L 71 <L ... <} 9% = a. Mit ¢) folgt daraus
B4n+l=y+n+1<in+n+1<)...<jm+n+l=a+n+1,dh f+n+1<oa+n+1]
Definition
TRUE, := Menge aller wahren geschlossenen Primformeln.

FALSE, := Menge aller falschen geschlossenen Primformeln.
(Die einzigen Primformeln der Sprache PR sind Gleichungen.)

Mitteilungszeichen:
T fiir endliche Mengen von geschlossenen Formeln.
Ausdriicke der Form I' D C heiflen Sequenzen.

Schreibweise: A, bzw. ',V fir {A} UT bzw. TUT".

Definition von -, I' 5 C (fiir geschlossenes C')

Fm D C gelte genau dann, wenn einer der folgenden Fille vorliegt:

(Ax) C € TRUE, oder I' N FALSE, # 0,

(»r) C=A—-B & Fm AT DB & ag <o a,

(Vr) C=VzA & b I'D>Ax(n) & a, <, a(Vn € IN),

(3) (A5B)el & FT>A & Fm B,TOC & ag+1,a1 <o o,
(V) VzAET & b Ag(k),TDC & ag<oa & k+1<qa,
(Cut) tk(D)<m & Fm TOD & Fm D,TDC & ag,a1 <o a.
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Lemma 12.2
a)l—%FDC’& rcry & a <p ap &m§m1 :>|—;anlr130.

b) Fm AT DC & A€ TRUE, =, I D C.
¢)FmT DA & A€FALSEy =+, I' D C.
d) Fm A, D C & A€ FALSE, =+, [ D C.

Beweis durch Induktion nach «:

a),b),c) trivial.

d) Ist =A nicht Hauptteil des letzten Schlusses, so folgt die Behauptung sofort aus der I.V. . Andernfalls
gilt I—fno =A,T' D A mit ag <9 @. Nach I.V. haben wir dann I—fno ' D A, und daraus folgt mit c) I—gl roscC.
A

Lemma 12.3 (Inversion)

a)Fm T DA—> B =+, AT DB,

b) b DOVzA = Fm 'S A, (n), fiir alle n € N,

Beweis durch Induktion nach a:

b) (Ax) Gilt T N FALSEq # 0, so ist die Behauptung trivial.

(1) Gelte B C €T & Fm DB & by C,T D VA mit ag + 1,01 <o a.

Nach LV. haben wir dann Fp T+ C,T > A, (n). Mit (— [) folgt daraus k'~ T' > Ay (n).

(Cut) und (VI1): analog zu (— ).

(Vr) Gelte I—?n" D> A,(n) & ap <, afir allen € IN. Nach 12.1c ist dann a;, <o a +n + 1, und folglich
Fof P S A, (n). A
Lemma 12.4 (Reduktion)

k(D) <m & FmT>D & FmD,TOC = F
Beweis durch Induktion nach 3:

1. Gelte Fop D,T S C gemiiB (Ax).

“# S o.

1.1. D € FALSEj: Dann folgt die Behauptung aus Fm ' D D mittels Lemma 12.2a,c.
1.2. D ¢ FALSEy: Dann gilt auch die Behauptung geméf (Ax).

2. Sei A= Be D,T und gelte F' DT> A & ko B,D,TSC & Bo+ 1,81 <o 8. Mit LV. erhalten wir

(1) I-;#ﬁo oA, (2 I-;#Bl B,I'>C. Ist A—B €T, so folgt daraus die Behauptung mittels (—1).

Sei jetzt A — B = D. Dann liefert das Inversionslemma: (3) Fm A, T D B.

Aus (1) und (3) folgt mit einem Schnitt (i.e. einer Anwendung von (Cut)): I—,ajw0+1 I'>B.

Mit (2) und einem weiteren Schnitt folgt dann die Behauptung.
4. Sei VoA € D,T und gelte Hot A, (k),D,T > C & fo,k +1 <o f.

Mit I.V. erhalten wir (1) i—ﬁb#ﬁf’ A (k),I'DC.

Ist VzA € T, so folgt die Behauptung aus (1) mittels (V1).

aFt(k+1)
m

Ist VA = D, so liefert das Inversionslemma (2) + > A,(k),

und die Behauptung folgt aus (1) und (2) mittels (Cut).
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5. Gilt l—f1 D,T D C nach (—r) oder (Vr) oder (Cut), so folgt die Behauptung unmittelbar aus der I.V.
(vergl. jeweils den ersten Unterfall von 3. bzw. 4.). A

Lemma 12.5 (Schnittelimination)

Fri TDC = Fy TDC.

Beweis durch Induktion nach a:

Gelte .., DD & ko DT DC & tk(D) <m & ag,ar <p a.

Nach LV. haben wir dann F5, TS D und Fa D,T > C.

0, o
Mit dem Reduktionslemma folgt F,, # I' D C und daraus F,, ' D C, denn w® #w* < w®.

In allen anderen Fillen folgt die Behauptung unmittelbar aus der I.V. A

Definition

K(0) := 0 und K(a) := max{K(8) + 1: 3 <}, a} fiir a > 0.

Folgerungen:

(1) Ym € N(K(m) =m)

(2) B <o a = K(B) < K(a).

(3) K(a) = max{k : I(ag, ...,ax)[ax <} ... <} ap = a]}.

Lemma 12.6 (Collapsing)

I—g Vz-A D L & rk(A) =0 = Es existiert ein k£ < K(a) mit 4,(k) € TRUE,.
Beweis :

Nach Voraussetzung existieren ag <g o und k + 1 <o a mit I—go Vx—A,-A, (k) D L.
Fall 1: A,(k) € TRUEy. Dann k = K(k) < K(«) und wir sind fertig.

Fall 2: A, (k) € FALSEy. Dann folgt mit Lemma 12.2d I—go Vz—=A D L und daraus nach I.V. die
Behauptung, denn (ag <o a = K(ap) < K(a)). A

Korollar

Gilt I—(C;D Vx3IyA(z,y), wobei A Primformel,
so gibt es zu jedem n € IN ein k < K(a +n + 1) mit A(n, k) € TRUE,.

Beweis :

Vorauss.& Inversion = I—SHLHD -Vy-A(n,y) = I—g+n+1 Vy-A(n,y) D L %% Beh. A
EINBETTUNG

Definition

A~ A" :& Es gibt eine Formel D, paarweise verschiedene Variablen z1, ..., z, und geschlossene Terme
t1,t), ..., tn, t, mit val(t;) =val(t;) (i =1,..,n) und A =Dy, 4. (t1,-.,tn), A’ =Dy, . (t1,...,1).

Lemma 12.7 (Tautologie-Lemma)

Fir geschlossene Formeln A, B,C,C' bzw. Vz A, VB gilt:

a)C~C =Y 050

b) FS Y (@ S (4= B)),C = A,C 5 B, wobei k := max{rk(A), k(B), tk(C)}.
¢) kg =mA D A, falls A Primformel.

d) F2 " a4 & B),V2A 5 VaB, wobei k = max{rk(4), rk(B)}.
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Beweis :

a) 1. Ist C eine Primformel, so gilt entweder C,C’ € TRUEq oder C,C' € FALSE,. Folglich I—g C>C(C.

2. Sei C' =VzA und k :=rk(A4). Dann C' =VzA' mit A ~ A’, und nach L.V. gilt l—;).k Ay(n) D AL (n) fir

w-k+n+2

alle n € IN. Mit (Vi) folgt +,, VzA D Al (n) fiir allen € N. Wegen w-k+n+2 <, w- (k+ 1) folgt

daraus l—;)'(kﬂ) VoA D VzA'.

3. Sei C=A— B, ¢'"=A"— B und k := max{rk(A),rk(B)}.

Nach LV.gilt Fo* 4’54 & +. " B> B

Mit (— 1) bzw. (— r) folgt daraus erst I—ghkﬁ A"’ A — B D B', und dann I—;j'(kﬂ)

b)

¢>

FetAsA | K BoB

Lt AL BASB | oo

Lottt 054 B)L,CoB | Fr oo
Lo 6 4,05 (A= B),CO B

c¢) Fiir A € TRUE, ist die Behauptung trivial.
Fiir A € FALSEq haben wir:

FoAD L
l-(l)jﬁA| l-gLDA

o A= 1DA
w-k w-k

d)Fy A(n) D A(n) | F, B(n) D B(n)

F5 2 A(n) = B(n), A(n) > B(n)

RS (A s B), A(n) D B(n)

FoE T (A 5 B), YA S B(n), fiir alle n
w-(k+1)

Fo Vz(A — B),YzA D VzB.

Lemma 12.8 (Induktionslemma)

Sei FV(A) C {2z} und k :=rk(A). Dann gilt I—;j
Beweis :

(k+1)

Durch Induktion nach n zeigen wir: I—ghk%n A(0),Vx(A(z) — A(Sz)) D A(n).

1. Fiir n = 0 folgt die Behauptung aus dem Tautologie-Lemma.

2. F M A(0), Va(A(x) — A(Sz)) D A(n) | Fo A(Sn) > A(Sn),
F B 4 (0), Ya(A(z) — A(Sz)), (A(n) — A(Sn)) S A(Sn),
B 4(0), Ve (A — A(S2)) D A(Sn).

Abkiirzung:

A(0),Vz(A(z) — A(Sz)) D VzA(z).

A

AP bezeichne die Formel, die man erhilt, wenn in A jede freie Variable durch die Konstante 0 ersetzt wird.

Satz 12.9 (Einbettungssatz)
-k
7+ C = Esgibt k,m € N mit F, D C°.
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Beweis durch Induktion nach der Herleitung von C":

1. C wurde aus A und A — C erschlossen. Nach L.V. gibt es dann k, m mit I—o,i;kD A% und l—:)n'kD A% — OO,
Aus letzterem folgt l—zk A% 5 €% Wir kénnen auch noch rk(A) < m annehmen. Dann folgt mit einem
Schnitt o T 0.

2. C° =Vy;..Vy,(VzA — A, (t)) . Sei ko := rk(A) und FV(A4,(t)) = {x1, ..., 7}

Abkiirzung:

Fir @ = (n1,...,n1), o € On, E Ausdruck sei a + 7 = oo + max{n1,...,n;} und E(7@) := Ey, 4, (n1,...,n7).

Es ex. k > ko mit val(t(7)) + 1 < ®(k + @) (Vii € N!). Folglich val(¢(73)) +1 <o w -k + 7 (VZeIN').
Wir beweisen: Fg.(k+1)+ﬁ3 (VA — A, (1)) (), fiir alle @ € IN'.
o.)~(ls:+p—i—1)D

Daraus folgt dann mit dem unten stehenden Hilfssatz: F co.
Sei also i € IN' gegeben, und sei (V2 A) () = VzB. Dann B, (t(7)) = A, (t)(). Nach Lemma 12.7a gilt also

F2M B () D Au(t)(7), wobei j == val(t(R)). Mit j +1 <o w -k + 7 folgt mun Ho " V2B > A, (t)(), und
weiter F FTV TS (ved o 4, (8) (7).

3. Andernfalls ist C° = Vy;...Vy, A, und es gibt ein k, so daf I—:'kD A’ fiir jede geschlossene Instanz A’ von
) S Wy g A
Abkiirzung: F™*> A & Vil[Fo D Az(7)], wobei FV(A4) = {7}.

Hilfssatz: a € Lim & F**D A = F*T* 5 yyA.
Beweis: Sei FV(YyA) = {#}, und 7 gegeben.

A (siehe u.a. Lemmata 12.7, 12.8). Daraus folgt l—;j'

For s 4 = o S (), k), fiir alle 7,k = Fo T TS (WyA)(i), denn
a+ max{k,} <p a+w+ 17 und (VyA)z(7) = Yy Az(7). A
ZWISCHENRESULTAT

Sei A eine Primformel mit FV(A) C {z,y}. Dann gilt:
ZFVriyAd = FJa < egoVnIk < K(a +n + 1)[ A(n, k) wahr ].

Beweis: 12.9, 12.5, 12.6.

DIE HARDY-HIERARCHIE

Definition (Fundamentalfolgen)

1. 0[n] := 1[n] := 0.

2. Wt n] :=w* - (n +1).

3. w[n] := WM, fiir X € Lim.

4. aln] = ao + ... + ag_1 + agn], falls « =np g + ... + ag.

Folgerung: (o + 1)[n] = a.

Lemma 12.10

a) a € Lim = Vn(a[n] < aln+1]) & a =sup{a[n]: n € N}
b) a >0 = Ga[0] < Ga

¢) an] < f<a = an] < B[0]

d) an] < f<a = Gan] <GS

e) B<a = f<alGh]
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Beweis :

a),b) klar.
c) Sei B =nr Bo + ... + B
1. Gelte w® - (n+1) < B <w!. Dann k > nund By = ... = B, = w®.

Es folgt w® - (n 4+ 1) < Bo + ... + Br—1 + Bx[0] = B[0].

2. Gelte w*™ < 8 < w* und X € Lim. Dann w?™ < By = w? < w?.

Ist k£ =0, so A\[n] < v < X und deshalb (nach 1.V.) \[n] < v[0]. Es folgt w*"™ < w0 = 7[0] = B[0].

Ist k> 0, so w?" < By + ... + Br—1 + Bi[0] = B[0].

3. Gelte a =np a9+ ... + @, m >0 und a[n] = ag + ... + @m_1 + an[n] < f < a. Dann

m < k, ap[n] < Bm < am und a; = B; fir i <m. Mit LV. folgt a,,[n] < 6,,[0] und weiter

a[n] < Bo+ ... + Bm—1 + Bm[0] < Bo + ... + Be—1 + Bi[0] = B[0].

d) Nach c) ist a[n] = B[0]...[0]. Mit b) folgt daraus die Behauptung.

e) Sei a € Lim. Wegen a),d) gilt dann Vn(n < Ga[n]), insbesondere G < Ga[GB]. Mit d) folgt daraus die
Behauptung. A

Definition (Die Hardy-Hierarchie)
Ho(n) :=n, Hy(n):= Hypppy(n+ 1), falls a > 0.

Lemma 12.11

a) Hy(n) < Hy(n + 1),

b) f<a & GB <n = Hg(n+1) < Hy(n),

c)a>0 = Hy(n) =n+min{l: an]n+1]...[n+1—-1] =0},

d) a[m] < B <a = Hypy(n) < Hg(n).

Beweis :

a) Induktion nach a:

Fall 1: o = § + 1. Dann Ha(n) = Hs(n +1) < Hs(n +2) = Ha(n + 1).

Fall 2: a € Lim. Nach 12.10a,c existiert dann ein k > 2 mit a[n] = an + 1][n + 2] ...[n + k].

Bs folgt: Ho(n+1) = Hopnyr] sy (n+ k+1) = Hap(n +k +1) > Hopy(n+1) = Ha(n).

b) Induktion nach a:

Ist a =06+1,s0 Hs(n+1) = Hy(n). Ist @ =ap+ 1 mit § < ag, so

Hs(n +1) I'gv' H,,(n) 2 Hu,,(n+1) = Hy(n).

Sei jetzt o € Lim. Dann GB < n < Galn] und somit 8 < a[n] nach 12.10d. Ist § = a[n], so

Hg(n+1) = Hy(n). Ist 8 < an], so gilt [nach I.V. und a)] Hg(n+1) < Hg(n+2) < Hyppy(n+ 1) = Hy(n).
c¢) Sei @ > 0. Dann existiert ein I > 0 mit & > a[n] > anln+1] > ... > an]n +1]..[n+1—1] =0 und
Hy(n) = Hopny(n + 1) = Hynjin1)(n + 2) = Hopnling 1) fnrr- (R + 1) = n + 1.

d) Nach 12.10a,c existiert ein kleinstes k mit a[m] = f[n]...[n + k]. Fiir dieses k gilt nun

Hopmy(n) < Hypmy(n + k4 1) = Happ). fpik)(n + k+ 1) = Hg(n). A
Abkiirzung

NF(a,B8) & a=0VE=0V][a=nrag+ ..+ a, ANB=nF fo+ ... + Bm mit a,, > Fo].

Folgerung: NF(«,() & >0 = (a+f)n] =a+ f[n] & NF(a,B[n])

Lemma 12.12

a) NF(«a,8) = Hqyp = Hyo0 Hg.

b) Ho(n) < Hye(n).
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Beweis : a) Sei # > 0. Dann Hy15(n) = Hoqgn(n + 1) = Ho(Hpppy(n + 1)) = Hy(Hg(n)).
b) Induktion nach o unter Verwendung von a) im Nachfolgerfall.

Definition (Die schnell wachsende Hierarchie)
Foz = we

Lemma 12.13
(F1) Fo(n) =n+1

(F2) Fag1(n) = F\""(n + 1)

(F3) Fa(n) = Fyp(n +1)

(F4)n<F( ) < Fat1(n)

(F5) FP(n+1) < Fay1(n+1) & F(n) < Faya(n)
(F6)B<a & GB <n = Fz(n) < Fy(n).

(F7) w(0)=4 & 2-F,(n)+2< F,(n+1).

B
1. Hyp(n) = Ho(n+1)=n+1.

2. Hyes1(n) = Hyo (nyny(n+1) = HE (n 4 1).

3. Hya(n) = Hyappy(n +1) = Hpam (0 + 1).

4. n < F,(n) folgt durch Induktion nach a. F,(n) < F,(n+1) < Fa(n+1)(n +1) = Fyi1(n).
5 Fopi(n+1) = FS"™ (0 4+ 2) > FP (n +2) . F{P0) < FP(2) = Fari(1) = Fays(0).

6. 3<a & GA<n = w¥ <w* & Gw’ <n = H,s(n) < Hya(n). (Siehe 12.11.)
TR0 =F(1)=F?2) =4 —Fn)=F"Yn+1)=n+1+n+1

F,(n) - 24+2=F(F,(n) = Fi(Fu1(n+1) <FC (n+1) < Frya(n+2) = F,(n +1).
Abkiirzungen:

1. Fir @ = (ay, ..., ay) sei |d@d| := max{ay, ...,an}-

2. Firh:IN" > WNund f:IN > Nsei: h< f :&VdaeIN'[h(d) < f(d])]

Lemma 12.14

a) hyg1,....,gm < Fy = (ohgi..gm) < Fy o F, < Fy .

b) h,g <F, = (Rgh) < Fy41

¢) Zu jeder primitiv rekursiven Funktion f existiert ein k < w mit f < F.
d) k<w = Fi < Fayg.

Beweis :
(F5

a) h(g1(@), .., gm (@) < Fy(max{gi(d), ... gm(@)}) < F(F(|a])) < Fypa(lal).

b) Sei f := (Rgh). Durch Induktion nach b beweisen wir: (x) f(a,b) < F(b+1)(|fi|)
f(@,0) = g(@) < F,(|al). f(@b+1)=h(d,b, f(d,b)) < F,(|d,b, f(a, '
Mit, (%) folgt nun £(@,b) < FUI™H (1@, b| + 1) = F,4,(|a, b)).

c) folgt aus a) und b).

d) Induktion nach k: 1. Fy(n) =n+1 < Fy(n).

2. F3 <F, = Fap(n) = Fy" (n+ 1) < B (04 1) = Fya(n).

Lemma 12.15

Seien «, v, (0nk)nkeN gegeben, so dafl gilt:
(V) v+w+a=a,

(V2) Vnldpo < a & Go,o < Fy(n)],
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(V3) Vn,k[dnkx Z0 = kg1 < Onk |,

(V4) Vn, k[Gop k1 < Fy (Gon i) |-

Dann existiert ein p < w mit Vn > p[min{k : d, % = 0} < F? (n)].

Beweis :

Aus (V2) und (V4) folgt

(1) Gons < F" D (m) (Y, k) .

Nach Lemma 12.14 existiert ein m < w, so daf}

2) Gy + 1+ F¥ () + 2 < By (max{l,n, k})  (VI,n, k).

Abk.: fi=v4+m, «an,0):=F+a, an,k+1):=0+0nk+1, gn,k):=GB+ Fyﬁ_?) (n) + 2.
Dann gilt

(3) gln.k+1) © Fy(max{m, k,n}) < Fs(g(n, k),
(4) Ga(n,k+1)+1 (é) g(n, k),
(5) Opp #0 = Fa(n,kﬂ)(g(n,k +1)) < Fon,k) (g(n, k)).

Beweis von (5): dpk 0 = Oppt1 < onp = a(nk+1) < a(n,k) Fotnk+1)(gn, k+1)) <
F6 4)

(F6) (F5)
Fa(n,k+1)F5(g(nvk)) < Fc(jzz,,kJrl) (g(nak)) < Fa(n,k+1)+1 (g(nak)) Foz(n,k) (g(nvk))
Aus (5) folgt: min{k : 6,1 = 0} < Fy(n,0)(9(n,0)). [ne < ...<ng = np+k<ngl

Fé6
u R (Fa(n)). A

(3)
=
(F6),(

<

(3)
Fiir n > G gilt ferner: Fy(y, 0)(9(n,0)) ) F,(g(n,0)) < F,(F3(n))

Von jetzt an sei ® := F,.

Lemma 12.16

ag,w? < a = Ip¥n > p[K(ag+n+1) < F,(n)].

Beweis :

Offenbar existiert eine Familie (0, k)n ke mit Vn[dn0 = ag +n+ 1] und Vn, k[dpk # 0 = Gnpt1 <p Onk ]
und Vn[K(ap +n + 1) = min{k : 0, =0}].

Ferner existiert ein v = w 4+ mit Vn[Gd,0 < Fy(n)] . Wegen ® = F,, gilt dann

auch Vn, k[Gop k+1 < Fy(Gnk)]- Nach Lemma 12.15 existiert also ein p mit

Vn > p[min{k : d,r =0} < FéQ) (n)], wobei 3 := max{ag,w?}. Aus (F5) und (F6) folgt FéQ) (n) < Fy(n)

fiir alle hinreichend groflen n. A
Definition wp:=1, wpt1 :=w".

Satz 12.17

Ist A eine Primformel mit FV(A4) C {z,y}, so gilt:

ZFVxIyA = IpV¥n > pIk < H,,(n)[ A(n, k) wahr ].

Beweis :

Wie weiter oben gezeigt, gibt es ein ag < o mit VnIk < K(ag + n + 1)[ A(n, k) wahr |. Weiter existiert ein
m mit ag,w? < wy,. Nach Lemma 12.16 existiert ein p > m, so da Vn > p[K(ap +n + 1) < F,,, (n)].

Mit 12.12 b) folgt F,,, < H,, . A

Bemerkung:

Sei f primitiv rekursiv, so da§ f(m,n,k) =0 & k> n&wpy[n]...[k —1] =0.

Die Formel VzVz3y(fzzxy = 0) ist wahr aber nicht beweisbar in Z.

[ Beweis der Unbeweisbarkeit: - VzVz3y(fzzy = 0) = F VeIy(fzzy =0) =

Ipvn > pIk < H,,(n) f(n,n,k) = 0. Nach 12.11c gilt aber H, (n) = min{k : f(p,n, k) = 0}. ]
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Durch Formalisierung der transfiniten Induktion bis w,, kann man zeigen:
Z FVzIy(fmxy = 0), fiir jedes m € IN.

13 Ein Unabhangigkeitsresultat (Goodstein-Folgen)

Definition

S(m,b) werde durch folgenden Algorithmus berechnet: Man entwickle m “vollstindig” zur Basis b und
ersetze in der so gewonnenen Darstellung b durch b+ 1; der Zahlenwert des neuen Ausdrucks sei S(m, b).
GS(a,0) := GS(a, 1) :=a, GS(a,n+1):=S5(GS(a,n),n +1)=1 fiir n > 1.

Die Folge (GS(a,n))new (wobei a € IN) heiit Goodstein-Folge von a. Wir werden zeigen, daf jede
Goodstein-Folge terminiert (d.h. Ya3an.GS(a,n) = 0), und, dafl diese Tatsache nicht in Z beweisbar ist.

Definition
Gr(0):=0, Gp(a+1) :=Gu(a) +1, Go(A) := G, (A[n]).
P,(0):=0, Py(a+1):=a, P,(A):=P,(An)).

Lemma 13.1

a) Gp(a+ B) = Gu(a) + Go(5), falls NF(a, B).
b) Gp(w®) = (n+ 1)Gn (),

¢) Gp(Pp(a)) = Gp(a)=1.

Beweis :

a) Gp(a+0) =Gu(a) +0=Gu(a) + Gp(0); Gpla+8+1) =Gupla+8)+1=G,(a) + G,(B) +1 =
Gn(@) + Gn(B +1); Gu(a+A) = Gu(a + Aln]) = Ga(a) + Ga(An]) = Gn(@) + Gn(A).

b) Gal) = 1= (n + )OO Gy (1) = G0 =+ )END = (4 1)V

Gn (W) = Gp(w® (n+1)) = Gp(w®) - (n+1) = (n+ 1)@ . (n 4+ 1) = (n+1)Gn(D+! = (p 4 1)Gnletl)

) 0= Gu(0)=1; Go(Pa(a+1)) = Gn(a) = Gula + 1)=1

Induktive Definition von Mengen M,, C g9
1. 0 e M,,.
2. ag,...,a €M, & ng,...,ni € {1,..,n} & ap <...<ap = w* - -ng+..+w* - -ny €M,.

Lemma 13.2

a)a,f €M, & a<f = Gyla) < G,(B).

b) a eM, = S(G.(a),n+1)=Gurri(a) & S(Gp(a),n+1)=1=Gpt1(Ppri1(a)).

c)n>1 = VYae NIaeM,(a = G,(a)).

Beweis :

a) Induktion nach 3:

Sei v = W™ -ng + ... + W - Ny mit ag, < ... < g, und B = w0 -mg + ... + WP My mit B < ... < Bo.
Wegen a < 3 gilt dann ag < fo.

1. ag < Bo: Nach IV. haben wir dann G, (ag) < ... < Gp(ag) < Gp(Bo)-

Daraus folgt Gpa =, (n + 1) (@) .n; < (n+ 1)G (@)l < (4 1)Gn(Bo) <
2. ag = fy: Dann existieren & < B < B mit @ =w+a, f=w™+p, Gp(a) =
Gn(B) = Gp(w™) + G, (B); und nach LV. ist G, (d@) < G,(8).

b) Die erste Gleichung folgt aus 13.1a,b und 13.2a; die zweite Gleichung folgt aus der ersten und 13.1c.
[Beweis von S(Gy,(a),n + 1) = G,q1(«) durch Induktion nach a: Sei 0 < a € M,,, und

W - mg + ... + w* - ny die Cantor-Normalform von « zur Basis w. Sei a; := Gy (a;) und b; := Gpp1 () -

Gn(B).
Gn (W) + Gn (@),
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Mit 13.1a,b und LV. folgt S(G,(a),n+ 1) = S(X,cr(n + 1)% -niyn+1) = 3, (n+ 2)S@in+h) . p, =
Yick(n +2)" -1 = Gppa(a)]

¢) Man nehme die vollstdndige Entwicklung von a zur Basis n 4+ 1 und ersetze darin n + 1 durch w; das
liefert ein o € M, mit G, () = a. Die Eindeutigkeit folgt aus 13.2a. (Beim Beweis von G, (a) = a wird
13.2a ebenfalls verwendet.)

[ Beweis der Existenz von a durch Induktion nach a. Sei @ > 0. Dann a =3, . (n + 1)% - n; mit

ay, < ... < ap < a und ng,...,n; € {1,...,n}. Nach L.V. existieren «p, ..., ap, € M; mit G, (a;) = a;. Mit a)
folgt ay, < ... < ay, also a:= w* -ng + ... + W* -np € M, und (nach 13.1a,b) G, (a) = a.] A

Lemma 13.3

a) Pp(a+ B) = a+ P,(B), falls NF(a, 3).

b) Pp(w®) =P (WP - (n + 1)) = wP(@ . pn + P (wP(®)), falls a > 0.

c) a € M, = P,(a) € M,.

Beweis :

a) klar.

b) Es muf} nur die erste Gleichung bewiesen werden; die zweite folgt aus a). — Induktion nach a:

L Ppwe™) =P,(w*-(n+1)) & a=Pyla+1).

2. P, (w) =P, (M) = Pp(wPrCD - (n 4 1)) = P (WP - (n + 1)),

c¢) Induktion nach a:

1. Sei a = ap + w? mit ap > 0& NF(ap,w?). Dann auch ag,w?® € M,, und nach L.V. P, (w?) € M,,.
Aus g, Pp(w®) €M, & NF(ag,w®) & P,(w?) < w? folgt ap + P,(w®) € M,,.

Nach a) ist P, (a) = ag + P, (w?).

2. Sei @ =w? & B #0. Dann 8 € M,,, und nach b) gilt P, (w?) = wF»®) . n 4 P, (wP»®). Mit L.V. folgt
P,.(8) € M,, und weiter w""? € M,,. Wegen w"»® < « folgt daraus nach LV. P, (w"~#)) € M,,. Mit

P, (W) < wPr) folgt weiter wP»B) . n + P, (wFrB)) € M,,. A
Lemma 13.4

aceM; & n>1 = GS(Gi(a),n) = Gp(Py...P2(a)).

Beweis :

Sei a := Gy (). Nach 13.3c gilt P,...P2(a) € M, fiir alle n > 1.
GS(a,1) = a = Gy ().

GS(a,n + 1) Z'S(GS(a,n),n + 1)=1 Y S(Gp(Pp..P2(a)),n +1)=1 22" Gyt (Ppi1Pr...Pa(a). A

Korollar  Va€IN3In.GS(a,n) = 0.
Beweis : Sei a € IN. Nach 13.2c existiert ein o € My mit G («) = a. Wegen V3 > 0Vn(P,(5) < 8) existiert
ein n mit P,,...P2(a) = 0. Es folgt GS(a,n) = GS(G1(a),n) = G,(0) = 0. A

Definition

ho(n) :=n, hay1(n) :=ha(n+1), ha(n):= hyp(n).
h

Lemma 13.5 H,(n) < hy(n+1)
Beweis : v
L.a=8+1: Hy(n) = Hz(n+1) < hg(n+2) = ha(n+1).
) 12.10¢,12.11d LV.
2. a € Lim: Hy(n) = H, (n+1) < H[nt1)[n) (n+1)= Hnt (n) < ha[n+1] (n+1)=
hao(n +1). A
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Lemma 13.6

a)a>0 = ha(n) =hp, (o +1).

b) ho(n) =min{k > n: Pr_;..P,(a) = 0}.

Beweis :

a) Induktion nach a:

La=8+1 ha(n) =hg(n+1)=hp, (n+1).

2. a € Lim: ha(n) = hop)(n) "= e, (apa)) (0 + 1) = hp, () (0 + 1).
b) Fiir £ = min{i > n : P,_;..P,(a) = 0} gilt offenbar

ha(n) = th(a) (TL + ].) = th+1Pn(a) (TL + 2) =...= hpk—l---Pn(a) (k) = ho(k) =k. A
Satz 13.7

Z ¥ ¥x3y[ GS(z,y) =0].

Beweis :

Sei e(0) := 1, e(m + 1) := 2¢(™_ — Annahme: F V23y[GS(z,y) = 0].

= FVady[GS(e(x) + z,y) = 0] = IpVm > pan < H,,,(m).GS(e(m) + m,n) =0 =

= Ip(min{n : GS(e(p) + p,n) =0} < H,,(p) ).

GS(e(p) +p,n) =0 & GS(Gi(wp +p),n) =0 &' Gp(Pp..Po(wp+p)) =0 & P Py(w, +p) =0.
Mit 13.5 und 13.6b folgt: H,,4,(1) < hy,4p(2) =min{n >2:P, ;..Psy(w, +p) =0} =

= min{n : GS(e(p) +p,n — 1) =0} < H,,(p) = Hu,4,(0) < Hy,4p(1). Widerspruch. A

14 Elementare Rekursionstheorie

Definition
Eine n-stellige partielle Funktion ist eine Funktion f mit dom(f) C IN™ und ran(f) C IN.
Schreibweise: f : IN" PN,

Wir legen hier den mengentheoretischen Funktionsbegriff aus Abschnitt 7 zugrunde, wonach eine Funktion
identisch mit ihrem Graph ist. Fiir jede n-stellige partielle Funktion f gilt also f C IN™ x IN.

Fiir partielle Funktionen f, g definieren wir:

fl@) ~b & dedom(f)& f(@)=b (& (d@,b) e f).

f(@) ~ g(@) & [d € dom(f)& e dom(g) & f(@) = ¢g(€)] oder [@ ¢ dom(f) & & ¢ dom(g)].

Definition der Operationen o, R, p fiir partielle Funktionen:

1. Fiir h: N 225 IN und 1,y gm : IN" PN sei (ohgy...gm) : IN" P2 IN definiert durch:
(ohg1.egm)(@) ~ b < Ty ... 3bp[h(b1,....bn) = b& g1(d@) = b1 & . .. & G (@) = by).

2. Fur g : IN" P N und A : IN"*2 P25 N sei (Rgh) : IN"*! P2 N definiert durch:

(Rgh)(@,0) ~ g(a@),

(Rgh)(d,k+ 1) ~b < 3Ic[(Rgh)(a, k) ~ c& h(d, k,c) ~ b].
3. Fiir g : IN"*! PN sei (ng) : IN™ P2 N definiert durch:

(ug)(@) ~b & g(a,b) ~0& Vi < bdcfe # 0& g(d, i) ~ c].
Abkiirzung:
Fiir RC N und @ € IN" sei:
py.R(@,y) = {min{k : (@,k) € R} falls 3k (d,k) € R

undefiniert sonst

Anders gesagt, @ — py.R(d,y) bezeichnet die partielle Funktion (pg) mit g(d,b) := 1+-1g(ad, b).
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Definition
Sei f:IN" P4 N,
f heifit partiell-rekursiv :& f ist rekursiv aufzdhlbar.

f heift total :& dom(f)=IN".

Bemerkung:
Eine Funktion f :IN" PN st genau dann rekursiv, wenn sie partiell-rekursiv und total ist.

Satz 14.1

Die Menge aller partiell-rekursiven Funktionen ist die kleinste Funktionenmenge P = J,,cy P", fiir die gilt:
1. 0™ S, I e P,

2.heP™ & giyerygm €EP* & m,n>1 = (ohgi...gm) € P",

3.g€P" & heP"? = (Rgh) € P",

4. g € P"Tt = (ug) € P".

Beweis : klar. (Vergl. Beweis von 4.15.)

Korollar
Ist R C IN""! rekursiv, so ist die durch f(@) :~ py.R(@,y) definierte Funktion f partiell-rekursiv.

Churchsche These
Eine Funktion f : IN" PO N st genau dann im intuitiven Sinn berechenbar, wenn sie partiell-rekursiv ist.

Lemma 14.2

Eine Relation Q C IN" ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn sie Definitionsbereich einer

n-st. partiell-rekursiven Funktion ist.

Beweis :

1. Sei @ rekursiv aufzidhlbar. Dann gibt es ein primitiv rekursives g mit @ = {@ : Jbg(d,b) = 0}, also

@ = dom((ug)) und (ug) partiell-rekursiv.

2. Ist f partiell-rekursiv, so ist f rekursiv aufzéhlbar, und folglich auch dom(f) = {@: 3b(a,b) € f}
rekursiv aufzdhlbar. A

Satz 14.3 (Kleenesches Normalform-Theorem)

Es gibt eine primitiv rekursive Funktion U und zu jedem n > 1 eine n-st. primitiv rekursive Relation T", so
daB fiir {e}™(@) :~ U(uy.T"(e,d,y)) gilt:

{{e}™: e € N} = Menge aller n-st. partiell-rekursiven Funktionen.

Die Relationen T™ (n > 1) heiflen Kleenesche T-Prédikate.

Beweis :

Definition: Sbyg(e) :=e, Sbpii(e, a1, ..., Qn41) = Sbn(Sub(FMR Wpt1',e),a1, ..., Gn).

Offenbar gilt:  Sb,(TAT, a1, ...,a,) = "4y, .0, (01, .. an) .

Definition:

T"(e,a1,...,an,¢) & (Sbpia(e, mma(c), m(c), a1, ...,an), m2m2(c)) € Bewy,,

U(e) :=m(c),

{e}™(@) == U(uy.T"(e,d,y)).

Offenbar sind U, T™ primitiv rekursiv. Daraus folgt sofort, daf fiir jedes n > 1 die Funktion

(e, @) — {e}"(a@) partiell-rekursiv ist. Natiirlich ist dann fiir alle e € IN, n > 1 auch die Funktion {e}"
partiell-rekursiv.

Sei jetzt f: IN" PN partiell-rekursiv. Dann gibt es eine (n+2)-st. (primitiv) rekursive Relation R mit
f=A(a,b): Ik R(k,b,@)}. Nach Satz 6.6 ist R in Zg reprisentierbar, und folglich gibt es eine
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(n+2)-st. arithmetische Formel A mit R = {(k,b,d) : Zo - A(k,b,d)}. Sei e :=TA'. Dann gilt:

fl@)~b &

3k, d[("TA(k,b,d)",d) € Bewg, | &

3k, d[ (Sbpto(e, k,b,d),d) € Bewy, | <

de[b=m1(c) & (Sbpta(e,mma(c),m(c),d), mama2(c)) € Bewz, | &

Ae[b=U(c) & T"(e,d,c)].

Daraus folgt dom(f) C dom({e}") und ({e}"(@) ~ b = f(a) ~b), also f = {e}". A

Bemerkung: Die (n+1)-st. Funktion (e, @) — {e}"(a) ist partiell-rekursiv.
Abkiirzung: W := dom({e}") (={ae€ IN": IcT"(e,d,c)}).

Bemerkung:
Nach 14.2 und 14.3 gilt: {W[ : e € IN} = Menge aller n-st. rekursiv aufzihlbaren Relationen.

Satz 14.4 (Unlésbarkeit des Halteproblems)

K :={e€ IN: e € W}} ist rekursiv aufzéihlbar aber nicht rekursiv.

Beweis :

1. K ist rekursiv aufzihlbar, da (e € W} < 3eT'(e,e,c)) und T' prim. rekursiv.

2. Annahme: K rekursiv. Dann ist auch IN \ K rekursiv (aufzihlbar), und nach 14.3 existiert ein ey mit
IN\ K =W/ . Esfolgt: g € K & eg € W) & ey ¢ K. Widerspruch. A

Bemerkung:
Intuitiv betrachtet hat T" folgende Bedeutung:

e ist Nummer eines Programms, das angesetzt auf die
Eingabe @ nach k Schritten das Resultat b liefert.

Dann ist K die Menge aller Programmnummern e fiir die gilt ‘das Programm mit Nummer e terminiert bei

T"(e,d,m(b,k)) < {

Eingabe e’.

Satz 14.5 (s-m-n Theorem)

Zu m,n > 1 gibt es eine (m+1)-st. primitiv rekursive Funktion s, so daf

fiir alle e,c € IN, @ € IN", b € IN™ gilt:

a) T (e, @,b,c) < T(s™(e,b),d,c),

b) {e}m(@,5) = {sp (e, D)} (@):

Beweis :

Sei s (e) := e und s (e, b1, ..., by 1) == S (Sub("bymi1 !, Vngmas s €), b, ooy bin).

Wir beweisen  (x) Sbnimiz(e,i,j,d@,b) = Sbyya2(si (e, b), i, j,@).Daraus folgt dann sofort a) und b).
Beweis von () durch Induktion nach m:

1. m = 0: trivial.

2. Sbusmis(€, iy, @b, bmi1) = Sbpym+2(Sub(Tbymia 1, rUn+m+31a €), i, j,d,b) =
= . Def
Sbn+2( (SUb(rbm+1 7rvn+m+31ae)ab)ala.77a) D:e Sbn+2( (6 b berl)aZa.]a ) A

Satz 14.6 (Rekursionstheorem)
Zu jeder (n+1)-st. partiell-rekursiven Funktion g existiert ein e € IN mit {e}"(ad) ~ g(e, @) fiir alle @ € IN".

Beweis :
Nach 14.3 existiert ein k mit {k}"T1(d,e) ~ g(sl (e, e), @), fiir alle @,e. — Sei e := s}, (k, k).
~ 145 o,
Dann {e}"(@) ~ {s,,(k, k)}"(a@) ~ {k}"+1(d@,k) ~ g(s;, (k. k), @) ~ g(e, d). A
Korollar

Zu jedem n > 1 und jeder 1-st. rekursiven Funktion f existiert ein e € IN mit {f(e)}™ = {e}".
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Beweis : Setze g(e, @) :~ {f(e)}"(d) und wende 14.6 an. A

Beispiel zum Rekursions-Theorem
Die Ackermann-Funktion A : IN?> — IN ist definiert durch
k+1 falls m =0
A(m, k) := ¢ A(m—=1,1) falls m > 0& k=0
{ A(m=1, A(m,k=1)) sonst

Definition einer partiell-rekursiven Funktion g:

kE+1 fallsm =0
gle,m, k) :~ < {e}?(m=1,1) falls m > 0& k=0
{e}?(m=1,{e}?(m,k=1)) sonst
Nach dem Rekursions-Theorem existiert ein e mit {e}?(m, k) ~ g(e, m, k) fiir alle m, k.
Durch Hauptinduktion nach m und Nebeninduktion nach k zeigt man {e}?(m, k) ~ A(m, k). Folglich ist A

rekursiv.

Beispiel zum s-m-n Theorem

Behauptung:

Es gibt eine prim. rek. Funktion A mit {h(b,u)}*(0) = b und {h(b,uw)} ((i) * ¢) ~ {{u} (i)} (c).
Beweis:

Def.: (ag, .-y an—1) * (b, -y bn—1) := (@0, .-, Gn—1, bg, -+, b —1)-

Sei f € PR mit a = ((a)o) * f(a) fiir alle @ € IN. Sei ferner e € IN, so daf

b falls a =0
{eP(a,bu) = { {u}(()o)}"(f(a) sonst
Fiir h(b,u) := s?(e, b,u) gilt dann:
{h(b,u)}(0) ~ {}*(0, b, u) ~ b,
{h(b,u) Y (40} * €) =~ {e}*((i) * e, b,u) ~ {{u} ()} (c).

Satz 14.7 (Rice)
Fiir jede Menge F n-st. partiell-rekursiver Funktionen mit () # F # {{e}" : e € IN} ist die Menge
{e € N : {e}" € F} nicht rekursiv.
Beweis :
Nach Voraussetzung existieren eg,e; € IN mit {eg}™ ¢ F und {e1}" € F. Sei R C IN irgendeine rekursive
Menge. Wir zeigen R # {e: {e}" € F}.
n
Sei g : N"H! PN, g(e,a) i~ { }Z?%”EZ; Eﬂz z ;g .
Nach dem Rekursionstheorem existiert ein e mit Va € IN"({e}"(a) ~ g(e, a)).

Es folgt:
e € R = Va({e}"(a) > g(e,a) ~ {eo}"(a)) = {e}" ={eo}" = {e}" ¢ F.
e & R = Ya({e}"(a) ~ g(e,a) ~ {e1}"(a)) = {e}" ={e1}" = {e}" € F. A

Beweisbar rekursive Funktionen

Definition

Eine rekursive Funktion f: IN" — IN heifit beweisbar rekursiv in Z, falls es prim. rek. Funktionen Uy und
T} gibt, so daf

(i) ZFVF3y T,y =0,

(ii) f = Uy o (uT¥).
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Lemma 14.8

Eine rekursive Funktion f : IN" — IN ist genau dann beweisbar rekursiv in Z, wenn es eine X1-Formel
A(Z,y) (der Sprache PR) gibt, so dafl

(i)Y Z+Vidy A(Z,y),

(i)’ Va,b( f(@) = b & N |= Ala, b]).

Beweis :

I. Sei f beweisbar rekursiv. A(z,y) := 3z(Tr(z, 2) = 0 A Vu<z(Trzu # 0) Ay = Urz).

(i) ZFVaIy(Trzy =0) = ZFVeIz(Trzz = 0 AVu<z(Trzu #0)) = Z FVedyA(z,y).

(ii)’ klar.

II. Gelte Z - Vz3yA(z,y) und Va,b(f(a) =b & N E Ala,b]).

Es existiert eine prim. rek. Funktion g mit Z - A(z,y) <> 3z(gxyz = 0). Sei Ty (e, b) := g(e, m1b, m2b).
(i) ZFVz3yA(z,y) = Z+ VzIy3z(gzyz =0) = Z+ VzIy(Trzy =0).

(ii) ¢ = min{k : T¢(a, k) =0} = g(a,mi(c),m2(c)) =0 = N = Aa,71(c)] = f(a) = m(c). A

Bemerkung:

Nach Satz 12.17 gibt es zu jeder in Z beweisbar rekursiven Funktion f : IN — IN ein a < g9 mit f < H,.
Daraus folgt u.a., dal die Funktion H,, (i.e. n+— H, (n + 1)) nicht beweisbar rekursiv in Z ist.
Umgekehrt kann gezeigt werden, dafl jedes H, (a < g¢) beweisbar rekursiv ist.

Zusammenfassend erhilt man folgende Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von Z:

f :IN — IN ist genau dann beweisbar rekursiv in Z, wenn es g € PR und a < &g mit

f(n) =g(n,Hy(n)) (Vn € IN) gibt.

DIE TURINGMASCHINE

Die historisch &lteste abstrakte Rechenmaschine ist die nach dem englischen Logiker A.M. Turing benannte
Turingmaschine. In ihr wird das Rechnen mit Bleistift und Papier idealisiert. Wir wollen zunéchst eine
anschauliche Beschreibung der Turingmaschine geben. Der Speicher der Maschine besteht aus einem nach
beiden Seiten hin unendlichen Band, das in einzelne Felder unterteilt ist, und einem Schreib-Lese-Kopf.
Dieser steht auf einem der Felder des Bandes, dem Arbeitsfeld. Die Turingmaschine kann nun die folgenden
Befehle ausfiihren:

— Ein Zeichen a eines vorgegebenen endlichen Alphabets ¥ auf das Arbeitsfeld drucken.

— Das Arbeitsfeld 16schen (oder anders gesagt: das Leerzeichen 0 drucken).

— Den Schreib-Lese-Kopf um ein Feld nach links bzw. rechts bewegen.

— Testen, ob das Zeichen auf dem Arbeitsfeld mit einem bestimmten Zeichen z € ¥ U {0} iibereinstimmyt.
Definitionen

¥ sei ein im folgenden festes Alphabet mit ¥ N {0,L,R} = 0.

Yo:=2U{0}, %,:=%XU{0,LR}.

Y#:={p:90:Z—=3y & {i€Z:p(i)#0} endlich }, wobei Z :={...,-2,-1,0,1,2,...}.

(Die Elemente von Y# heilen Bandinschriften.)

Eine Turingprogramm ist eine Funktion P :n x £o = (n+1) x ;.

n+1 = {0, ...,n} heilt Zustandsmenge von P.

[(P) := n heifit die Linge von P.

0 heifit Anfangszustand von P.

stop(P) := n heif}t Endzustand von P.
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Zu P wird eine Zustandsiibergangsfunktion dp :IN x ¥# — IN x ©# wie folgt definiert:
1. Isti>mn,sodp(i,p):=(i,9).
2. Seii<nund P(i,0(0)) = (j,z) € (n+1) x 1.
Dann 6p(i, @) := (j,1), wobei ¢ € £# folgendermaBen definiert sei:
2.1. z € Bg: P(0) :=z und (i) := (i) fiir i # 0.
2.2. x =R: (i) := @(i+1).
23. z =L (i) :=p(i—1).

Definition der Funktion [P] : £# P23 # fiir jedes Turingprogramm P
[Pl(p) ~ ¢ & Es existiert ein k mit 653)( 0, ¢) = (stop(P), ).

Definition

Y enthalte das Symbol 1.

Fiir a4, ...,a, € IN bezeichne ¢,, ..., die folgende Bandinschrift ¢

(i) ::{1 fallsi=a1+...+ar+k+jmit 0 <k<nund 1 <j <apy

0 sonst
Fiir jedes Turing-Programm P und n > 1 sei

fRp:IN" par IN, fR(ay,...,an) :~ out([P](¢ay,....an)), WObel out(tp) := min{i > 0: ¢ (i + 1) = 0}.

Definition
part

f:IN™ = IN heiit Turing-berechenbar, falls es ein Turing-Programm P mit f = f2 gibt.

Satz
Fiir f: IN" 23 IN gilt:
f Turing-berechenbar & f partiell-rekursiv.

15 Der 2. Godelsche Unvollstandigkeitssatz

Zur Vermeidung von Mifiverstindnissen werden wir in diesem Abschnitt die Gleichheit zwischen Zeichenrei-
hen (Termen, Formeln) mit dem Symbol = ausdriicken. Eine Formel der Sprache PR heifit wahr (bzw. falsch),
wenn sie geschlossen ist und im Standardmodell gilt (bzw. nicht gilt). Unter einer X;-Formel verstehen wir
jetzt (im Gegensatz zu Abschnitt 5) eine PR-Formel der Gestalt 324, wobei A Primformel ist.

Lemma 15.1

Fiir jedes f € PR" und alle ay,...,a, € IN gilt:  f(ai,...,a,) =b = ZF fai...an =b.
Beweis durch Induktion nach dem Aufbau von f:
1.S(a)=b=Sa=b=7ZFSa=0

2. 0"(ay,...,an) =b=>0=0b=ZF0"%..ap, =
3. 17(ay,...,an) = b = al—b = ZFIla...an =
4. f = (ohgi...gm) und f(a) =

Dann h(by,...,by) = b mit by := g1(a),...,bm = gm(a), und nach L.V. gilt

ZFhbi..byp =bAgra=biA... \gma = by. Daraus folgt Z+ fa = hgia..gma = hbi...by, =D.
5. f = (Rgh): Nebeninduktion nach dem letzten Argument von f.

51. f(a,0)=b = gla)=b = ZF fa0 =ga =b.

5.2. Sei f(a,c+1) =b. Dann gilt h(a,c,d) = b mit d := f(a,c). Mit V. bzw. N.I.V. folgt daraus
ZFrhacd=>bund ZF+ fac=d, also Z}+ fact+l = faSc = hac fac=b. A

— b
—b.
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Korollar
a) Ist ¢ ein PR-Term mit FV(¢) C {z1, ..., 2}, so gilt fiir alle a4, ...,a, € IN:
N et nan] =b = Zhty, .. (a1,..,an) = b

b) Z + A, fiir jede wahre PR-Primformel A.
c) Z+ C, fir jeden wahren X,-Satz C.

Voraussetzungen, Abkiirzungen, Definitionen

Sei (£,SN) eine primitiv rekursiv reprédsentierte Sprache (vergl. Abschnitt 5) mit PR C £. Wie in Ab-
schnitt 5, sei jedem L-Ausdruck E eine Gédelnummer 'E'' zugeordnet.

Mit “Term” bzw. “Formel” ist im folgenden stets “L-Term” bzw. “L-Formel” gemeint.

Fir g € LUVARU{L,—,V,=} sei ¢ := SN(q).

Fiir PR-Terme tq, ..., t,_1 sei der PR—Term, ey tn—1) wie folgt definiert:

() :=0, (0 -er tn) i = ST(to, - vy tn—1)n-

Es sei v € PR! mit Z - v0 = 01 AvSz = (S, vz).

(Es gilt also v(n) = 'n! fiir alle n € IN.)

Definition
Eine Formel heifle einfach, wenn sie aus Primformeln und geschlossenen Formeln der Gestalt Yz A mittels

— aufgebaut ist. Terme und einfache Formeln nennen wir einfache Ausdriicke.

Konvention: Im folgenden schreiben wir 'E statt 'E!
Mitteilungszeichen: ¢ bezeichne stets ein Symbol aus LU {1, —,=}.

Satz 15.2

(S1) Z - Suby'zVTE1 =167, falls E ein £-Ausdruck mit x ¢ FV(E)

(S2) Z F Suby'z Tz =y,

(S3) Z F Suby'xY{g, 21, -.., z2n) = {G,Suby 'z 121, ...,Suby’x 2,,), wobei n = #(q).
Ohne Beweis.

Definition eines PR-Terms [E]Y fiir jeden einfachen Ausdruck E und jede endliche Variablenmenge U

v._ fve falszelU U.— (5 U U U.=T 1
1. [2] ._{W - . 2. [qB1 . En]V = (G [E]Y, ., [Ea]V), 3. VzA]Y = VzA

Definition [E]:= [E]Y mit U := FV(E).
Bemerkung: [z] = vz und [¢E:...Ey] = (4, [EA], -, [En])-

Lemma 15.3

a) Z+ [E]® = "E, falls E einfach.

b) Z \- [t] = vt — [Ey(t)] = [E]y(t), falls E einfach.

c) Z+F[0] = v0A [Sz] = vSx A [z] = ve.

Beweis :

a) Induktion nach dem Aufbau von E: 1. [z]° = Tz,

2. Sei E =qFE;...E,. Nach 15.1 bzw. L.V. gilt dann F (¢, "F;",....,"E,") = [E1 und + [E;]° = TE; .
Es folgt F [E]° = (¢,[F1]°, ..., [E.]%) = TE.

3. Fiir E = Vz A ist die Beh. trivial.

b) Induktion nach dem Aufbau von E (klar).

¢) F[0] = (0) =01 = v0 und + [Sz] = (S, [z]) = (5, vz) = vSz. A
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Lemma 15.4

a) Z F Suby'x vz = vz,

b) Z + Subvz'z1[E)V = [E]VY{z},

Beweis :

a) F Suby'z 10 = Suby™21701 = 07 = v0. + Suby'zwSz = Subyz1(S, vz) = (S, Suby'zwz) = (S,vz) = V52
b) Abkiirzung: U' :=U U {z}

1. E=y e U: F Subva'z1[E)V = Subva'z vy = vy = [E]V".

2. E=x ¢U: F Subva'z[E)V = Subvz'zz! = vz = [E]V.

3. E=y ¢ U" F Subva'z[E]V = Subva'z 1y =Ty = [E]V.

4. E=qE;...E,: + Subvz'z1[E)YV = Subva'z (g, [E1]Y, ..., [En]Y) = (¢, Subvz'z[E,]Y, ..., Subva'z ' [E,]Y)
=GB [B)) = (BT

5. E=VzA und FV(E) = 0: + Subvz'z[E]Y = Subvz'zTE1 = E1 = [E]V". A

Im folgenden sei T" ein Axiomensystem mit L(T) = Lund Z C T.

Lemma 15.5

Ist P eine 1-st. Formel mit:

(P1) THA = T+ P("TA"), fiir jede einfache Formel A

(P2) TFP([A— B]) — P([4]) — P([B)), fiir alle einfachen Formeln A, B,

(P3) TF P(z) = P(Subry'z'z),

so gilt,

(P)* THA —-...5 A, > B = TFP(4]) — ... = P([An]) — P([B]),
fiir alle einfachen Formeln Ay, ..., A,,, B (m > 0).

Beweis :

(1) T+ A& A einfach = T F P([A]Y).

Beweis durch Induktion nach der Anzahl der Elemente von U:

1. (FA=FP(TA")) und F A1 = [A]°.

2. F P([A]Y) — P(Subvz'z1[A]Y) und F Subvzz1[A]Y = [A]VV 1},

(2) Fiir einfache Formeln Ay, ..., Ay, B gilt:

THP(A — ... = A, — B]) =» P(JA1]) = ... = P([4n]) — P([B)).

Beweis durch Induktion nach m:

1. m = 0: trivial. 2. m > 0: Sei C := A — ... = A,, — B.

Wegen (P2) gilt dann F P([4; — ... = A, = B]) = P([A1]) = P([C]).

Nach I.V. gilt ferner: F P([C]) — P([42]) — ... = P([4n]) — P([B]).

Aus (1) und (2) folgt nun (P)*. A

Lemma 15.6

Ist P eine 1-st. Formel mit (P)*, so gilt fiir jedes n-st. Funktionszeichen f € PR:

Tk fzy.xp =y = P([fz1...20 = ¥]).

Beweis durch Induktion nach der Definition von f:

Vorbemerkung: Aus 15.3b,c folgt:

(I) Z+ [Ey(t)] = [E]y(t), fiir t € {0,2,S2} und E einfach.

Im folgenden wird von der Operation A — [A] nichts weiter als (P)*, (I) und die Tatsache, daf} [A] ein
PR-Term mit FV([A]) = FV(A) ist, benutzt.

1. f=0™

(1) Ffz =0,
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(2) = P([fZ = 0]), [(1),(P)*]
(@) FO0=y = [f¥=0]=[f¥=y],0) =[fZ=1y], [(@D]
(4) F f7=y - P([fZ = 1) [(1),2),3) ]
2. f =1I7: analog 7u 1.

3. f=S:

(1) = P([fz = Sz]), [ (P)*]
(2) F Sz =y = [fo = Sa] = [fz = y],(Sz) = [fx =y], [ (D]
4. f = (ohg1..-gm):

(D) FP(nZ=w]) = ... = P([gm@ = ym]) = P([hy1...ym = y]) = P([fZ = y]), [(P)*]
(2) F g7 =y = P([9:7 = yi]), [LV.]
(3) F hy1-ym =y = P([hy1-.ym = y)), [1V.]
D Fg@=y1 = ... 2 gn@ =Ym = hy1..ym =y = P([fT =y]), [ (1),(2),(3) ]
B) FhgiZ ... g% =y — P([fZ =y]), [ (4) mit g;& anstelle von y; ]
5. f = (Rgh):

Sei t := [fZz =y]. Wir werden F P(t. (0, f£0)) und F P(t. (2, fZ2)) — P(t.,,(Sz, fZ5z)) beweisen.
Mit (formaler) Induktion folgt daraus - P(t, (2, fZz)) und weiter - fZz =y — P(¢).

51. (1) FP([g7 = y]) = P([fZ0 = y]), [(P)*]
(2) k9@ =y — P([g7 = y]), [LV.]
(3) F t.(0) = [f#0 = y], [ (D]
(4) F g& =y — P(t:(0)), [ (1),(2),3) ]
(5) F P(t,,(0, f£0)). [ (4) mit fZ0 anstelle von y |
5.2. (V) F P([hdzw = y]) = P([fZz = w]) = P([f75z = y]), [(P)*]
(2’) F hFzw = y — P([hZzw = y]), [IV.]
(3") F ty(w) = [f7z = w] At.(S2) = [f#Sz = y], (D]
(4) F hizw =y — P(ty(w)) — P(£:(52)), [(17),(2)),(3) ]
(5”) F P(ts (2, fE2)) = P(t.(Sz, f2S2)). [(4’) mit fZz, f#Sz anstelle von w,y] A
Satz 15.7

Ist P eine 1-st. Formel, welche (P)* erfiillt, so gilt: T+ C — P('C"), fiir jeden X;-Satz C.
Beweis :
Sei g € PR! mit Z F 3z(gzr = 0) « C.

1) Tkgz=0-C, [ klar |
(2) T + P([gz=0]) — P([C]), [ (1), (P)*]
(3) T F [gz=0] = [gz=y],(0), [15.3b,c
(4) T+ gz =y — P([gz=y]), [15.6 ]
(5) Tk gz =0— P([C]), [(2),(3),(4) ]
(6) T + Jz(gz = 0) — P('CY), [(5), F [C] = CT|A
Satz 15.8

Ist P eine 1-st. ¥-Formel, welche (P)* erfiillt, so gilt fiir alle geschlossenen Formeln A, B:
(D) THA = THP(TAY),

(D2) THP("A— B") - P(TA1) - P('BY),

(D3) TEP(TAT) — P(TP(TAN)T).

Beweis :
Offenbar ist jede geschlossene Formel A einfach, und es gilt Z F [A] = TA'. (D1) und (D2) folgen deshalb
unmittelbar aus (P)*. (D3) folgt aus 15.7 mit C := P(TA"). A
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Satz 15.9 (Lob)

Ist P eine 1-st. Formel, welche (D1),(D2),(D3) erfiillt, so gilt fiir jeden Satz A:

THEP('A') - A = TH+A

Insbesondere gilt: TH-P('L") —= T+ L.

Beweis :

Abkiirzung: OA := P(TA7).

Sei A ein £-Satz mit T F OA — A. Nach dem Fixpunktlemma (Satz 5.8) existiert ein £-Satz C' mit
T+ C+ (OC — A). Nun folgt:

(1) TFOC - 0OC — 0OA, [aus - C — 0OC — A mittels (D1),(D2) ]
(2) THDOC — OA, [aus (1) und (D3) FOC — 0O0OC |
3)THOC — A, [(2),F04 - A]
(4 TFC, [aus (3) und F (OC — A) — C']
(5) THOC, [ (4),(D1) ]
(6) TH A. [(3),(5) 1A
Definition

Ist T primitiv rekursiv, so sei Provr(z) := Jy(Bewr(z,y) =0), Cony := —Provp("L").
Dabei sei Bewy € PR? das im Beweis von Satz 5.3 implizit definierte Funktionszeichen mit
Bewr(a,b) =0 < (a,b) € Bewrp.

Satz 15.10 (2. Gédelscher Unvollstéandigkeitssatz)
Ist T ein primitiv rekursives, konsistentes Axiomensystem mit Z C {A: T + A}, so gilt T i/ Conr.
Beweis :
Nach 15.5, 15.8, 15.9 geniigt es, (P1),(P2),(P3) mit P := Provr nachzuweisen.
u (P1): Gilt T+ A, so ist Provr(TA") ein wahrer ¥;-Satz, und somit gilt nach 15.1 (Korollar c)
Z+ Provp(TAV).
u (P2): Durch einfache Formalisierung erhilt man Z - Provr((=,x,y)) = Provr(z) — Provr(y).
Mit [A — B] = (5,[A],[B]) folgt daraus (P2).
u (P3): Dies ergibt sich durch Formalisierung des folgenden “Beweises”:
THA 2L 7rvea V20 714 (a). A

Verallgemeinerung des 2. Gddelschen Unvollstandigkeitssatzes

Sei jetzt L* eine beliebige (d.h. es muf} nicht PR C £* sein) primitiv rekursiv reprisentierte Sprache. Wie
in Abschnitt 5 wird jedem £*-Ausdruck E eine Gédelnummer 'E! zugeordnet.

Sei ferner ¥ ein primitiv rekursives Axiomensystem mit L(X) = £*. Die PR-Formeln Provs; und Cons; seien

entsprechend wie Provy und Cong gebildet.

Definition

Eine Interpretation von Z in ¥ besteht aus einer 1-stelligen £*-Formel N und einer Abbildung A ~— AN,
die jeder PR-Formel A eine £*-Formel AN zuordnet, so da8 gilt:

- 1N =1,

~(A— B)N = AN — BN,

— (VzA)N =vz(N(z) = AN),

—FV(4AN) =FV(4),

~7ZFA = Y F A" wobei A* := N(x1) = ... = N(z,) = AN mit {z1,...,z,} = FV(A4).

Lemma 15.11
Ist A — AN eine Interpretation von Z in ¥, so gilt fiir jede PR-Formel A: Y F A* = Y F A,(n)*.
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Beweis :

Sei FV(A) = {z,y}.

YFA* = YF N(y) = N(z) - AN = S+ N(y) = Vz(N(z) = AN) (1),
ZEVzA = Ay(n) = X+ (VzA — A, (n))* =

Yk N(y) = Vo(N(z) = AN) = A, (n)N Wy N(y) = A, (n)N,ie. T F A,(n)*. A

Definition

Eine Interpretation A — AN von Z in ¥ heifle streng, wenn es ein g € PR! gibt, so daB gilt:
—g("TA") =TA*7, fiir jede PR-Formel A,

— g(n) = 0, falls n nicht Nummer einer PR-Formel ist,

- 7ZF g([A = B]) =(>,9([A]), g([B])), fiir alle einfachen PR-Formeln A, B,

—ZF Provs(gz) — Provs(g(Subvy'z2)) [ vergl. Lemma 15.11 ]

Satz 15.12 (Allgemeine Form des 2. Godelschen Unvollstidndigkeitssatzes)

Ist ¥ ein primitiv rekursives, konsistentes Axiomensystem und A — AN eine strenge Interpretation von Z
in ¥, so gilt I/ (Cong)N.

Beweis :

Sei T := {A: Aist PR-Satz & ¥ + AN} und P := Provs(gz).

(1) T+ A & A ein PR-Satz = X AN,

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es Ay,..., A, € T mit F Ay —» ... - A, - A.
Esfolgt S AN — ... 5 AN » AN und ©F AN (i=1,..,n), also & - AN,
(2) T konsistent.

Beweis: T+ 1 & S 1N, 1N=1.

(3)ZCT.

Beweis: AcZ = S F AN & APR-Satz = AcT.

(4) Fiir T und P gilt (P1),(P2),(P3).

Beweis:

(P1) Sei A PR-Formel, und VA der Allabschlufl von A.

THA = THYAY S+ AN = S-4* %' ZF Provs (g((A1) = TFP(AY).

(P2) Seien A, B zwei einfache PR-Formeln. Es gilt Z F Provs({(=,z,y)) = Provs(z) = Provs(y).
Daraus folgt Z + Provs(g9([A — B])) = Provs(9([A])) — Provs(g([B])).

(P3) klar.

Nach 15.5, 15.8, 15.9 haben wir nun 7't/ =P("L"). Nach 15.1 gilt Z+ ¢g('L") =L " und somit

T I =Provs('L"). Nach Definition von T gilt deshalb ¥ I/ (=Provs ("L1))V. A
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16 Logikprogrammierung (PROLOG)

I. HORNKLAUSELLOGIK

Sei £ eine im folgenden feste Sprache 1. Stufe, die mindestens eine Konstante enthilt.

SUB sei die Menge alle Substitutionen zu L.

0,8, T bezeichnen im folgenden stets Elemente von SUB.

Fiir quantorenfreie Ausdriicke E schreiben wir jetzt auch var(E) statt FV(FE). Ferner schreiben wir ran(o)
statt FV(o); also ran(o) = |J{var(zo) : = € dom(o)}.

Eine Atom ist eine £-Primformel der Form pt;...t, mit p € £. (Gleichungen und L sind also keine Atome.)
A, B bezeichnen im folgenden stets Atome.

Geschlossene Terme bzw. Atome werden auch Grundterme bzw. Grundatome genannt.

B sei die Menge aller £-Grundatome (Herbrand-Basis).

U, sei die Menge aller £-Grundterme (Herbrand-Universum).

TER sei die Menge aller £-Terme.

Eine Klausel (genauer definite Hornklausel) ist eine Formel der Form By — ... —» B,_; — A
(abgekiirzt (Bo, ..., Bp—1 — A) ).

Fiir jede Klausel C sei VC := V...V, C mit {x1,...,z,} = var(C).

Ein Programm ist eine endliche Menge von Klauseln. Fiir jedes Programm P sei VP := {VC : C € P}.
Statt “Modell von VP” sagen wir auch “Modell von P”.

Eine £-Struktur M heifit Pseudo-Herbrand-Struktur, falls gilt:

i) |M| C TER,

i) fM(t, e tn) = ftitn.

Eine Pseudo-Herbrand-Struktur M mit |M| = U, (Menge aller Grundterme) heifit Herbrand-Struktur.

Definition
Ist M eine Pseudo-Herbrand-Struktur, E ein £-Ausdruck und o € SUB mit Vz € FV(E)(o(x) € |M]), so
sei EM[o] := EMI¢], wobei ¢ irgendeine M-Belegung mit Vo € FV(E)(£(z) = o(z)) bezeichne.

Lemma 16.1
Fiir jede Pseudo-Herbrand-Struktur M gilt: tM[o] = to, falls Vz € var(t)(o(z) € | M]).
Beweis : (ft)M[o] = fM(tM[o]) = fM(to) = fto = (ft)o. A

Sei P im folgenden ein festes Programm.

Definition
P':={Co: C e P&oecSUB},
PY:={C € P': C geschlossen}.

Induktive Definition von P % A (R. Stiirk)
(Bo,...;Bn1 = A) € P'&Vi<n(PF: B)&k=ky+...+kp,1+1 = P A
Sprechweise: P H* A & A besitzt einen (P-)Implikationsbaum der Grife k.
Abkiirzungen: P, A :& Es gibt ein & € N mit P F* A.

PF,AoN...NA, & P A& ... &PF, A,

Definition
Tp : Pot(Bz) — Pot(Bz), Tp(X) :={A: I(Bo,...., B, 1 — A) € PVi < n(B; € X)}
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Definition (Die Modelle M und M,)

i) IM| := TER (Menge aller £-Terme),

i) fM(t, e tn) = ftitn,

iii) pM == {(t1, ..., tn) : P, pti...t,}, (fiir jedes n-st. Relationszeichen p).
Mo sei die Substruktur von M mit |[My| := Uz (Menge aller Grundterme).
Bemerkung: M, ist das intendierte Modell von P.

Lemma 16.2

a) Fiir jeden quantorenfreien Ausdruck E und jede Mo-Belegung ¢ gilt: EM[¢] = EMo[g].
b) Fiir jede geschlossene Formel F' = VZD mit D quantorenfrei gilt: M |= F = M, E F.
Beweis klar.

Satz 16.3

Fiir jedes Atom A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) VPEA, (i) M E Alid], (ii) Pk, A.

Beweis :

HS1: M |= Alo] & PF, Ao.

Beweis: M = pt[o] & tM[o] e pM & to € pM & P, pto.

HS2 : M EVP.

Beweis: Sei C' = (By, ..., Bp—1 = A) € P. Zu zeigen: M |=VC, d.h. M |= Clo] fiir alle 0 € SUB. Sei also
o € SUB mit M |= B;[o] fiir ¢ < n. Mit HS 1 folgt P+, B;o fiir i < n, und daraus (wegen Co € P')
P+, Ao, d.h. (nach HS 1) M [ Afo].

(i) = (ii) folgt aus HS2. (ii) = (iii) folgt aus HS 1.

(iii) = (i): Wegen |E VC — Co, gilt VP |= C' fiir jede Klausel C' € P’. Durch Induktion nach k folgt nun
in trivialer Weise: P ¥ A = VP | A. A

Korollar
a) My ist Modell von P, und fiir geschlossenes A gilt: VP = A & Myl=A & P, A
b) Fiir jedes Modell H von P gilt: A€ Bp& Mo |=A = H = A

(M ist das minimale Herbrand-Modell von P.)
¢) Ist D eine Konjunktion von Atomen mit VP = 3z;...3z, D, so gibt es Terme ty, ..., t,, mit

VP |= Dy, .. 2. (t1, ..., tn) und var(ty, ..., t,) C FV(3ZD).
Beweis von c) (fiir n = 1): Sei D = Ag A ... A Ay, Aus der Voraussetzung folgt mit HS 2 M |= (3zD)lid],
d.h. es gibt ein ¢ mit M |= D[id%]. Mit HS 1 folgt nun P+, D,(t) und weiter (mit 16.3) VP = D, (). In ¢
ersetzen wir jetzt jede nicht zu FV(3zD) gehorende Variable durch eine Konstante der Sprache £; der so
entstehende Terme sei ¢'. Offenbar gilt dann VP | D, (t') und var(¢') C FV(3zD). A

Satz 16.4

{AeBr: Mo EA} =X CBz: Tp(X) C X} (= kleinster Fixpunkt von Tp).

Beweis :

Sei Xg:={Ae€B,: PF, A}. Nach 16.3 gilt Xo = {4 € B, : My |E A}.

Durch Induktion nach k zeigt man: P ¥ A& Ao € B & Tp(X) C X = Ao e X.

Daraus folgt: X C Tp(X) = Xo C X. AuBlerdem gilt offenbar Tp(Xp) C Xo.

Alsoist Xo = ({X C B : Tp(X) C X}. A
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Berechnung der partiell-rekursiven Funktionen durch Logik-Programme

Wir machen jetzt folgende Annahmen iiber die Sprache L:

1.0,S€L.

2. Jeder (Definition einer) n-st. part.-rek. Funktion f ist ein (n+1)-st. Relationszeichen py € £ zugeordnet.
3. Jedem n-stelligen f = (ug) ist aulerdem noch ein (n+2)-stelliges Relationszeichen ¢y € £ zugeordnet.

4. Die Zuordnungen f — ps und f ~ gy sind injektiv, und die p;’s sind verschieden von den gy’s.

Satz 16.5

Zu jeder n-st. partiell-rekursiven Funktion f laft sich ein Programm P; angeben, so daf fiir alle
ai,...,an,b € N gilt: f(ay,...,a,) b & VP; =pra;...a,b.

Beweis :

. f=0" Pr:={prx0}.

. f=S: Pp:={psaSa}.

[ =1 Pr = {prx1..x52;}.

f=1(ohg1..9m): Pr:=P,UPy U..UP, U{pgTy1 = ... = Dy, Lym — prjz = ppEz}.

. [ =(Rgh): Py := P, U P, U{p,&z — psZ0z, prfyw — ppFywz — p;¥Sy z }.

I N

f=(ng): Pr:= Py U{p,@y0 — q;Zy0, pyZySu — q;&Sy z — qr&ySz, q; 30y — prEy }.
“=": Wir behandeln nur den Fall 6.

Sei f(d,c) i~ py(g(d@,c+y) ~0). i

Wir zeigen durch Induktion nach b: (%) f(d@,c) ~b = VP; =qrach.

(i) fla,c) ~0 = g(a,¢) ~0 = VP; = pyacO = VP; = gracO.

(ii) f(a,c) ~b+1 = gla,c+b+1) ~0&Vi<bIk>0(g(a,c+ 1 +i) ~ k) & Im(g(a,¢c) ¥ m + 1) =
fla,c4+1) ~b&gla,¢) ~ m + 1 fiir ein m = YP; |= pyjacSm&VYP; = qraSch = VP |= qracSh.

Mit, () folgt nun: f(a) ~b = f(a,0) ~b = VP |= qra0b = VP = prab.

-

Wir ordnen jedem Prédikatszeichen p; den Graph der Funktion f, sowie jedem Zeichen gy den Graph der
Funktion f zu. Die Zeichen 0 und S werden wie iiblich interpretiert. Dann ist IN zusammen mit dieser
Interpretation offenbar ein Modell von VPs. A
Korollar (Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik)

Sei K die rekursiv aufzdhlbare aber nicht rekursive Menge aus 14.4.

Sei ferner f die durch f(a) @~ b & a € K&b = 0 definierte partiell-rekursive Funktion. Dann ist
K ={a € IN: VP, |= pra0}. Nach der Churchschen These gibt es also keinen Algorithmus, der fiir jede

Formel D der Sprache von Py entscheidet ob D allgemeingiiltig ist oder nicht.

IT. UNIFIKATION

Definition (Komposition von Substitutionen)
Sind o, 7 Substitutionen, so bezeichne (o7) die durch (o7)(x) := (zo)T bestimmte Substitution.
(Es gilt also z(o7) = (xz0)T.)

Lemma 16.6
a) Fir jeden quantorenfreien Ausdruck E gilt: E(o7) = (Eo)T.

b) ((o7)p) = (o(7p))-

Beweis :
a) (pt)(o7) = pt(or) T p(to)T = (p(to))r = ((pt)o)T.
b) #((o7)p) = (@(0))p = ((xo)7)p, 2(o(rp)) = (20)(rp) 2 ((x0)7)p. A
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Aufgrund dieses Lemmas kénnen wir im folgenden also einfach EoT bzw. o1p schreiben.

Definition

1. o heilt invertibel, falls es ein 7 mit 70 = o7 = id gibt.

2. o heifit Variablensubstitution, falls zo € VAR fiir alle z gilt.

3. Eine Variablensubstitution o heifit Permutation (von Variablen), falls o : VAR — VAR bijektiv ist.
Bemerkung: Jede injektive Variablensubstitution ist eine Permutation.

Beweis: Sei o eine injektive Variablensubstitution. Zu zeigen VAR C {zo : © € VAR}. Angenommen, es
gébe eine Variable y ¢ {zo : x € VAR}. Dann wire {y, yo,yoo,...} eine unendliche Teilmenge von dom(o).
Widerspruch.

Lemma 16.7

o1 =id = o, T sind Permutationen und 7 = o~1.
Beweis :

Wire xzo keine Variable, so konnte auch zor keine Variable sein, im Widerspruch zu o = id. Also ist o
eine Variablensubstitution. ¢ ist auch injektiv, denn (zo = yo = x = xoT = yor = y). Somit ist o eine
Permutation. Mit o7 = id folgt daraus, dafl 7 auch eine Variablensubstitution ist. Der Rest ist nun klar. A
Folgerung

Eine Substitution o ist genau dann invertibel, wenn sie eine Permutation ist.

Definition
7 heift allgemeiner als o (in Zeichen o < 1), falls es ein p mit o = 7p gibt.

7 und o heiflen dquivalent, falls o < 7 und 7 < o gilt.

Lemma 16.8

Sind 7 und ¢ dquivalente Substitutionen, so gibt es eine Permutation 7 mit or = 7 und 77~! = 7.

Beweis :

Sei V :=ran(o) U {z : z ¢ dom(o)}, und gelte op = 7 und 7p' = 0. Dann opp’ = o und deshalb zpp’ =z
fiir alle 2 € V. Folglich muf} auch zp fiir jedes € V eine Variable sein. Ferner ist p|y injektiv. Wie gleich
gezeigt wird, existiert deshalb eine Permutation 7 mit xm = xp fir alle z € V. Fiir dieses 7 gilt dann

on =7. [¢ € dom(o) = xom =xop =27; x € dom(o) = xom =T =2p = TOP = TT|

Zur Definition von 7: Sei dom(p) NV = {zy,...,2,}, wobei z1, ..., z, paarweise verschieden und

{z eV izp gV} ={x1,...,xn} mit m <n. Dann {zpm41p,...,2np} C {z1, ..., 20}

Sei {y1, e, ym} = {x1, e, Zn } \ {Zms10, -, Tup}-

Wir setzen w(pxz;) = y;, fir 1 <i<m, w(zx):=p(x), fir x €V, sowie 7(z) := x sonst. A
Definition

Paare (t,t') (wobei t,t L£-Terme sind) nennen wir im folgenden Gleichungen.

Sei G eine Menge von Gleichungen.

o heifit Unifikator von G (oder o unifiziert G ), falls to = t'o fiir jedes Paar (¢,t') € G.

0 heifit allgemeinster Unifikator (mgu) von G, falls # Unifikator von G ist, und 7 < 6 fiir jeden Unifikator
von G gilt.

Die Martelli-Montanari-Regeln zur Berechnung von mqu'’s

Das Symbol + bezeichne hier die disjunkte Vereinigung.

(U1) G+ {(fs1---8n, ft1.-tn)} =m GU{(s1,t1),-.-,(Sn,tn)}-

(U2) G+ {(z,t)} —=m Gz(t)U{(x,t)}, falls € var(G) \ var(t).

(U3) G+ {(t,z)} —=m GU{(z,t)}, falls ¢t keine Variable ist.

(U4) G+ {(z,2)} =M G.

— — O~ e
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Lemma 16.9

a) G —»p G = (o unifiziert G & o unifiziert G').

b) G -m G' = (o ist mgu von G & o ist mgu von G').

Beweis :

a) (U1),(U3),(U4) sind klar.

(U2) Wegen z & var(t) ist 7 := id!, offenbar ein mgu von {(z,t)}. Sei nun o ein Unifikator von G + {(z,t)}.
Dann ¢ = 7p. Da z nicht in ¢t vorkommt, gilt 77 = 7, und es folgt o = 7p = 77p = 70. Also gilt:

o Unifikator von G + {(z,t)} < 7o Unifikator von G & zo = to < o Unifikator von G, (¢t) U {(z,t)}. A

Lemma 16.10

Es gibt keine unendliche Folge von endlichen Gleichungsmengen G, mit G, —ar Gpy1 fiir alle n.

Beweis :

Fiir jede endliche Gleichungsmenge G sei a(G) := w? - k + w - m + n, wobei

k := Kardinalitdt der Menge var(G) \ {z : 3Go,t[G = Go + {(z,t)} &z & var(Go) U var(t) |},

m := “Lange” von G,

n := Anzahl der Gleichungen (x,t) in G, wo ¢ keine Variable ist.

Wie man sich leicht iiberlegt, gilt: G = G' = «(G) > a(G"). A

Lemma 16.11

Ist keine der Regeln (U1)—(U4) auf G anwendbar, so gilt:

Ist G = {(z1,t1), ..., (®n, tn) }, wobei die z;’s paarweise verschieden sind und nicht in #;...t,, vorkommen, so
ist 6 := idil>~'» ein mgu von G mit 66 = 6.

Andernfalls ist G nicht unifizierbar.

Beweis :

Da nach Voraussetzung keine der Regeln (U1)—(U4) auf G anwendbar ist, muf} einer der folgenden Félle
vorliegen:

1. G enthilt eine Gleichung (z,t) mit = € var(t) und ¢ # z. Dann zo # to, fiir alle o.

2. G enthilt eine Gleichung (s,t) mit s,t ¢ VAR. Wegen (U1) miissen s,¢ mit verschiedenen
Funktionszeichen anfangen, also so # to, fiir alle o.

3. G =A{(z1,t1), ..., (Tn,tn)} mit z; & var(t;) fiir i = 1,...,n, und (z;,¢;) # (x;,t;) fir i # 5.

Wegen (U2) muf sogar gelten z; ¢ {z;} Uvar(t;) fiir i # j. Also sind 21, ..., 2,, paarweise verschieden

und es gilt {21, ..., 2, } Nvar(ty...t,) = 0; folglich ist 6 := idl ' ein Unifikator von G.

Aus zjo0 = t;o (i =1,...,n) folgt z;00 = tjoc = z;0; und fir y & {z1,...,x,} gilt yfo = yo; also o = o, d.h.
6 ist mgu von G. Aus {x1,...,xp} Nvar(ty...t,) = 0 folgt 60 = 6. A

RESULTAT:

Zu jeder unifizierbaren endlichen Gleichungsmenge G 148t sich mittels der Martelli-Montanari-Regeln ein
mgu 6 berechnen, fiir den aulerdem gilt 0 = 6 und dom(#) U ran(#) C var(G) .

(Beweis mittels 16.9, 16.10, 16.11 .)

ITI. SLD-RESOLUTION

Definitionen

Fiir quantorenfreie Formeln D, D' definieren wir: D ~ D' :& es gibt eine Permutation 7 mit D' = Dr.
o heifit Unifikator von (A4, B), falls Ao = Bo.

mgu(A, B) := Menge aller mgu’s von (4, B).

Ein Ziel (goal) ist eine endliche Folge von Atomen. Das leere Ziel bezeichnen wir mit OI.
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Wir identifizieren jedes Ziel (Ao, ..., A,—1) mit der Formel (49 — ... - 4,1 — 1) — 1, d.h. mit der
Konjunktion Ag A ... A A,,—1. (Das leere Ziel O entspricht dabei der Formel 1L — 1.)

F,G, Q seien Mitteilungszeichen fir Ziele.

A sei Mitteilungszeichen fiir Paare von Zielen.

Ist A=(G,G"),s0sei A[Q]:=GxQ«G', A[B]:=G=*(B)*xG', A[]]=G=G".

Fir Q = (Ao, ..., Ap—1) sei @ — B := (Ao, ..., Ap—1 — B).

P(A):={Q - Be€ P: Jo,7(Ac = Br)}.

Ein Baum ist eine Funktion T' deren Definitionsbereich dom(7") eine Menge von endlichen Folgen ist,
fiir die gilt:

i) () € dom(T),

ii) v * (1) € dom(T) = v € dom(T).

Abkiirzung

T*(v)=(a;{a,)er) & vedom(T)&T(v)=a&I={1:vx*() €dom(T)} &V € I(T(v* (1)) =a,).

Definition

Ein SLD-Baum fiir Gy ist ein Baum T mit T'(()) = (G, Go),

so daf} fiir jeden Knoten v € dom(T') gilt:

i) ist T(v) = (O, F),s0 {t: v« (1) € dom(T)} = 0,

ii) ist T'(v) = (G, F) mit G # O, so existieren A, B und eine Familie (Q,, 4,,6,),cp(p) mit
-G =A[B,
-1 Q,—A, &var(Q,,A,) Nvar(G, F) = 0 &6, € mgu(A,, B), fiir alle 1 € P(B),
T ) 2 (G, F); (AR FO.))cr(m)-

Bemerkung

Ist T ein SLD-Baum fiir G und (G, F) € ran(T), so ist F' eine Instanz von G,

d.h. F' ist von der Gestalt G6.

Satz 16.12 (Korrektheit der SLD-Resolution)

Ist T ein SLD-Baum fiir Gg, so gilt: (O, F) € ran(T) = VP = F.

Beweis :

HS: T(v)=(G,F) = YPEG - F.

Beweis durch Induktion nach der Linge von v:

1. Gy = Gy: Klar.

2. Gelte schon YP =G — F und sei G = A[B], Q — A=~ € P(B), Af = B6.
Dann VP E G — F& VP |= Q0 — A0 & A = B, und somit VP = A[Q]6 — F9.

Aus (O, F) € ran(T) folgt mit HS VP =0 — F, d.h. VP [EF. A

Definition
Fiir Q = (A[), ...,Anfl) sei: P "{f Q = E'ko, ...,knfl(k =ko+..+k, 1&Vi< TL(P "{fl Az))

Lemma 16.13

Sei T ein SLD-Baum fiir Go und gelte P 7 Goo. Dann existiert zu jedem k < n ein Paar (G, F) € ran(T)
und eine Substitution p mit P 7% Gp und Fp = Gyo.

Beweis :

(i) £ = 0: trivial. (G := F := Gp und p := 0)

(ii) Gelte k < n&T(v) = (G,F)& P F~% Gp& Fp = Gyo.
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Wegen n — k > 0 ist G # 0. Wir haben also T*(v) = ((A[B], F); ((A[Q.]0., F0.)).cp(B)),

wobeli G = AB]& 1~ Q,—A, &var(Q,, A,) Nvar(G, F) = 0 &6, € mgu(A,, B).

Aus P 7% A[B]p folgt P F"+! Bp& P FP"k=m=1 Al]p mit 0 <m < n — k.

Somit existiert Q — Bp € P' mit P F™ Q.

@ — Bp ist Instanz eines + € P(B). (Dieses ¢ halten wir jetzt fest.)

Es gilt T (v * (1)) = (G', F') mit G' := A[Q,]8,, F' := F9,.

Ferner existiert ein 7 mit (Q, - A,)7 =Q — Bp. O.E.d.A. Gt =Gp& Fr = Fp.

Folglich A,7 = Bt und deshalb 6,p’ = 7 fiir ein p'. Es folgt weiter Goo = Fp = Fr = Ff,p' = F'p' und

p Fmtn—k=m=1 ApiO] je. PR A[Q160,0', 1e. PR Gy, A

Satz 16.14(Korrektheit und Vollstandigkeit der SLD-Resolution)
Ist T ein beliebiger SLD-Baum fiir Gy, so gilt:
VP = Goo < 3O, F) € ran(T)3Ip(Goo = Fp).

Beweis :

“&”: Satz 16.12 .

“=": Aus der VP = Gyo folgt mit Satz 16.3 P F? Gyo fiir ein n € IN. Nach Lemma 16.13 existiert

(G, F) € ran(T) und p mit Fp = Goo und P F? Gp. Letzteres impliziert aber G = 0. A
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