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10 OrdinalzahlarithmetikVereinbarung: � bezei
hne im folgenden stets eine Limeszahl.De�nition1. Eine Klasse A � On hei�t abges
hlossen, falls gilt 8u(; 6= u � A ) sup(u) 2 A).2. Eine Funktion F : On! On hei�t stetig, falls gilt 8u(; 6= u � On ) F (sup(u)) = sup(F [u℄) ).3. F : On! On hei�t Normalfunktion, falls F ordnungstreu und stetig ist.Lemma 10.1a) ; 6= u � On ^ sup(u) 62 u ) sup(u) 2 Lim.b) � 2 Lim , � 6= 0 ^ sup(�) = �.
) � Na
hfolgerzahl ) � = sup(�) + 1 ^ sup(�) = max(�).d) F : On! On ordnungstreu ) 8�(� � F (�)).Beweis :a) Sei ; 6= u � On und � := sup(u) 62 u. O�enbar ist dann � 6= 0. Bleibt zu zeigen 8� < �(� + 1 < �). Seialso � < �. Dann ist � keine obere S
hranke von u, d.h. es existiert ein � 2 u mit � < �. Wegen � 62 u giltdann � + 1 � � < �.b) \)" sup(�) � � ist trivial. Aus sup(�) < � w�urde sup(�) + 1 2 � und damit sup(�) + 1 � sup(�)folgen. Widerspru
h. \(" Aus sup(�) = � 6= 0 folgt sup(�) 62 � 6= ; und daraus mit a) sup(�) 2 Lim.
) � = � + 1 ) � = max(�) ) � = sup(�).d) Induktion na
h �: 8� < �(� � F (�)) ) 8� < �(� < F (�)) ) � � F (�): 4Lemma 10.2. F�ur jede Funktion F : On! On gilt:F Normalfunktion , 8�(F (�) < F (�+ 1)) ^ 8�2Lim(F (�) = sup(F [�℄) ).Beweis :\)" F (�) = F (sup(�)) = sup(F [�℄).\(" 1. Dur
h Induktion na
h � erhalten wir 8� < �(F (�) < F (�)).2. Sei ; 6= u � On und � := sup(u). Ist � 2 u, so F (�) = sup(F [u℄), da F ordnungstreu. Ist � 62 u, so� 2 Lim und deshalb F (�) = sup(F [�℄). Ferner gilt u � � ^ 8� < �9�2u(� < �), woraussup(F [�℄) = sup(F [u℄) folgt. 4Lemma 10.3. F�ur jede Normalfunktion F : On! On gilt:a) F (�) = supfF (� + 1) : � 2 �g, f�ur alle � > 0.b) � 2 Lim ) F (�) 2 Lim.
) 8
 � F (0)9!�(F (�) � 
 < F (�+ 1)).d) G Normalfunktion ) F ÆG Normalfunktion.Beweis :a) Wegen 8� < �(� + 1 � �) gilt 
 := supfF (� + 1) : � < �g � F (�).Ist � = � + 1, so F (�) 2 fF (� + 1) : � < �g und deshalb F (�) � 
.Ist � 2 Lim, so F (�) = supF [�℄ � supfF (� + 1) : � < �g = 
.b) Es ist 0 � F (0) < F (�). Aus 
 < F (�) folgt (wegen F (�) = supF [�℄) 9� < �(
 < F (�)) und weiter9�(
 + 1 � F (�) < F (�)).
) Sei 
 � F (0). Wegen 
 � F (
) < F (
 +1) existiert � := minf� : 
 < F (� +1)g. Dann 
 < F (�+1). Ist� = 0, so F (�) = F (0) � 
. Ist � > 0, so F (�) = supfF (� + 1) : � < �g und 8� < �(F (� + 1) � 
), alsoF (�) � 
.d) (F ÆG)(sup(u)) = F (sup(G[u℄)) = sup(F [G[u℄℄) = sup((F ÆG)[u℄). 41



Lemma 10.4Ist F die Ordnungsfunktion von A � On, so gilt:F Normalfunktion , A abges
hlossen und unbes
hr�ankt.Beweis :1. dom(F ) = On , A 62 V , A unbes
hr�ankt.2. Sei jetzt dom(F ) = On.\)" Sei ; 6= u � A und v := F�1[u℄. Dann sup(u) = sup(F [v℄) = F (sup(v)) 2 A.\(" � 2 Lim ) F [�℄ � A ) 
 := sup(F [�℄) 2 A ) 
 = minfx 2 A : 8� < �(F (�) < x)g 8:7) 
 = F (�).4Bemerkung:Die Funktion � 7! �� ist eine Normalfunktion. (Siehe 9.10)Lemma 10.5Ist F : On! On eine Normalfunktion, so ist die Klasse f� : F (�) = �g aller Fixpunkte von Fabges
hlossen und unbes
hr�ankt. Die Ordnungsfunktion dieser Klasse wird mit F 0 bezei
hnet, und hei�tAbleitung von F . Es gilt: F 0(0) = supn2! F (n)(0), F 0(� + 1) = supn2! F (n)(F 0(�) + 1).Beweis :1. abges
hlossen: Sei ; 6= u � On mit 8�2u(F (�) = �), und sei � := sup(u).Dann F (�) = supfF (�) : � 2 ug = supf� : � 2 ug = �.2. unbes
hr�ankt: F�ur 
 2 On sei 
� := supn2! F (n)(
). Wir zeigen 
� = minf� : 
 � � = F (�)g. Darausfolgen dann au
h die beiden restli
hen Behauptungen. { Wegen 8�(� � F (�)) gilt 
 � 
�. F�ur � 2 On mit
 � � = F (�) folgt dur
h vollst�andige Induktion 8n(F (n)(
) � �), also 
� � �.S
hlie�li
h gilt F (
�) = supn2! F (n+1)(
) = 
�. 4LemmaSind A;B � On abges
hlossen und unbes
hr�ankt, so au
h A \ B.Beweis :1. A \ B abges
hlossen: klar.2. Sei 
 2 On.De�nition: �0 := �0 := 
; �n+1 := minf� 2 A : �n; �n < �g; �n+1 := minf� 2 B : �n; �n < �g:Dann �� := supf�n : 0 < n 2 !g 2 A; �� := supf�n : 0 < n 2 !g 2 B und 
 < ��.Ferner gilt �� � supf�n+1 : 0 < n 2 !g = �� und ebenso �� � ��, also �� = �� 2 A \B. 4De�nition von �+ � dur
h trans�nite Rekursion na
h ��+ 0 := �; �+ (� + 1) := (�+ �) + 1; �+ � := supf�+ � : � < �g.Genaue Ausf�uhrung der trans�niten Rekursion: Sei R := f((x; y); (x; z)) : x; y; z 2 On & y < zg undG : (On �On)� V ! V , G((�; 0); f) := �, G((�; � + 1); f) := f((�; �)) + 1, G((�; �); f) := sup(ran(f)):Dann �+ � = F ((�; �)) mit F (x) := G(x; F jxR). [ Im zweiten Fall der De�nition von G haben hierGebrau
h von folgender Konvention gema
ht: Ist f keine Funktion oder x 62 dom(f), so sei f(x) := 0. ℄Abk�urzung: 1 := 00.Diese Abk�urzung ist vertr�agli
h mit dem bisherigen Gebrau
h der Zei
henreihe \+1" als Synomym f�ur \ 0 ",denn es gilt �0 = �+ 00.
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Lemma 10.6a) F�ur jedes � ist � 7! �+ � die Ordnungsfunktion von f
 : 
 � �g und folgli
h eine Normalfunktion.b) �0 < �1 ) �+ �0 < �+ �1
) � � �+ �d) 8
 � �9!�(� + � = 
)e) �0 � �1 ) �0 + � � �1 + �f) (�+ �) + 
 = �+ (� + 
)g) �; � < ! ) �+ � = � + � < !h) 0 < k < ! ) k + ! = ! < ! + kBeweis :a){d) Sei +�(�) := �+ �. Na
h 10.2 ist +� Normalfunktion. Daraus folgt b) und 
). Ferner ist +� dieOrdnungsfunktion von ran(+�), und ran(+�) � f
 : 
 � �g. Mit 10.3
 folgt umgekehrt8
 � �9�(� + � � 
 < �+ (� + 1) = (�+ �) + 1), d.h. 8
 � �9�(� + � = 
).e) Induktion na
h �. f) Induktion na
h 
.g) Mit 9.13b,
 folgt dur
h Induktion na
h �: �; � < ! ) �+ � = �+̂� 2 !.h) ! � k + ! = supfk + n : n < !g � ! < ! + k. 4De�nition von � � � dur
h trans�nite Rekursion na
h �� � 0 := 0; � � (� + 1) := (� � �) + �; � � � := supf� � � : � < �g.Lemma 10.7a) F�ur jedes � � 1 ist � 7! � � � eine Normalfunktion.b) �0 � �1 ) �0 � � � �1 � �
) (� � �) � 
 = � � (� � 
)d) � � (� + 
) = � � � + � � 
e) 0 � � = � � 0 = 0 & 1 � � = � � 1 = �f) �; � < ! ) � � � = � � � < !De�nition von �� dur
h trans�nite Rekursion na
h ��0 := 1; ��+1 := �� � �; �� := supf�� : � < �g.Lemma 10.8F�ur � � 2 gilt:a) � 7! �� ist Normalfunktion.b) � � 
 ) �� � 
�
) �� � �
 = ��+
d) (��)
 = ���
e) � > �0 > ::: > �n & Æ0; :::; Æn < � ) �� > ��0 � Æ0 + :::+ ��n � Æn.Beweis :e) Ind. na
h n: I.V. ) ��0 > ��1 � Æ1+ :::+��n � Æn ) a� � ��0 �� � ��0 � Æ0+��0 > ��0 � Æ0+ :::+��n � Æn.4Satz 10.9a) Zu � � 2 und 
 � 1 existieren eindeutig �; Æ; 
0 mit 0 < Æ < � & 
0 < �� & 
 = �� � Æ + 
0.b) Zu � � 2 und 
 � 1 existieren eindeutig �0 > ::: > �n und 0 < Æ0; :::; Æn < � mit
 = ��0 � Æ0 + :::+ ��n � Æn.Die Darstellung in b) nennt man die Cantors
he Normalform von 
 zur Basis �.3



Beweis :a) Eindeutigkeit: Sei 
 = �� � Æ + 
0 = ��1 � Æ1 + 
1 mit 0 < Æ; Æ1 < � & 
0 < �� & 
1 < ��1 . Dann�� � 
 < ��+1 & ��1 � 
 < ��1+1, also � = �1. Weiter folgt nun �� � Æ � 
 < �� � (Æ + 1) und�� � Æ1 � 
 < �� � (Æ1 + 1), also au
h Æ = Æ1. Aus �� � Æ + 
0 = �� � Æ + 
1 folgt s
hlie�li
h 
0 = 
1.Existenz: Na
h 10.3
 existiert ein � mit �� � 
 < ��+1, d.h. �� � 1 � 
 < �� � �. Wiederum mit 10.3 (imwesentli
hen) folgt daraus �� � Æ � 
 < �� � (Æ +1) = �� � Æ+ �� mit 0 < Æ < �. Na
h 10.6 existiert deshalbein 
0 < �� mit 
 = �� � Æ + 
0.b) folgt aus a) und 10.8e mittels Induktion na
h 
. 4De�nition (Additive Hauptzahlen)
 2 On hei�t additive Hauptzahl, falls 
 > 0 ^ 8�; � < 
(� + � < 
).H := Klasse aller additiven Hauptzahlen.Lemma 10.10a) � 7! !� ist die Ordnungsfunktion der Klasse H aller additiven Hauptzahlen.b) 
 2 H , 
 > 0 ^ 8� < 
(� + 
 = 
).Beweis :a) \)": Wir zeigen !� 2 H :1. !0 2 H ist trivial.2. 0 < �; � < !� ) �; � < !�+1 f�ur ein � < � ) �; � < !� � n f�ur ein n < ! )� + � < !� � n+ !� � n = !� � (n+ n) < !�+1 � !�.\(": Wir zeigen: 
 62 f!� : � 2 Ong ) 
 62 H .Sei 1 � 
 62 f!� : � 2 Ong. Dann 
 = !� � n+ 
0 mit 0 < n < ! & 
0 < !� und 1 < n _ 0 < 
0. F�ur� := !� � (n� 1) + 
0 gilt nun 0 < � < !� � n � 
 und !� < !� + � = 
, d.h. 
 62 H .b) \)": Sei 
 2 H und � < 
. Dann � + 
 = supf� + � + 1 : � < 
g � 
.\(": Gelte 
 > 0 & 8� < 
(� + 
 = 
), und sei �; � < 
. Dann � + � < � + 
 = 
. 4De�nition� =NF �0 + :::+ �n :, � = �0 + :::+ �n & �0 � ::: � �n & �0; :::; �n 2 H .Lemma 10.11a) Zu jedem � > 0 existiert genau ein Tupel �0; :::; �n mit � =NF �0 + :::+ �n.b) � =NF �0 + :::+ �n & k < n ) �0 + :::+ �k < � & �k+1 + :::+ �n < �.Beweis :a) folgt aus dem Satz �uber die Cantors
he-Normalform (zur Basis !) unter Ber�u
ksi
htigung der Glei
hung!� � n = !� + :::+ !� .b) 1. �0 + : : :+ �k < �0 + : : :+ �k+1 � �.2. �k+1 + :::+ �n � �k + :::+ �n�1 < �k + :::+ �n � �. 4De�nition (Nat�urli
he Summe oder Hessenberg-Summe)�#0 := 0#� := �.F�ur � =NF �0 + :::+ �n und � =NF �n+1 + :::+ �n+m sei �#� := �p(0) + :::+ �p(m+n),wobei p eine Permutation von m+ n+ 1 mit �p(0) � ::: � �p(m+n).
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Lemma 10.12a) �#� = �#�,b) (�#�)#
 = �#(�#
),
) �0 � ::: � �n additive Hauptzahlen ) �0 + :::+ �n = �0#:::#�n,d) � < 
 ) �#� < �#
,e) �; � < !
 ) �#� < !
 ,f) �+ � � �#�.Beweis :a),b),
),e) klar.d) Wegen b), 
) rei
ht es, die Behauptung f�ur � 2 H zu beweisen. Dies ges
hieht dur
h Induktion na
h 
.Sei � =NF �0 + :::+ �n und 
 =NF 
0 + :::+ 
m. Wegen � < 
 ist dann �0 � 
0.Fall 1: � � 
0. Dann �#� = �+ � < �+ 
 = �#
.Fall 2: �0; � < 
0. Dann �#� < 
0 < �#
.Fall 3: � < �0 = 
0. Dann �#� = �0 + (�#�̂) & �#
 = �0 + (�#
̂) wobei�1 + :::+ �n = �̂ < 
̂ = 
1 + :::+ 
m. Mit I.V. folgt daraus �#� < �#
.f) 1. Ist � 2 H , so �+ � = � � �#� oder �+ � = �#�.2. F�ur beliebiges � folgt die Behauptung aus 1. und b),
), sowie 10.6 . 4MultimengenDe�nitionEine Multimenge ist eine Funktion M mit ran(M) � ! n f0g. x hei�t Element der Multimenge M(ges
hrieben x 20 M), falls x 2 dom(M). Ist M Multimenge und x 62 dom(M), so sei M(x) := 0.Vereinigung t, Dur
hs
hnitt u und Di�erenz � von Multimengen seien wie folgt de�niert:dom(M tN) := dom(M) [ dom(N) und (M tN)(x) :=M(x) +N(x),dom(M uN) := dom(M) \ dom(N) und (M uN)(x) := minfM(x); N(x)g,dom(M�N) := fx 2 dom(M) : N(x) < M(x)g und (M�N)(x) :=M(x)�� N(x).Eine Multimenge M hei�t endli
h, falls dom(M) endli
h ist.Jede endli
he Multimenge ist also von der Form f(x0; k0); :::; (xn�1; kn�1)g mit 
ardfx0; :::; xn�1g = n 2 !und k0; :::; kn�1 2 !.Bemerkung: F�ur Multimengen M;N gilt M = (M uN) t (M�N).Sei nun � eine Relation. Die dur
h � induzierte Multimengenordnung �mul ist folgenderma�en de�niert:N �mul M :, N 6=M & 8x 20 N�M9y 20 M�N(x � y).Lemma 10.13Sei � eine Relation, und sei o : V ! On mit 8x; y(x � y ! o(x) < o(y)).F�ur jede endli
he Multimenge M = f(x0; k0); : : : ; (xn�1; kn�1)g seio(M) := !o(x0) � k0# : : :#!o(xn�1) � kn�1.(Wegen der Kommutativit�at und Assoziativit�at von # ist dies eine korrekte De�nition.)Dann gilt f�ur alle endli
hen Multimengen M;N :a) o(M tN) = o(M)#o(N),b) N �mul M ) o(N) < o(M).Beweis :a) \klar"b) Na
h a) gilt o(N) = o(M uN)#o(N�M) und o(M) = o(M uN)#o(M�N).No
h zu zeigen o(N�M) < o(M�N). 5



Fall 1: N�M = ;. Dann o(N�M) = 0 und (wegen N 6=M) M�N 6= ;, also 0 < o(M�N).Fall 2: N�M 6= ;. Wegen N �mul M ist dann au
h M�N 6= ;, und f�ur � := maxfo(x) : x 20 N�Mg und� := maxfo(x) : x 20 M�Ng gilt � < �. Es folgt o(N�M) < !�+1 � !� � o(M�N). 4KorollarIst � wohlfundiert, so ist �mul einges
hr�ankt auf die Klasse der endli
hen Multimengen fundiert.Beweis :Mittels �-Rekursion de�nieren wir o(x) := supfo(y) + 1 : y � xg.Daraus folgt mit 10.13b die Fundiertheit von �mul.11 Erg�anzungen zur Vorlesung \Logik I"Vereinbarungen:Ist F keine Funktion oder x 62 dom(F ), so sei F (x) := 0.Eine Funktion f mit dom(f) = n 2 ! s
hreiben wir au
h als (f(0); :::; f(n�1)), und nennen sie ein n-Tupel.1. Trans�nite Induktion und Rekursion f�ur beliebige wohlfundierte RelationenWir zeigen, da� in Lemma 8.2 und Satz 8.3 auf die Voraussetzung \R transitiv" verzi
htet werden kann.De�nition (transitive H�ulle einer Relation R)R� := f(y; x) : 9(x0; :::; xn)[yRxn ^ xnRxn�1 ^ : : : ^ x1Rx0 = x℄g.Lemma 11.1F�ur jede Relation R gilt:a) R � R� und R� ist transitiv.b) R � Q � V � V & Q transitiv ) R� � Q.
) R 2 V ) R� 2 V .d) 8x(xR 2 V ) ) 8x(xR� 2 V ).Beweis :a) R � R� ist trivial. Gelte nun zRymRym�1 : : : y1Ry0 = y und yRxnRxn�1 : : : x1Rx0 = x.Dann zRxn+m+1Rxn+m : : : x1Rx0 = x mit xn+i+1 := yi.b) Dur
h Induktion na
h n zeigt man: yRxnRxn�1 : : : x1Rx0 = x ) (y; x) 2 Q.
) Sei R 2 V . Dann sind au
h a := dom(R) [ ran(R) und a� a Mengen. Ferner ist a� a o�enbar einetransitive Relation, die R umfa�t. Mit b) folgt also R� � a� a und weiter R� 2 V .d) Sei a 2 V . De�nition: h0 := fag; hn+1 := SfxR : x 2 hng.Dur
h Induktion na
h n folgt (xnRxn�1 : : : x1Rx0 2 a ) xn 2 hn), und somit aR� � Sn2! hn 2 V . 4Lemma 11.2F�ur jede wohlfundierte Relation R gelten die Prinzipien (I) (Existenz minimaler Elemente) und (II)(Induktion �uber R). (D.h. in 8.2 kann auf die Voraussetzung \R transitiv" verzi
htet werden).Beweis von (I): Gelte u 2 C.Fall 1: 8y2uR(y 62 C). Dann fertig.Fall 2: 9y2uR(y 2 C). Dann a := uR� \ C 6= ;. Da R fundiert ist, existiert ein 
 2 a mit 8y2
R(y 62 a).Aus 
 2 uR� folgt 
R � uR� . Somit 
 2 C und 8y2
R(y 62 C). 4Lemma 11.3Ist R eine wohlfundierte Relation, so au
h R�. 6



Beweis :Na
h 8.1 (und wegen 11.1d) rei
ht es, das Induktionsprinzip f�ur R� zu beweisen.Gelte (1) 8x(xR� � C ! x 2 C). Zu zeigen ist: 8x(x 2 C).Sei �C := fx : xR� � Cg. Wegen (1) gilt dann (2) �C � C. Ferner gilt: (3) 8x(xR � �C ! x 2 �C).Beweis von (3): xR � �C (2)) xR � C ^ 8y2xR(yR� � C) ) xR� � C ) x 2 �C.Aus (2),(3) und 11.2 folgt 8x(x 2 �C � C). 4Lemma 11.4F�ur jede wohlfundierte Relation R gilt das Prinzip der Rekursion �uber R.(D.h. in 8.3 kann auf die Voraussetzung \R transitiv" verzi
htet werden.)Beweis :Sei R wohlfundiert und G : A� V ! V . Wir de�nieren G0 : A� V ! V; G0(x; f) := G(x; f jxR). Na
h 11.3und 11.1 ist R� wohlfundiert und transitiv; und na
h 8.3 existiert genau ein F : A! V mitF (x) = G0(x; F jxR�) f�ur alle x 2 A. Es gilt aber G0(x; F jxR�) = G(x; F jxR). 4Da die Elementrelation 2 wohlfundiert ist (aufgrund des Fundierungsaxioms), erh�alt man als Spezialfall von11.2 und 11.4 die folgenden Prinzipien der sog. 2-Induktion bzw. 2-Rekursion:(2-Induktion) 8x(x � C ! x 2 C)! 8x(x 2 C)(2-Rekursion) Zu G : V ! V existiert genau ein F : V ! V mit F (x) = G(F jx) f�ur alle x.2. Induktive De�nitionenSei A eine Menge und � eine re
exive, antisymmetris
he und transitive Relation auf A.Ferner gelte: Jede �-Kette X � A besitzt ein Supremum in A.Sei � : A! A monoton bzgl. �, d.h. 8x; y2A(y � x! �(y) � �(x)).De�nitionI�� := ��(sup�<� I��) falls das sup existiertsup(;) sonst.Satz 11.5a) � < � ) I�� � I��.b) I�+1� = �(I��).
) Es existiert ein � mit I�� = I�+1� .d) Gilt I�� = I�+1� , so 8� � �(I�� = I��) und I�� = min�fx 2 A : �(x) � xg;insbesondere ist I�� der �-kleinste Fixpunkt von �.Beweis :a) Induktion na
h �: Na
h I.V. ist fI�� : � < �g eine Kette; also existiert sup�<� I�� und sup�<� I��; undwegen � < � gilt sup�<� I�� � sup�<� I��. Mit der Montonie von � folgt nun I�� � I��.b) I�+1� = �(sup�<�+1 I��) = �(I��).
) Andernfalls h�atten wir 8�; �(� < � ! I�� � I��), und damit w�are F : On! A; � 7! I�� injektiv. Dannk�onnte aber A keine Menge sein.d) 1. I�� = I�+1� = �(I��).2. �(p) � p ) 8�(I�� � p).Beweis dur
h Induktion na
h �: 8� < �(I�� � p) ) sup�<� I�� � p ) I�� = �(sup�<� I��) � �(p) � p. 4KorollarSei M eine Menge, und � : Pot(M)! Pot(M) monoton bzgl. �. De�nition: I�� := �(S�<� I��).Dann existiert � mit �(I��) = I��, und f�ur jedes derartige � gilt I�� = Tfx �M : �(x) � xg.7



Beispiel:M := Menge aller endli
hen Zei
henreihen �uber L [Var.�(X) := Var [ fft1:::tn : f 2 L n-stellig & t1; :::; tn 2 XgDann ist I!+1� = I!� = Sn<! In�, und wegen �(I!�) = I!� gilt:t 2 I!� , t 2 Var oder t = ft1:::tn mit t1; :::; tn 2 I!�.3. Beweis des Vollst�andigkeitssatzes f�ur Spra
hen L beliebiger Kardinalit�atSatz 2.7 (Vollst�andigkeitssatz)Jede konsistente Formelmenge � ist erf�ullbar.Beweis :Sei � konsistente Formelmenge. Au�erdem setzen wir voraus, da� alle Formeln in � ges
hlossen sind. (Derallgemeine Fall kann mittels Lemma 2.5 lei
ht auf diesen Fall zur�u
kgef�uhrt werden.)De�nition: L0 := L, Ln+1 := Ln [ fen;8xA : 8xA ist Ln-Satz g, L0 := Sn2! Ln.Hierbei seien die en;8xA jeweils neue Konstanten.�n := fAx(en;8xA)! 8xA : 8xA ist Ln-Satz g; �! := � [Sn2! �n.Wir haben jetzt zu unters
heiden zwis
hen Herleitbarkeit in L und Herleitbarkeit in L0. Allgemein nennenwir die Herleitung (A0; :::; An) eine L-Herleitung, wenn A0; :::; An Formeln der Spra
he L sind.� ` A :, Es gibt eine L-Herleitung von A aus �,� `0 A :, Es gibt eine L0-Herleitung von A aus �.HS 1: �! `0 ? ) � ` ?.Beweis: Na
h Voraussetzung existiert eine endli
he Teilmenge fA0; :::; Akg von Sn2! �n mit� [ fA0; :::; Akg `0 ?. Sei n die kleinste Zahl mit fA0; :::; Akg � Si�n �i. Ohne Eins
hr�ankung derAllgemeinheit k�onnen wir Ak 2 �n annehmen. Dann gilt Ak = Bx(en;8xB)! 8xB, wobei 8xB ein Ln-Satzist. Na
h De�nition tritt die Konstante en;8xB in keiner Formel der Menge � [ fA0; :::; Ak�1;8xBg auf.(Die Formeln A0; :::; Ak seien nat�urli
h paarweise vers
hieden.) Sei �1 := � [ fA0; :::; Ak�1g. Aus� [ fA0; :::; Akg `0 ? folgt mit dem Deduktionstheorem und Lemma 2.5 �1 `0 :(B ! 8xB). Darausfolgt weiter �1 `0 ?. [ Begr�undung: �1 `0 :(B ! 8xB) ) �1 `0 B & �1 `0 :8xB )�1 `0 8xB & �1 `0 :8xB ℄Na
h k S
hritten ergibt si
h auf diese Weise � `0 ?. Nun ersetzen wir no
h in der Herleitung von ? aus �alle Konstanten e 2 L0 n L dur
h eine \neue" Variablen, und erhalten so die Behauptung � ` ?.Na
h Voraussetzung und HS 1 ist �! konsistent. Mit dem Zorns
hen Lemma folgt daraus die Existenzeiner maximal-konsistenten Obermenge �0 � �!.Genauer gesagt: �0 ist eine Menge von L0-S�atzen mit(0) �! � �0,(i) A L0-Satz & A 62 �0 ) �0 [ fAg `0 ?,(ii) :8xA 2 �0 ) Es existiert eine Konstante e mit :Ax(e) 2 �0.[ Beweis von (ii): Sei 8xA ein Ln-Satz mit :8xA 2 �0, und sei e := en;8xA.Dann ist Ax(e)! 8xA 2 �! � �0, und somit gilt �0 `0 :8xA! :Ax(e). Darau folgt �0 ` :Ax(e) undweiter :Ax(e) 2 �0 (wegen (i) und der Konsistenz von �0). ℄�0 ist also eine vollst�andige Henkin-Theorie, und na
h Lemmata 2.6, 1.4 existiert eine L0-Struktur M0 mitM0 j= �0, n�amli
h das kanonis
he Modell von �0. Wegen � � �0 folgt daraus die Behauptung. 44. Ab�anderung des Kalk�uls aus Abs
hnitt 2Modi�kation von Abs
hnitt 2 der Vorlesung: (! 4) wird auf Primformeln A einges
hr�ankt.Das beeintr�a
htigt ni
ht die Beweise von 2.1, 2.2, 2.4.8



Neues LEMMA: ` ::A! A, f�ur jede Formel A.Beweis dur
h Induktion na
h der L�ange von A:Gelte s
hon ` ::B ! B.1. A;A! B ` BA;:B;A! B ` ?A;:B ` :(A! B); :(A! B);::(A ! B) ` ?A;:B;::(A ! B) ` ?A;::(A! B) ` ::BA;::(A! B) ` B
2. ` 8xB ! B8xB ` B; B;:B ` ?:B;8xB ` ?:B ` :8xB::8xB;:B ` ?::8xB ` B::8xB ` 8xB.12 Beweistheoretis
he Analyse des Axiomensystems Z der ArithmetikSei PR die in Abs
hnitt 4 eingef�uhrte Menge von Funktionszei
hen f�ur alle primitiv rekursiven Funktionen.Ist t ein ges
hlossener PR-Term, so sei val(t) der Wert von t in der Standardstruktur N . (val(t) := tN )Abk�urzung: Ex(n) := Ex(n) f�ur jeden PR-Ausdru
k E und n 2 IN.Das Axiomensystem Z besteht aus den Allabs
hl�ussen der folgenden PR-Formeln::(Sx = 0),Sx = Sy ! x = y,0nx1:::xn = 0,Ini x1:::xn = xi,(Æhg1:::gm)x1:::xn = hg1x1:::xn : : : gmx1:::xn,(Rgh)x1:::xn0 = gx1:::xn,(Rgh)x1:::xnSy = hx1:::xny(Rgh)x1:::xny,Ax(0)! (8x(A! Ax(Sx))! 8xA), f�ur jede PR-Formel A.Wir �xieren eine Funktion � : IN! IN mit den folgenden Eigens
haften:(�1) 8n(2 � �(n) & 2�(n) + 2 � �(n+ 1)),(�2) Zu jeder (n-st.) primitiv rekursiven Funktion f existiert ein p 2 IN mitf(a1; :::; an) < �(p+maxfa1; :::; ang) f�ur alle a1; :::; an 2 IN.(Eine sol
he Funktion � wird sp�ater explizit angegeben.)Unter Formeln bzw. Termen wollen wir bis auf weiteres stets PR-Formeln bzw. PR-Terme verstehen.De�nition von rk(A)1. rk(A) := 0, falls A Primformel,2. rk(A! B) := maxfrk(A); rk(B)g+ 1,3. rk(8xA) := rk(A) + 1.Folgerung: rk(Ax(t)) = rk(A).Mit �; �; 
; Æ; �; � bezei
hnen wir im folgenden stets Ordinalzahlen < "0 := minf� : !� = �g.De�nition von G(�)1. G(0) := 0,2. G(!�) := G(�) + 1,3. G(�) := G(�0) + :::+G(�n), falls � =NF �0 + :::+ �n.Folgerung: G(�#�) = G(�) +G(�); insbesondere G(� + n) = G(�) + n, f�ur n < !.9



S
hreibweise: G� := G(�).Bemerkung: F�ur jedes k 2 IN gilt 
ardf� < "0 : G� < kg < !.Beweis dur
h Induktion na
h k:Sei Uk := f� : G� � kg. Dann gilt U0 = f0g und Uk+1 � f!� : � 2 Ukg [ f�+ � : �; � 2 Ukg.De�nition (A. Weiermann)� <1n � :() � < � & G� � �(G�+ n),<n := transitive H�ulle von <1n.Folgerung: � <1n �&n � m ) � <1m �.Lemma 12.1a) � <1n � ) 
#� <1n 
#� & !� <1n !�,b) �0; �1 <1n � ) !�0#!�1 <1n !�,
) � <1n � ) � + n+ 1 <10 �+ n+ 1,d) 14(n+ 1) <1n !.Beweis :a) G(
#�) = G
 +G� � G
 +�(G� + n) � �(G
 +G�+ n) = �(G(
#�) + n).G(!�) = G� + 1 � �(G�+ n) + 1 � �(G�+ 1 + n) = �(G!� + n).b) G(!�0#!�1) = G�0 + 1 +G�1 + 1 � �(G�+ n) + �(G�+ n) + 2 � �(G� + n+ 1) = �(G!� + n).
) G(� + n+ 1) = G� + n+ 1 � �(G�+ n) + n+ 1 � �(G� + n+ 1).d) G(14(n+ 1)) = 14(n+ 1) � �(n+ 2) = �(G! + n). 4Bemerkung: Die Aussagen von Lemma 12.1 gelten au
h f�ur <n statt <1n.[ zu b) �0; �1 <n � ) �i �n �i <1n � ) !�0#!�1 �n !�0#!�1 <1n !�.zu 
) Wir haben � = 
0 <1n 
1 <1n : : : <1n 
k = �. Mit 
) folgt daraus� + n+ 1 = 
0 + n+ 1 <10 
1 + n+ 1 <10 : : : <10 
k + n+ 1 = �+ n+ 1, d.h. � + n+ 1 <0 �+ n+ 1.℄De�nitionTRUE0 := Menge aller wahren ges
hlossenen Primformeln.FALSE0 := Menge aller fals
hen ges
hlossenen Primformeln.(Die einzigen Primformeln der Spra
he PR sind Glei
hungen.)Mitteilungszei
hen:� f�ur endli
he Mengen von ges
hlossenen Formeln.Ausdr�u
ke der Form � � C hei�en Sequenzen.S
hreibweise: A;� bzw. �;�0 f�ur fAg [ � bzw. � [ �0.De�nition von `�m � � C (f�ur ges
hlossenes C)`�m � � C gelte genau dann, wenn einer der folgenden F�alle vorliegt:(Ax) C 2 TRUE0 oder � \ FALSE0 6= ;,(!r) C = A! B & `�0m A;� � B & �0 <0 �,(8r) C = 8xA & `�nm � � Ax(n) & �n <n � (8n 2 IN),(!l) (A! B) 2 � & `�0m � � A & `�1m B;� � C & �0 + 1; �1 <0 �,(8l) 8xA 2 � & `�0m Ax(k);� � C & �0 <0 � & k + 1 <0 �,(Cut) rk(D) < m & `�0m � � D & `�1m D;� � C & �0; �1 <0 �.10



Lemma 12.2a) `�m � � C & � � �1 & � �0 �1 & m � m1 ) `�1m1 �1 � C.b) `�m A;� � C & A 2 TRUE0 ) `�m � � C.
) `�m � � A & A 2 FALSE0 ) `�m � � C.d) `�m :A;� � C & A 2 FALSE0 ) `�m � � C.Beweis dur
h Induktion na
h �:a),b),
) trivial.d) Ist :A ni
ht Hauptteil des letzten S
hlusses, so folgt die Behauptung sofort aus der I.V. . Andernfallsgilt `�0m :A;� � A mit �0 <0 �. Na
h I.V. haben wir dann `�0m � � A, und daraus folgt mit 
) `�m � � C.4Lemma 12.3 (Inversion)a) `�m � � A! B ) `�m A;� � B,b) `�m � � 8xA ) `�+n+1m � � Ax(n), f�ur alle n 2 IN.Beweis dur
h Induktion na
h �:b) (Ax) Gilt � \ FALSE0 6= ;, so ist die Behauptung trivial.(! l) Gelte B ! C 2 � & `�0m � � B & `�1m C;� � 8xA mit �0 + 1; �1 <0 �.Na
h I.V. haben wir dann `�1+n+1m C;� � Ax(n). Mit (! l) folgt daraus `�+n+1m � � Ax(n).(Cut) und (8l): analog zu (! l).(8r) Gelte `�nm � � Ax(n) & �n <n � f�ur alle n 2 IN. Na
h 12.1
 ist dann �n <0 �+ n+ 1, und folgli
h`�+n+1m � � Ax(n). 4Lemma 12.4 (Reduktion)rk(D) � m & `�m � � D & `�m D;� � C ) `�#�m � � C.Beweis dur
h Induktion na
h �:1. Gelte `�m D;� � C gem�a� (Ax).1.1. D 2 FALSE0: Dann folgt die Behauptung aus `�m � � D mittels Lemma 12.2a,
.1.2. D 62 FALSE0: Dann gilt au
h die Behauptung gem�a� (Ax).2. Sei A! B 2 D;� und gelte `�0m D;� � A & `�1m B;D;� � C & �0 +1; �1 <0 �. Mit I.V. erhalten wir(1) `�#�0m � � A, (2) `�#�1m B;� � C. Ist A!B 2 �, so folgt daraus die Behauptung mittels (!l).Sei jetzt A! B = D. Dann liefert das Inversionslemma: (3) `�m A;� � B.Aus (1) und (3) folgt mit einem S
hnitt (i.e. einer Anwendung von (Cut)): `�#�0+1m � � B.Mit (2) und einem weiteren S
hnitt folgt dann die Behauptung.4. Sei 8xA 2 D;� und gelte `�0m Ax(k); D;� � C & �0; k + 1 <0 �.Mit I.V. erhalten wir (1) `�#�0m Ax(k);� � C.Ist 8xA 2 �, so folgt die Behauptung aus (1) mittels (8l).Ist 8xA = D, so liefert das Inversionslemma (2) `�#(k+1)m � � Ax(k),und die Behauptung folgt aus (1) und (2) mittels (Cut).11



5. Gilt `�m D;� � C na
h (!r) oder (8r) oder (Cut), so folgt die Behauptung unmittelbar aus der I.V.(vergl. jeweils den ersten Unterfall von 3. bzw. 4.). 4Lemma 12.5 (S
hnittelimination)`�m+1 � � C ) `!�m � � C.Beweis dur
h Induktion na
h �:Gelte `�0m+1 � � D & `�1m+1 D;� � C & rk(D) � m & �0; �1 <0 �.Na
h I.V. haben wir dann `!�0m � � D und `!�1m D;� � C.Mit dem Reduktionslemma folgt `!�0#!�1m � � C und daraus `!�m � � C, denn !�0#!�1 <0 !�.In allen anderen F�allen folgt die Behauptung unmittelbar aus der I.V. 4De�nitionK(0) := 0 und K(�) := maxfK(�) + 1 : � <10 �g f�ur � > 0.Folgerungen:(1) 8m 2 IN(K(m) = m )(2) � <0 � ) K(�) < K(�).(3) K(�) = maxfk : 9(�0; :::; �k)[�k <10 : : : <10 �0 = � ℄g.Lemma 12.6 (Collapsing)`�0 8x:A � ? & rk(A) = 0 ) Es existiert ein k < K(�) mit Ax(k) 2 TRUE0.Beweis :Na
h Voraussetzung existieren �0 <0 � und k + 1 <0 � mit `�00 8x:A;:Ax(k) � ?.Fall 1: Ax(k) 2 TRUE0. Dann k = K(k) < K(�) und wir sind fertig.Fall 2: Ax(k) 2 FALSE0. Dann folgt mit Lemma 12.2d `�00 8x:A � ? und daraus na
h I.V. dieBehauptung, denn (�0 <0 � ) K(�0) < K(�)). 4KorollarGilt `�0� 8x9yA(x; y), wobei A Primformel,so gibt es zu jedem n 2 IN ein k < K(�+ n+ 1) mit A(n; k) 2 TRUE0.Beweis :Vorauss.& Inversion ) `�+n+10 � :8y:A(n; y) ) `�+n+10 8y:A(n; y) � ? 12:6) Beh. 4EINBETTUNGDe�nitionA � A0 :, Es gibt eine Formel D, paarweise vers
hiedene Variablen x1; :::; xn und ges
hlossene Termet1; t01; : : : ; tn; t0n mit val(ti) = val(t0i) (i = 1; :::; n) und A = Dx1;:::;xn(t1; :::; tn); A0 = Dx1;:::;xn(t01; :::; t0n).Lemma 12.7 (Tautologie-Lemma)F�ur ges
hlossene Formeln A;B;C;C 0 bzw. 8xA; 8xB gilt:a) C � C 0 ) `!�rk(C)0 C � C 0.b) `!�(k+1)0 (C ! (A! B)); C ! A;C � B, wobei k := maxfrk(A); rk(B); rk(C)g.
) `!0 ::A � A , falls A Primformel.d) `!�(k+1)0 8x(A! B);8xA � 8xB, wobei k := maxfrk(A); rk(B)g.12



Beweis :a) 1. Ist C eine Primformel, so gilt entweder C;C 0 2 TRUE0 oder C;C 0 2 FALSE0. Folgli
h `00 C � C 0.2. Sei C = 8xA und k := rk(A). Dann C 0 = 8xA0 mit A � A0, und na
h I.V. gilt `!�k0 Ax(n) � A0x(n) f�uralle n 2 IN. Mit (8l) folgt `!�k+n+20 8xA � A0x(n) f�ur alle n 2 IN. Wegen ! � k + n+ 2 <n ! � (k + 1) folgtdaraus `!�(k+1)0 8xA � 8xA0.3. Sei C = A! B; C 0 = A0 ! B0 und k := maxfrk(A); rk(B)g.Na
h I.V. gilt `!�k0 A0 � A & `!�k0 B � B0.Mit (! l) bzw. (! r) folgt daraus erst `!�k+20 A0; A! B � B0, und dann `!�(k+1)0 C � C 0.b)̀!�k0 A � A j `!�k0 B � B`!�k+20 A! B;A � B j `!�k0 C � C`!�k+40 A;C ! (A! B); C � B j `!�k0 C � C`!�(k+1)0 C ! A;C ! (A! B); C � B
) F�ur A 2 TRUE0 ist die Behauptung trivial.F�ur A 2 FALSE0 haben wir:`00 A � ?`10� :A j `00 ? � A`!0 :A! ? � Ad) `!�k0 A(n) � A(n) j `!�k0 B(n) � B(n)`!�k+20 A(n)! B(n); A(n) � B(n)`!�k+n+30 8x(A! B); A(n) � B(n)`!�k+n+40 8x(A! B);8xA � B(n), f�ur alle n`!�(k+1)0 8x(A! B);8xA � 8xB. 4Lemma 12.8 (Induktionslemma)Sei FV(A) � fxg und k := rk(A). Dann gilt `!�(k+1)0 A(0);8x(A(x) ! A(Sx)) � 8xA(x).Beweis :Dur
h Induktion na
h n zeigen wir: `!�k+3n0 A(0);8x(A(x)! A(Sx)) � A(n).1. F�ur n = 0 folgt die Behauptung aus dem Tautologie-Lemma.2. `!�k+3n0 A(0);8x(A(x)! A(Sx)) � A(n) j `!�k0 A(Sn) � A(Sn),`!�k+3n+20 A(0);8x(A(x) ! A(Sx)); (A(n) ! A(Sn)) � A(Sn),`!�k+3n+30 A(0);8x(A! A(Sx)) � A(Sn). 4Abk�urzung:A0 bezei
hne die Formel, die man erh�alt, wenn in A jede freie Variable dur
h die Konstante 0 ersetzt wird.Satz 12.9 (Einbettungssatz)Z ` C ) Es gibt k;m 2 IN mit `!�km � C0. 13



Beweis dur
h Induktion na
h der Herleitung von C:1. C wurde aus A und A! C ers
hlossen. Na
h I.V. gibt es dann k;m mit `!�km � A0 und `!�km � A0 ! C0.Aus letzterem folgt `!�km A0 � C0. Wir k�onnen au
h no
h rk(A) < m annehmen. Dann folgt mit einemS
hnitt `!�(k+1)m � C0.2. C0 = 8y1:::8yp(8xA! Ax(t)) . Sei k0 := rk(A) und FV(Ax(t)) = fx1; :::; xlg.Abk�urzung:F�ur ~n = (n1; :::; nl); � 2 On; E Ausdru
k sei �+ ~n = �+maxfn1; :::; nlg und E(~n) := Ex1;:::;xl(n1; :::; nl).Es ex. k > k0 mit val(t(~n)) + 1 < �(k + ~n) (8~n2 INl). Folgli
h val(t(~n)) + 1 <0 ! � k + ~n (8~n2 INl).Wir beweisen: `!�(k+1)+~n0 � (8xA! Ax(t))(~n), f�ur alle ~n 2 INl.Daraus folgt dann mit dem unten stehenden Hilfssatz: `!�(k+p+1)0 � C0.Sei also ~n 2 INl gegeben, und sei (8xA)(~n) = 8xB. Dann Bx(t(~n)) = Ax(t)(~n). Na
h Lemma 12.7a gilt also`!�k00 Bx(j) � Ax(t)(~n), wobei j := val(t(~n)). Mit j + 1 <0 ! � k + ~n folgt nun `!�k+~n0 8xB � Ax(t)(~n), undweiter `!�(k+1)+~n0 � (8xA! Ax(t))(~n).3. Andernfalls ist C0 = 8y1:::8ypA, und es gibt ein k, so da� `!�k0 � A0 f�ur jede ges
hlossene Instanz A0 vonA (siehe u.a. Lemmata 12.7, 12.8). Daraus folgt `!�(k+p)0 � 8y1:::ypA.Abk�urzung: `�;�� A :, 8~n[`�+~n0 � A~x(~n) ℄, wobei FV(A) = f~xg.Hilfssatz: � 2 Lim & `�;�� A ) `�+!;�� 8yA.Beweis: Sei FV(8yA) = f~xg, und ~n gegeben.`�;�� A )`�+maxfk;~ng0 � A~x(~n)y(k), f�ur alle ~n; k ) `�+!+~n0 � (8yA)~x(~n), denn�+maxfk; ~ng <k �+ ! + ~n und (8yA)~x(~n) = 8yA~x(~n). 4ZWISCHENRESULTATSei A eine Primformel mit FV(A) � fx; yg. Dann gilt:Z ` 8x9yA =) 9� < "08n9k < K(�+ n+ 1)[ A(n; k) wahr ℄.Beweis: 12.9, 12.5, 12.6.DIE HARDY-HIERARCHIEDe�nition (Fundamentalfolgen)1. 0[n℄ := 1[n℄ := 0.2. !�+1[n℄ := !� � (n+ 1).3. !�[n℄ := !�[n℄, f�ur � 2 Lim.4. �[n℄ := �0 + :::+ �k�1 + �k[n℄, falls � =NF �0 + :::+ �k.Folgerung: (� + 1)[n℄ = �.Lemma 12.10a) � 2 Lim ) 8n(�[n℄ < �[n+ 1℄) & � = supf�[n℄ : n 2 INgb) � > 0 ) G�[0℄ < G�
) �[n℄ < � < � ) �[n℄ � �[0℄d) �[n℄ < � < � ) G�[n℄ < G�e) � < � ) � � �[G�℄ 14



Beweis :a),b) klar.
) Sei � =NF �0 + :::+ �k.1. Gelte !� � (n+ 1) < � < !�+1. Dann k > n und �0 = ::: = �n = !�.Es folgt !� � (n+ 1) � �0 + :::+ �k�1 + �k[0℄ = �[0℄.2. Gelte !�[n℄ < � < !� und � 2 Lim. Dann !�[n℄ � �0 = !
 < !�.Ist k = 0, so �[n℄ < 
 < � und deshalb (na
h I.V.) �[n℄ � 
[0℄. Es folgt !�[n℄ � !
[0℄ = !
 [0℄ = �[0℄.Ist k > 0, so !�[n℄ � �0 + :::+ �k�1 + �k[0℄ = �[0℄.3. Gelte � =NF �0 + :::+ �m, m > 0 und a[n℄ = �0 + :::+ �m�1 + �m[n℄ < � < �. Dannm � k, �m[n℄ < �m < �m und �i = �i f�ur i < m. Mit I.V. folgt �m[n℄ � �m[0℄ und weiter�[n℄ � �0 + :::+ �m�1 + �m[0℄ � �0 + :::+ �k�1 + �k[0℄ = �[0℄.d) Na
h 
) ist �[n℄ = �[0℄:::[0℄. Mit b) folgt daraus die Behauptung.e) Sei � 2 Lim. Wegen a),d) gilt dann 8n(n � G�[n℄), insbesondere G� � G�[G�℄. Mit d) folgt daraus dieBehauptung. 4De�nition (Die Hardy-Hierar
hie)H0(n) := n; H�(n) := H�[n℄(n+ 1), falls � > 0.Lemma 12.11a) H�(n) < H�(n+ 1),b) � < � & G� � n ) H�(n+ 1) � H�(n),
) � > 0 ) H�(n) = n+minfl : �[n℄[n+ 1℄ : : : [n+ l � 1℄ = 0g,d) �[m℄ < � < � ) H�[m℄(n) < H�(n).Beweis :a) Induktion na
h �:Fall 1: � = � + 1. Dann H�(n) = H�(n+ 1) I:V:< H�(n+ 2) = H�(n+ 1).Fall 2: � 2 Lim. Na
h 12.10a,
 existiert dann ein k � 2 mit �[n℄ = �[n+ 1℄[n+ 2℄ : : : [n+ k℄.Es folgt: H�(n+ 1) = H�[n+1℄:::[n+k℄(n+ k + 1) = H�[n℄(n+ k + 1) I:V:> H�[n℄(n+ 1) = H�(n).b) Induktion na
h �:Ist � = � + 1, so H�(n+ 1) = H�(n). Ist � = �0 + 1 mit � < �0, soH�(n+ 1) I:V:� H�0(n) a)< H�0(n+ 1) = H�(n).Sei jetzt � 2 Lim. Dann G� � n � G�[n℄ und somit � � �[n℄ na
h 12.10d. Ist � = �[n℄, soH�(n+1) = H�(n). Ist � < �[n℄, so gilt [na
h I.V. und a)℄ H�(n+1) < H�(n+2) � H�[n℄(n+1) = H�(n).
) Sei � > 0. Dann existiert ein l > 0 mit � > �[n℄ > �[n℄[n+ 1℄ > : : : > �[n℄[n+ 1℄:::[n+ l � 1℄ = 0 undH�(n) = H�[n℄(n+ 1) = H�[n℄[n+1℄(n+ 2) = H�[n℄[n+1℄:::[n+l�1℄(n+ l) = n+ l.d) Na
h 12.10a,
 existiert ein kleinstes k mit �[m℄ = �[n℄ : : : [n+ k℄. F�ur dieses k gilt nunH�[m℄(n) < H�[m℄(n+ k + 1) = H�[n℄:::[n+k℄(n+ k + 1) = H�(n). 4Abk�urzungNF (�; �) :, � = 0 _ � = 0 _ [� =NF �0 + :::+ �n ^ � =NF �0 + :::+ �m mit �n � �0 ℄.Folgerung: NF (�; �) & � > 0 ) (�+ �)[n℄ = �+ �[n℄ & NF (�; �[n℄)Lemma 12.12a) NF (�; �) ) H�+� = H� ÆH� .b) H�(n) < H!�(n). 15



Beweis : a) Sei � > 0. Dann H�+�(n) = H�+�[n℄(n+ 1) = H�(H�[n℄(n+ 1)) = H�(H�(n)).b) Induktion na
h � unter Verwendung von a) im Na
hfolgerfall. 4De�nition (Die s
hnell wa
hsende Hierar
hie)F� := H!�Lemma 12.13(F1) F0(n) = n+ 1(F2) F�+1(n) = F (n+1)� (n+ 1)(F3) F�(n) = F�[n℄(n+ 1)(F4) n < F�(n) < F�+1(n)(F5) F (2)� (n+ 1) < F�+1(n+ 1) & F (2)� (n) < F�+2(n)(F6) � < � & G� < n ) F�(n) < F�(n).(F7) F!(0) = 4 & 2 � F!(n) + 2 � F!(n+ 1).Beweis :1. H!0(n) = H0(n+ 1) = n+ 1.2. H!�+1(n) = H!��(n+1)(n+ 1) = H(n+1)!� (n+ 1).3. H!�(n) = H!�[n℄(n+ 1) = H!�[n℄(n+ 1).4. n < F�(n) folgt dur
h Induktion na
h �. F�(n) < F�(n+ 1) � F (n+1)� (n+ 1) = F�+1(n).5. F�+1(n+ 1) = F (n+2)� (n+ 2) � F (2)� (n+ 2) . F (2)� (0) < F (2)� (2) = F�+1(1) = F�+2(0).6. � < � & G� < n ) !� < !� & G!� � n ) H!� (n) < H!�(n). (Siehe 12.11.)7. F!(0) = F1(1) = F (2)0 (2) = 4. | F1(n) = F (n+1)0 (n+ 1) = n+ 1 + n+ 1.F!(n) � 2 + 2 = F1(F!(n)) = F1(Fn+1(n+ 1)) � F (2)n+1(n+ 1) < Fn+2(n+ 2) = F!(n+ 1). 4Abk�urzungen:1. F�ur ~a = (a1; :::; an) sei j~aj := maxfa1; :::; ang.2. F�ur h : INn ! IN und f : IN! IN sei: h � f :, 8~a 2 INn[h(~a) � f(j~aj) ℄.Lemma 12.14a) h; g1; :::; gm � F
 ) (Æhg1:::gm) � F
 Æ F
 � F
+2.b) h; g � F
 ) (Rgh) � F
+1
) Zu jeder primitiv rekursiven Funktion f existiert ein k < ! mit f � Fk.d) k < ! ) Fk � F�+k.Beweis :a) h(g1(~a); :::; gm(~a)) � F
(maxfg1(~a); :::; gm(~a)g) � F
(F
(j~aj)) (F5)� F
+2(j~aj).b) Sei f := (Rgh). Dur
h Induktion na
h b beweisen wir: (�) f(~a; b) � F (b+1)
 (j~aj).f(~a; 0) = g(~a) � F
(j~aj). f(~a; b+ 1) = h(~a; b; f(~a; b)) � F
(j~a; b; f(~a; b)j) � F
(F (b+1)
 (j~aj)) = F (b+2)
 (j~aj).Mit (�) folgt nun f(~a; b) � F (j~a;bj+1)
 (j~a; bj+ 1) = F
+1(j~a; bj):
) folgt aus a) und b).d) Induktion na
h k: 1. F0(n) = n+ 1 � F�(n).2. F� � F
 ) F�+1(n) = F (n+1)� (n+ 1) � F (n+1)
 (n+ 1) = F
+1(n). 4Lemma 12.15Seien �; 
; (Æn;k)n;k2IN gegeben, so da� gilt:(V1) 
 + ! + � = �,(V2) 8n[ Æn;0 � � & GÆn;0 � F
(n) ℄, 16



(V3) 8n; k[ Æn;k 6= 0 ) Æn;k+1 < Æn;k ℄,(V4) 8n; k[GÆn;k+1 � F
(GÆn;k) ℄.Dann existiert ein p < ! mit 8n � p[ minfk : Æn;k = 0g < F (2)� (n) ℄.Beweis :Aus (V2) und (V4) folgt(1) GÆn;k � F (k+1)
 (n) (8n; k) .Na
h Lemma 12.14 existiert ein m < !, so da�(2) G
 + l + F (k+3)
 (n) + 2 � F
+m(maxfl; n; kg) (8l; n; k).Abk.: � := 
 +m; �(n; 0) := � + �; �(n; k + 1) := � + Æn;k+1; g(n; k) := G� + F (k+2)
 (n) + 2.Dann gilt(3) g(n; k + 1) (2)� F�(maxfm; k; ng) < F�(g(n; k)),(4) G�(n; k + 1) + 1 (1)< g(n; k),(5) Æn;k 6= 0 ) F�(n;k+1)(g(n; k + 1)) < F�(n;k)(g(n; k)).Beweis von (5): Æn;k 6= 0 ) Æn;k+1 < Æn;k ) �(n; k + 1) < �(n; k) ) F�(n;k+1)(g(n; k + 1)) (3)<F�(n;k+1)F�(g(n; k)) (F6)� F (2)�(n;k+1)(g(n; k)) (F5)< F�(n;k+1)+1(g(n; k)) (F6);(4)� F�(n;k)(g(n; k)).Aus (5) folgt: minfk : Æn;k = 0g � F�(n;0)(g(n; 0)). [nk < ::: < n0 ) nk + k � n0 ℄.F�ur n > G� gilt ferner: F�(n;0)(g(n; 0)) (V1)= F�(g(n; 0)) (3)� F�(F�(n)) (F6)< F�(F�(n)). 4Von jetzt an sei � := F!.Lemma 12.16�0; !2 < � ) 9p8n � p[ K(�0 + n+ 1) < F�(n) ℄.Beweis :O�enbar existiert eine Familie (Æn;k)n;k2IN mit 8n[ Æn;0 = �0 + n+ 1 ℄ und 8n; k[ Æn;k 6= 0 ) Æn;k+1 <10 Æn;k ℄und 8n[ K(�0 + n+ 1) = minfk : Æn;k = 0g ℄.Ferner existiert ein 
 = ! + l mit 8n[GÆn;0 � F
(n) ℄ . Wegen � = F! gilt dannau
h 8n; k[GÆn;k+1 � F
(GÆn;k) ℄. Na
h Lemma 12.15 existiert also ein p mit8n � p[ minfk : Æn;k = 0g < F (2)� (n) ℄, wobei � := maxf�0; !2g. Aus (F5) und (F6) folgt F (2)� (n) < F�(n)f�ur alle hinrei
hend gro�en n. 4De�nition !0 := 1; !n+1 := !!n .Satz 12.17Ist A eine Primformel mit FV(A) � fx; yg, so gilt:Z ` 8x9yA ) 9p8n � p9k < H!p(n)[ A(n; k) wahr ℄.Beweis :Wie weiter oben gezeigt, gibt es ein �0 < "0 mit 8n9k < K(�0 + n+ 1)[ A(n; k) wahr ℄. Weiter existiert einm mit �0; !2 < !m. Na
h Lemma 12.16 existiert ein p > m, so da� 8n � p[ K(�0 + n+ 1) < F!m(n) ℄.Mit 12.12 b) folgt F!m � H!p . 4Bemerkung:Sei f primitiv rekursiv, so da� f(m;n; k) = 0 , k > n&!m[n℄:::[k � 1℄ = 0.Die Formel 8z8x9y(fzxy = 0) ist wahr aber ni
ht beweisbar in Z.[ Beweis der Unbeweisbarkeit: ` 8z8x9y(fzxy = 0) ) ` 8x9y(fxxy = 0) )9p8n � p9k < H!p(n) f(n; n; k) = 0. Na
h 12.11
 gilt aber H!p(n) = minfk : f(p; n; k) = 0g. ℄17



Dur
h Formalisierung der trans�niten Induktion bis !m kann man zeigen:Z ` 8x9y(fmxy = 0), f�ur jedes m 2 IN.13 Ein Unabh�angigkeitsresultat (Goodstein-Folgen)De�nitionS(m; b) werde dur
h folgenden Algorithmus bere
hnet: Man entwi
kle m \vollst�andig" zur Basis b undersetze in der so gewonnenen Darstellung b dur
h b+ 1; der Zahlenwert des neuen Ausdru
ks sei S(m; b).GS(a; 0) := GS(a; 1) := a; GS(a; n+ 1) := S(GS(a; n); n+ 1)�� 1 f�ur n � 1.Die Folge (GS(a; n))n2IN (wobei a 2 IN) hei�t Goodstein-Folge von a. Wir werden zeigen, da� jedeGoodstein-Folge terminiert (d.h. 8a9n:GS(a; n) = 0), und, da� diese Tatsa
he ni
ht in Z beweisbar ist.De�nitionGn(0) := 0; Gn(�+ 1) := Gn(�) + 1; Gn(�) := Gn(�[n℄).Pn(0) := 0; Pn(�+ 1) := �; Pn(�) := Pn(�[n℄).Lemma 13.1a) Gn(�+ �) = Gn(�) + Gn(�), falls NF (�; �).b) Gn(!�) = (n+ 1)Gn(�).
) Gn(Pn(�)) = Gn(�)�� 1.Beweis :a) Gn(� + 0) = Gn(�) + 0 = Gn(�) + Gn(0); Gn(�+ � + 1) = Gn(� + �) + 1 = Gn(�) + Gn(�) + 1 =Gn(�) + Gn(� + 1); Gn(�+ �) = Gn(�+ �[n℄) = Gn(�) + Gn(�[n℄) = Gn(�) + Gn(�).b) Gn(!0) = 1 = (n+ 1)Gn(0); Gn(!�) = Gn(!�[n℄) = (n+ 1)Gn(�[n℄) = (n+ 1)Gn(�);Gn(!�+1) = Gn(!� � (n+1)) = Gn(!�) � (n+1) = (n+1)Gn(�) � (n+1) = (n+1)Gn(�)+1 = (n+1)Gn(�+1).
) Gn(Pn(0)) = Gn(0) = 0 = Gn(0)�� 1; Gn(Pn(�+ 1)) = Gn(�) = Gn(�+ 1)�� 1;Gn(Pn(�)) = Gn(Pn(�[n℄)) = Gn(�[n℄)�� 1 = Gn(�)�� 1. 4Induktive De�nition von Mengen Mn � "01. 0 2 Mn.2. �0; :::; �k 2 Mn & n0; :::; nk 2 f1; :::; ng & �k < ::: < �0 ) !�0 � n0 + :::+ !�k � nk 2 Mn.Lemma 13.2a) �; � 2 Mn & � < � ) Gn(�) < Gn(�).b) � 2 Mn ) S(Gn(�); n+ 1) = Gn+1(�) & S(Gn(�); n+ 1)�� 1 = Gn+1(Pn+1(�)).
) n � 1 ) 8a 2 IN9!�2Mn(a = Gn(�)).Beweis :a) Induktion na
h �:Sei � = !�0 � n0 + :::+ !�k � nk mit �k < ::: < �0, und � = !�0 �m0 + :::+ !�l �ml mit �l < ::: < �0.Wegen � < � gilt dann �0 � �0.1. �0 < �0: Na
h I.V. haben wir dann Gn(�k) < ::: < Gn(�0) < Gn(�0).Daraus folgt Gn� =Pi�k(n+ 1)Gn(�i) � ni < (n+ 1)Gn(�0)+1 � (n+ 1)Gn(�0) � Gn(�).2. �0 = �0: Dann existieren ~� < ~� < � mit � = !�0 + ~�, � = !�0 + ~�, Gn(�) = Gn(!�0) + Gn(~�),Gn(�) = Gn(!�0) + Gn( ~�); und na
h I.V. ist Gn(~�) < Gn( ~�).b) Die erste Glei
hung folgt aus 13.1a,b und 13.2a; die zweite Glei
hung folgt aus der ersten und 13.1
.[Beweis von S(Gn(�); n+ 1) = Gn+1(�) dur
h Induktion na
h �: Sei 0 < � 2 Mn, und!�0 � n0 + :::+ !�k � nk die Cantor-Normalform von � zur Basis !. Sei ai := Gn(�i) und bi := Gn+1(�i) .18



Mit 13.1a,b und I.V. folgt S(Gn(�); n+ 1) = S(Pi�k(n+ 1)ai � ni; n+ 1) =Pi�k(n+ 2)S(ai;n+1) � ni =Pi�k(n+ 2)bi � ni = Gn+1(�).℄
) Man nehme die vollst�andige Entwi
klung von a zur Basis n+ 1 und ersetze darin n+ 1 dur
h !; dasliefert ein � 2 Mn mit Gn(�) = a. Die Eindeutigkeit folgt aus 13.2a. (Beim Beweis von Gn(�) = a wird13.2a ebenfalls verwendet.)[ Beweis der Existenz von � dur
h Induktion na
h a. Sei a > 0. Dann a =Pi�k(n+ 1)ai � ni mitak < ::: < a0 < a und n0; :::; nk 2 f1; :::; ng. Na
h I.V. existieren �0; :::; �k 2 Mn mit Gn(�i) = ai. Mit a)folgt �k < ::: < �0, also � := !�0 � n0 + :::+ !�k � nk 2 Mn und (na
h 13.1a,b) Gn(�) = a.℄ 4Lemma 13.3a) Pn(�+ �) = �+Pn(�), falls NF (�; �).b) Pn(!�) = Pn(!Pn(�) � (n+ 1)) = !Pn(�) � n+Pn(!Pn(�)), falls � > 0.
) � 2 Mn ) Pn(�) 2 Mn.Beweis :a) klar.b) Es mu� nur die erste Glei
hung bewiesen werden; die zweite folgt aus a). | Induktion na
h �:1. Pn(!�+1) = Pn(!� � (n+ 1)) & � = Pn(�+ 1).2. Pn(!�) = Pn(!�[n℄) = Pn(!Pn(�[n℄) � (n+ 1)) = Pn(!Pn(�) � (n+ 1)).
) Induktion na
h �:1. Sei � = �0 + !� mit �0 > 0&NF (�0; !�). Dann au
h �0; !� 2 Mn und na
h I.V. Pn(!�) 2 Mn.Aus �0;Pn(!�) 2 Mn & NF (�0; !�) & Pn(!�) < !� folgt �0 +Pn(!�) 2 Mn.Na
h a) ist Pn(�) = �0 +Pn(!�).2. Sei � = !� & � 6= 0. Dann � 2 Mn, und na
h b) gilt Pn(!�) = !Pn(�) � n+ Pn(!Pn(�)). Mit I.V. folgtPn(�) 2 Mn und weiter !Pn� 2 Mn. Wegen !Pn(�) < � folgt daraus na
h I.V. Pn(!Pn(�)) 2 Mn. MitPn(!Pn(�)) < !Pn(�) folgt weiter !Pn(�) � n+Pn(!Pn(�)) 2 Mn. 4Lemma 13.4� 2 M1 & n � 1 ) GS(G1(�); n) = Gn(Pn:::P2(�)).Beweis :Sei a := G1(�). Na
h 13.3
 gilt Pn:::P2(�) 2 Mn f�ur alle n � 1.GS(a; 1) = a = G1(�).GS(a; n+ 1) Def= S(GS(a; n); n+ 1)�� 1 IV= S(Gn(Pn:::P2(�)); n + 1)�� 1 13:2b= Gn+1(Pn+1Pn:::P2(�)). 4Korollar 8a2IN9n:GS(a; n) = 0.Beweis : Sei a 2 IN. Na
h 13.2
 existiert ein � 2 M1 mit G1(�) = a. Wegen 8� > 08n(Pn(�) < �) existiertein n mit Pn:::P2(�) = 0. Es folgt GS(a; n) = GS(G1(�); n) = Gn(0) = 0: 4De�nitionh0(n) := n; h�+1(n) := h�(n+ 1); h�(n) := h�[n℄(n).Lemma 13.5 H�(n) � h�(n+ 1).Beweis :1. � = � + 1: H�(n) = H�(n+ 1) I:V:� h�(n+ 2) = h�(n+ 1).2. � 2 Lim: H�(n) = H�[n℄(n+ 1) 12:10
;12:11d� H�[n+1℄[n℄(n+ 1) = H�[n+1℄(n) I:V:� h�[n+1℄(n+ 1) =h�(n+ 1). 4
19



Lemma 13.6a) � > 0 ) h�(n) = hPn(�)(n+ 1).b) h�(n) = minfk � n : Pk�1:::Pn(�) = 0g.Beweis :a) Induktion na
h �:1. � = � + 1: h�(n) = h�(n+ 1) = hPn(�)(n+ 1).2. � 2 Lim: h�(n) = h�[n℄(n) I:V:= hPn(�[n℄)(n+ 1) = hPn(�)(n+ 1).b) F�ur k = minfi � n : Pi�1:::Pn(�) = 0g gilt o�enbarh�(n) = hPn(�)(n+ 1) = hPn+1Pn(�)(n+ 2) = : : : = hPk�1:::Pn(�)(k) = h0(k) = k. 4Satz 13.7Z 6` 8x9y[ GS(x; y) = 0 ℄.Beweis :Sei e(0) := 1; e(m+ 1) := 2e(m). | Annahme: ` 8x9y[ GS(x; y) = 0 ℄.) ` 8x9y[ GS(e(x) + x; y) = 0 ℄ ) 9p8m � p9n < H!p(m):GS(e(m) +m;n) = 0 )) 9p(minfn : GS(e(p) + p; n) = 0g < H!p(p) ):GS(e(p) + p; n) = 0 , GS(G1(!p + p); n) = 0 13:4, Gn(Pn:::P2(!p + p)) = 0 , Pn:::P2(!p + p) = 0.Mit 13.5 und 13.6b folgt: H!p+p(1) � h!p+p(2) = minfn � 2 : Pn�1:::P2(!p + p) = 0g == minfn : GS(e(p) + p; n� 1) = 0g � H!p(p) = H!p+p(0) < H!p+p(1). Widerspru
h. 414 Elementare RekursionstheorieDe�nitionEine n-stellige partielle Funktion ist eine Funktion f mit dom(f) � INn und ran(f) � IN.S
hreibweise: f : INn part�! IN.Wir legen hier den mengentheoretis
hen Funktionsbegri� aus Abs
hnitt 7 zugrunde, wona
h eine Funktionidentis
h mit ihrem Graph ist. F�ur jede n-stellige partielle Funktion f gilt also f � INn � IN.F�ur partielle Funktionen f; g de�nieren wir:f(~a) ' b :, ~a 2 dom(f)& f(~a) = b (, (~a; b) 2 f ).f(~a) ' g(~
) :, [~a 2 dom(f)&~
 2 dom(g)& f(~a) = g(~
)℄ oder [~a 62 dom(f)&~
 62 dom(g)℄.De�nition der Operationen Æ; R; � f�ur partielle Funktionen:1. F�ur h : INm part�! IN und g1; :::; gm : INn part�! IN sei (Æhg1:::gm) : INn part�! IN de�niert dur
h:(Æhg1:::gm)(~a) ' b , 9b1 : : : 9bm[h(b1; :::; bm) = b& g1(~a) = b1& : : :& gm(~a) = bm℄.2. F�ur g : INn part�! IN und h : INn+2 part�! IN sei (Rgh) : INn+1 part�! IN de�niert dur
h:(Rgh)(~a; 0) ' g(~a),(Rgh)(~a; k + 1) ' b , 9
[ (Rgh)(~a; k) ' 
&h(~a; k; 
) ' b ℄.3. F�ur g : INn+1 part�! IN sei (�g) : INn part�! IN de�niert dur
h:(�g)(~a) ' b , g(~a; b) ' 0&8i < b9
[
 6= 0& g(~a; i) ' 
℄:Abk�urzung:F�ur R � INn+1 und ~a 2 INn sei:�y:R(~a; y) := nminfk : (~a; k) 2 Rg falls 9k (~a; k) 2 Runde�niert sonstAnders gesagt, ~a 7! �y:R(~a; y) bezei
hnet die partielle Funktion (�g) mit g(~a; b) := 1�� 1R(~a; b).20



De�nitionSei f : INn part�! IN.f hei�t partiell-rekursiv :, f ist rekursiv aufz�ahlbar.f hei�t total :, dom(f) = INn.Bemerkung:Eine Funktion f : INn part�! IN ist genau dann rekursiv, wenn sie partiell-rekursiv und total ist.Satz 14.1Die Menge aller partiell-rekursiven Funktionen ist die kleinste Funktionenmenge P = Sn2INPn, f�ur die gilt:1. 0n; S; Ini 2 P ,2. h 2 Pm & g1; :::; gm 2 Pn & m;n � 1 ) (Æhg1:::gm) 2 Pn,3. g 2 Pn & h 2 Pn+2 ) (Rgh) 2 Pn+1,4. g 2 Pn+1 ) (�g) 2 Pn.Beweis : klar. (Vergl. Beweis von 4.15.)KorollarIst R � INn+1 rekursiv, so ist die dur
h f(~a) :' �y:R(~a; y) de�nierte Funktion f partiell-rekursiv.Chur
hs
he TheseEine Funktion f : INn part�! IN ist genau dann im intuitiven Sinn bere
henbar, wenn sie partiell-rekursiv ist.Lemma 14.2Eine Relation Q � INn ist genau dann rekursiv aufz�ahlbar, wenn sie De�nitionsberei
h einern-st. partiell-rekursiven Funktion ist.Beweis :1. Sei Q rekursiv aufz�ahlbar. Dann gibt es ein primitiv rekursives g mit Q = f~a : 9b g(~a; b) = 0g, alsoQ = dom((�g)) und (�g) partiell-rekursiv.2. Ist f partiell-rekursiv, so ist f rekursiv aufz�ahlbar, und folgli
h au
h dom(f) = f~a : 9b (~a; b) 2 fgrekursiv aufz�ahlbar. 4Satz 14.3 (Kleenes
hes Normalform-Theorem)Es gibt eine primitiv rekursive Funktion U und zu jedem n � 1 eine n-st. primitiv rekursive Relation Tn, soda� f�ur fegn(~a) :' U(�y:Tn(e;~a; y)) gilt:ffegn : e 2 INg = Menge aller n-st. partiell-rekursiven Funktionen.Die Relationen Tn (n � 1) hei�en Kleenes
he T-Pr�adikate.Beweis :De�nition: Sb0(e) := e; Sbn+1(e; a1; :::; an+1) := Sbn(Sub(dan+1 e; dvn+1 e; e); a1; :::; an).O�enbar gilt: Sbn(dA e; a1; :::; an) = dAv1;:::;vn(a1; :::; an) e.De�nition:Tn(e; a1; :::; an; 
) :, (Sbn+2(e; �1�2(
); �1(
); a1; :::; an); �2�2(
)) 2 BewZ0 ,U(
) := �1(
),fegn(~a) :' U(�y:Tn(e;~a; y)).O�enbar sind U; Tn primitiv rekursiv. Daraus folgt sofort, da� f�ur jedes n � 1 die Funktion(e;~a) 7! fegn(~a) partiell-rekursiv ist. Nat�urli
h ist dann f�ur alle e 2 IN; n � 1 au
h die Funktion fegnpartiell-rekursiv.Sei jetzt f : INn part�! IN partiell-rekursiv. Dann gibt es eine (n+2)-st. (primitiv) rekursive Relation R mitf = f(~a; b) : 9k R(k; b;~a)g. Na
h Satz 6.6 ist R in Z0 repr�asentierbar, und folgli
h gibt es eine21



(n+2)-st. arithmetis
he Formel A mit R = f(k; b;~a) : Z0 ` A(k; b;~a)g. Sei e := dA e. Dann gilt:f(~a) ' b ,9k; d[ (dA(k; b;~a) e; d) 2 BewZ0 ℄ ,9k; d[ (Sbn+2(e; k; b;~a); d) 2 BewZ0 ℄ ,9
[ b = �1(
) & (Sbn+2(e; �1�2(
); �1(
);~a); �2�2(
)) 2 BewZ0 ℄ ,9
[ b = U(
) & Tn(e;~a; 
) ℄.Daraus folgt dom(f) � dom(fegn) und ( fegn(~a) ' b ) f(~a) ' b ), also f = fegn. 4Bemerkung: Die (n+1)-st. Funktion (e;~a) 7! fegn(~a) ist partiell-rekursiv.Abk�urzung: Wne := dom(fegn) (= f~a 2 INn : 9
Tn(e;~a; 
)g).Bemerkung:Na
h 14.2 und 14.3 gilt: fWne : e 2 INg = Menge aller n-st. rekursiv aufz�ahlbaren Relationen.Satz 14.4 (Unl�osbarkeit des Halteproblems)K := fe 2 IN : e 2W 1e g ist rekursiv aufz�ahlbar aber ni
ht rekursiv.Beweis :1. K ist rekursiv aufz�ahlbar, da (e 2 W 1e , 9
T1(e; e; 
)) und T1 prim. rekursiv.2. Annahme: K rekursiv. Dann ist au
h IN nK rekursiv (aufz�ahlbar), und na
h 14.3 existiert ein e0 mitIN nK =W 1e0 . Es folgt: e0 2 K , e0 2W 1e0 , e0 62 K. Widerspru
h. 4Bemerkung:Intuitiv betra
htet hat Tn folgende Bedeutung:Tn(e;~a; �(b; k)) () � e ist Nummer eines Programms, das angesetzt auf dieEingabe ~a na
h k S
hritten das Resultat b liefert.Dann ist K die Menge aller Programmnummern e f�ur die gilt `das Programm mit Nummer e terminiert beiEingabe e'.Satz 14.5 (s-m-n Theorem)Zu m;n � 1 gibt es eine (m+1)-st. primitiv rekursive Funktion smn , so da�f�ur alle e; 
 2 IN; ~a 2 INn; ~b 2 INm gilt:a) Tn+m(e;~a;~b; 
) () Tn(smn (e;~b);~a; 
),b) fegn+m(~a;~b) ' fsmn (e;~b)gn(~a).Beweis :Sei s0n(e) := e und sm+1n (e; b1; :::; bm+1) := smn (Sub(dbm+1 e; dvn+m+3 e; e); b1; :::; bm).Wir beweisen (�) Sbn+m+2(e; i; j;~a;~b) = Sbn+2(smn (e;~b); i; j;~a).Daraus folgt dann sofort a) und b).Beweis von (�) dur
h Induktion na
h m:1. m = 0: trivial.2. Sbn+m+3(e; i; j;~a;~b; bm+1) Def= Sbn+m+2(Sub(dbm+1 e; dvn+m+3 e; e); i; j;~a;~b) IV=Sbn+2(smn (Sub(dbm+1 e; dvn+m+3 e; e);~b); i; j;~a) Def= Sbn+2(sm+1n (e;~b; bm+1); i; j;~a). 4Satz 14.6 (Rekursionstheorem)Zu jeder (n+1)-st. partiell-rekursiven Funktion g existiert ein e 2 IN mit fegn(~a) ' g(e;~a) f�ur alle ~a 2 INn.Beweis :Na
h 14.3 existiert ein k mit fkgn+1(~a; e) ' g(s1n(e; e);~a), f�ur alle ~a; e. | Sei e := s1n(k; k).Dann fegn(~a) ' fs1n(k; k)gn(~a) 14:5' fkgn+1(~a; k) ' g(s1n(k; k);~a) ' g(e;~a). 4KorollarZu jedem n � 1 und jeder 1-st. rekursiven Funktion f existiert ein e 2 IN mit ff(e)gn = fegn.22



Beweis : Setze g(e;~a) :' ff(e)gn(~a) und wende 14.6 an. 4Beispiel zum Rekursions-TheoremDie A
kermann-Funktion A : IN2 ! IN ist de�niert dur
hA(m; k) :=8<: k + 1 falls m = 0A(m�� 1; 1) falls m > 0& k = 0A(m�� 1;A(m; k�� 1)) sonstDe�nition einer partiell-rekursiven Funktion g:g(e;m; k) :' 8<: k + 1 falls m = 0feg2(m�� 1; 1) falls m > 0& k = 0feg2(m�� 1; feg2(m; k�� 1)) sonstNa
h dem Rekursions-Theorem existiert ein e mit feg2(m; k) ' g(e;m; k) f�ur alle m; k.Dur
h Hauptinduktion na
h m und Nebeninduktion na
h k zeigt man feg2(m; k) ' A(m; k). Folgli
h ist Arekursiv.Beispiel zum s-m-n TheoremBehauptung:Es gibt eine prim. rek. Funktion h mit fh(b; u)g1(0) = b und fh(b; u)g1(hii � 
) ' ffug1(i)g1(
).Beweis:Def.: ha0; :::; an�1i � hb0; :::; bm�1i := ha0; :::; an�1; b0; :::; bm�1i.Sei f 2 PR mit a = h(a)0i � f(a) f�ur alle a 2 IN. Sei ferner e 2 IN, so da�feg3(a; b; u) ' � b falls a = 0ffug1((a)0)g1(f(a)) sonst .F�ur h(b; u) := s21(e; b; u) gilt dann:fh(b; u)g1(0) ' feg3(0; b; u) ' b,fh(b; u)g1(hii � 
) ' feg3(hii � 
; b; u) ' ffug1(i)g1(
).Satz 14.7 (Ri
e)F�ur jede Menge F n-st. partiell-rekursiver Funktionen mit ; 6= F 6= ffegn : e 2 INg ist die Mengefe 2 IN : fegn 2 Fg ni
ht rekursiv.Beweis :Na
h Voraussetzung existieren e0; e1 2 IN mit fe0gn 62 F und fe1gn 2 F . Sei R � IN irgendeine rekursiveMenge. Wir zeigen R 6= fe : fegn 2 Fg.Sei g : INn+1 part�! IN; g(e; a) :' � fe0gn(a) falls e 2 Rfe1gn(a) falls e 62 R :Na
h dem Rekursionstheorem existiert ein e mit 8a 2 INn(fegn(a) ' g(e; a)).Es folgt:e 2 R ) 8a(fegn(a) ' g(e; a) ' fe0gn(a)) ) fegn = fe0gn ) fegn 62 F .e 62 R ) 8a(fegn(a) ' g(e; a) ' fe1gn(a)) ) fegn = fe1gn ) fegn 2 F . 4Beweisbar rekursive FunktionenDe�nitionEine rekursive Funktion f : INn ! IN hei�t beweisbar rekursiv in Z, falls es prim. rek. Funktionen Uf undTf gibt, so da�(i) Z ` 8~x9y Tf~xy = 0,(ii) f = Uf Æ (�Tf ). 23



Lemma 14.8Eine rekursive Funktion f : INn ! IN ist genau dann beweisbar rekursiv in Z, wenn es eine �1-FormelA(~x; y) (der Spra
he PR) gibt, so da�(i)' Z ` 8~x9y A(~x; y),(ii)' 8~a; b( f(~a) = b , N j= A[~a; b℄).Beweis :I. Sei f beweisbar rekursiv. A(x; y) := 9z(Tf (x; z) = 0 ^ 8u<z(Tfxu 6= 0) ^ y = Ufz).(i)' Z ` 8x9y(Tfxy = 0) ) Z ` 8x9z(Tfxz = 0 ^ 8u<z(Tfxu 6= 0)) ) Z ` 8x9yA(x; y).(ii)' klar.II. Gelte Z ` 8x9yA(x; y) und 8a; b(f(a) = b , N j= A[a; b℄).Es existiert eine prim. rek. Funktion g mit Z ` A(x; y)$ 9z(gxyz = 0). Sei Tf (e; b) := g(e; �1b; �2b).(i) Z ` 8x9yA(x; y) ) Z ` 8x9y9z(gxyz = 0) ) Z ` 8x9y(Tfxy = 0).(ii) 
 = minfk : Tf (a; k) = 0g ) g(a; �1(
); �2(
)) = 0 ) N j= A[a; �1(
)℄ ) f(a) = �1(
). 4Bemerkung:Na
h Satz 12.17 gibt es zu jeder in Z beweisbar rekursiven Funktion f : IN! IN ein � < "0 mit f � H�.Daraus folgt u.a., da� die Funktion H"0 (i.e. n 7! H!n(n+ 1) ) ni
ht beweisbar rekursiv in Z ist.Umgekehrt kann gezeigt werden, da� jedes H� (� < "0) beweisbar rekursiv ist.Zusammenfassend erh�alt man folgende Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von Z:f : IN! IN ist genau dann beweisbar rekursiv in Z, wenn es g 2 PR und � < "0 mitf(n) = g(n;H�(n)) (8n 2 IN) gibt.DIE TURINGMASCHINEDie historis
h �alteste abstrakte Re
henmas
hine ist die na
h dem englis
hen Logiker A.M. Turing benannteTuringmas
hine. In ihr wird das Re
hnen mit Bleistift und Papier idealisiert. Wir wollen zun�a
hst eineans
hauli
he Bes
hreibung der Turingmas
hine geben. Der Spei
her der Mas
hine besteht aus einem na
hbeiden Seiten hin unendli
hen Band, das in einzelne Felder unterteilt ist, und einem S
hreib-Lese-Kopf.Dieser steht auf einem der Felder des Bandes, dem Arbeitsfeld. Die Turingmas
hine kann nun die folgendenBefehle ausf�uhren:{ Ein Zei
hen a eines vorgegebenen endli
hen Alphabets � auf das Arbeitsfeld dru
ken.{ Das Arbeitsfeld l�os
hen (oder anders gesagt: das Leerzei
hen 0 dru
ken).{ Den S
hreib-Lese-Kopf um ein Feld na
h links bzw. re
hts bewegen.{ Testen, ob das Zei
hen auf dem Arbeitsfeld mit einem bestimmten Zei
hen z 2 � [ f0g �ubereinstimmt.De�nitionen� sei ein im folgenden festes Alphabet mit � \ f0; L;Rg = ;.�0 := � [ f0g; �1 := � [ f0; L;Rg.�# := f' : ' : Z! �0 & fi 2 Z : '(i) 6= 0g endli
h g, wobei Z := f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g.(Die Elemente von �# hei�en Bandins
hriften.)Eine Turingprogramm ist eine Funktion P : n� �0 ! (n+1)� �1.n+1 = f0; :::; ng hei�t Zustandsmenge von P .l(P ) := n hei�t die L�ange von P .0 hei�t Anfangszustand von P .stop(P ) := n hei�t Endzustand von P .
24



Zu P wird eine Zustands�ubergangsfunktion ÆP : IN� �# ! IN� �# wie folgt de�niert:1. Ist i � n, so ÆP (i; ') := (i; ').2. Sei i < n und P (i; '(0)) = (j; x) 2 (n+1)� �1.Dann ÆP (i; ') := (j;  ), wobei  2 �# folgenderma�en de�niert sei:2.1. x 2 �0:  (0) := x und  (i) := '(i) f�ur i 6= 0.2.2. x = R:  (i) := '(i+1).2.3. x = L:  (i) := '(i�1).De�nition der Funktion [P ℄ : �# part�! �# f�ur jedes Turingprogramm P[P ℄(') '  :, Es existiert ein k mit Æ(k)P (0; ') = (stop(P );  ).De�nition� enthalte das Symbol 1.F�ur a1; :::; an 2 IN bezei
hne 'a1;:::;an die folgende Bandins
hrift ':'(i) := n 1 falls i = a1 + :::+ ak + k + j mit 0 � k < n und 1 � j � ak+10 sonstF�ur jedes Turing-Programm P und n � 1 seifnP : INn part�! IN; fnP (a1; :::; an) :' out([P ℄('a1;:::;an)), wobei out( ) := minfi � 0 :  (i+ 1) = 0g.De�nitionf : INn part�! IN hei�t Turing-bere
henbar, falls es ein Turing-Programm P mit f = fnP gibt.SatzF�ur f : INn part�! IN gilt:f Turing-bere
henbar , f partiell-rekursiv.15 Der 2. G�odels
he Unvollst�andigkeitssatzZur Vermeidung von Mi�verst�andnissen werden wir in diesem Abs
hnitt die Glei
hheit zwis
hen Zei
henrei-hen (Termen, Formeln) mit dem Symbol� ausdr�u
ken. Eine Formel der Spra
he PR hei�t wahr (bzw. fals
h),wenn sie ges
hlossen ist und im Standardmodell gilt (bzw. ni
ht gilt). Unter einer �1-Formel verstehen wirjetzt (im Gegensatz zu Abs
hnitt 5) eine PR-Formel der Gestalt 9xA, wobei A Primformel ist.Lemma 15.1F�ur jedes f 2 PRn und alle a1; :::; an 2 IN gilt: f(a1; :::; an) = b ) Z ` fa1:::an = b.Beweis dur
h Induktion na
h dem Aufbau von f :1. S(a) = b ) Sa � b ) Z ` Sa = b.2. 0n(a1; :::; an) = b ) 0 = b ) Z ` 0na1:::an = b.3. Ini (a1; :::; an) = b ) ai = b ) Z ` Ini a1:::an = b.4. f = (Æhg1:::gm) und f(a) = b:Dann h(b1; :::; bm) = b mit b1 := g1(a); : : : ; bm := gm(a), und na
h I.V. giltZ ` hb1:::bm = b ^ g1a = b1 ^ : : : ^ gma = bm. Daraus folgt Z ` fa = hg1a:::gma = hb1:::bm = b.5. f = (Rgh): Nebeninduktion na
h dem letzten Argument von f .5.1. f(a; 0) = b ) g(a) = b I:V:) Z ` fa0 = ga = b.5.2. Sei f(a; 
+1) = b. Dann gilt h(a; 
; d) = b mit d := f(a; 
). Mit I.V. bzw. N.I.V. folgt darausZ ` ha 
 d = b und Z ` fa 
 = d, also Z ` fa 
+1 = faS
 = ha 
 fa 
 = b. 4
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Korollara) Ist t ein PR-Term mit FV(t) � fx1; :::; xng, so gilt f�ur alle a1; :::; an 2 IN:tNx1;:::;xn[a1; :::; an℄ = b ) Z ` tx1;:::;xn(a1; :::; an) = b.b) Z ` A, f�ur jede wahre PR-Primformel A.
) Z ` C, f�ur jeden wahren �1-Satz C.Voraussetzungen, Abk�urzungen, De�nitionenSei (L; SN) eine primitiv rekursiv repr�asentierte Spra
he (vergl. Abs
hnitt 5) mit PR � L. Wie in Ab-s
hnitt 5, sei jedem L-Ausdru
k E eine G�odelnummer dE e zugeordnet.Mit \Term" bzw. \Formel" ist im folgenden stets \L-Term" bzw. \L-Formel" gemeint.F�ur q 2 L [ VAR [ f?;!;8;=g sei q̂ :� SN(q).F�ur PR-Terme t1; :::; tn�1 sei der PR-Terme ht0; :::; tn�1i wie folgt de�niert:hi :� 0, ht0; :::; tni :� S�ht0; :::; tn�1itn.Es sei � 2 PR1 mit Z ` �0 = d0 e ^ �Sx = hŜ; �xi.(Es gilt also �(n) = dn e f�ur alle n 2 IN.)De�nitionEine Formel hei�e einfa
h, wenn sie aus Primformeln und ges
hlossenen Formeln der Gestalt 8xA mittels! aufgebaut ist. Terme und einfa
he Formeln nennen wir einfa
he Ausdr�u
ke.Konvention: Im folgenden s
hreiben wir dE e statt dE eMitteilungszei
hen: q bezei
hne stets ein Symbol aus L [ f?;!;=g.Satz 15.2(S1) Z ` Subydx edE e = d� e, falls E ein L-Ausdru
k mit x 62 FV(E)(S2) Z ` Subydx edx e = y,(S3) Z ` Subydx ehq̂; z1; :::; zni = hq̂; Subydx ez1; : : : ; Subydx ezni, wobei n = #(q).Ohne Beweis.De�nition eines PR-Terms [E℄U f�ur jeden einfa
hen Ausdru
k E und jede endli
he Variablenmenge U1. [x℄U :� n �x falls x 2 Udx e sonst , 2. [qE1:::En℄U :� hq̂; [E1℄U ; :::; [En℄U i , 3. [8xA℄U :� d8xA eDe�nition [E℄ :� [E℄U mit U := FV(E).Bemerkung: [x℄ � �x und [qE1:::En℄ � hq̂; [E1℄; :::; [En℄i.Lemma 15.3a) Z ` [E℄; = dE e, falls E einfa
h.b) Z ` [t℄ = �t! [Ey(t)℄ = [E℄y(t), falls E einfa
h.
) Z ` [0℄ = �0 ^ [Sx℄ = �Sx ^ [x℄ = �x.Beweis :a) Induktion na
h dem Aufbau von E: 1. [x℄; � dx e.2. Sei E � qE1:::En. Na
h 15.1 bzw. I.V. gilt dann ` hq̂; dE1 e; :::; dEn ei = dE e und ` [Ei℄; = dEi e.Es folgt ` [E℄; = hq̂; [E1℄;; :::; [En℄;i = dE e.3. F�ur E � 8xA ist die Beh. trivial.b) Induktion na
h dem Aufbau von E (klar).
) ` [0℄ = h0̂i = d0 e = �0 und ` [Sx℄ = hŜ; [x℄i = hŜ; �xi = �Sx. 4
26



Lemma 15.4a) Z ` Subydx e�z = �z,b) Z ` Sub�xdx e[E℄U = [E℄U[fxg.Beweis :a) ` Subydx e�0 = Subydx ed0 e = d0 e = �0. ` Subydx e�Sz = Subydx ehŜ; �zi = hŜ; Subydx e�zi = hŜ; �zi = �Sz.b) Abk�urzung: U 0 := U [ fxg1. E � y 2 U : ` Sub�xdx e[E℄U = Sub�xdx e�y = �y = [E℄U 0 .2. E � x 62 U : ` Sub�xdx e[E℄U = Sub�xdx edx e = �x = [E℄U 0 .3. E � y 62 U 0: ` Sub�xdx e[E℄U = Sub�xdx edy e = dy e = [E℄U 0 .4. E � qE1:::En: ` Sub�xdx e[E℄U = Sub�xdx ehq̂; [E1℄U ; :::; [En℄U i = hq̂; Sub�xdx e[E1℄U ; :::; Sub�xdx e[En℄U i= hq̂; [E1℄U 0 ; :::; [En℄U 0i = [E℄U 0 .5. E � 8xA und FV(E) = ;: ` Sub�xdx e[E℄U = Sub�xdx edE e = dE e = [E℄U 0 . 4Im folgenden sei T ein Axiomensystem mit L(T ) = L und Z � T .Lemma 15.5Ist P eine 1-st. Formel mit:(P1) T ` A ) T ` P(dA e), f�ur jede einfa
he Formel A(P2) T ` P([A! B℄)! P([A℄)! P([B℄), f�ur alle einfa
hen Formeln A;B,(P3) T ` P(z)! P(Sub�ydx ez),so gilt,(P)* T ` A1 ! : : :! Am ! B =) T ` P([A1℄)! : : :! P([Am℄)! P([B℄),f�ur alle einfa
hen Formeln A1; :::; Am; B (m � 0).Beweis :(1) T ` A&A einfa
h ) T ` P([A℄U ).Beweis dur
h Induktion na
h der Anzahl der Elemente von U :1. (` A )` P(dA e)) und ` dA e = [A℄;.2. ` P([A℄U )! P(Sub�xdx e[A℄U ) und ` Sub�xdx e[A℄U = [A℄U[fxg.(2) F�ur einfa
he Formeln A1; :::; Am; B gilt:T ` P([A1 ! : : :! Am ! B℄)! P([A1℄)! : : :! P([Am℄)! P([B℄).Beweis dur
h Induktion na
h m:1. m = 0: trivial. 2. m > 0: Sei C := A2 ! :::! Am ! B.Wegen (P2) gilt dann ` P([A1 ! : : :! Am ! B℄)! P([A1℄)! P([C℄).Na
h I.V. gilt ferner: ` P([C℄)! P([A2℄)! : : :! P([Am℄)! P([B℄).Aus (1) und (2) folgt nun (P)*. 4Lemma 15.6Ist P eine 1-st. Formel mit (P)*, so gilt f�ur jedes n-st. Funktionszei
hen f 2 PR:T ` fx1:::xn = y ! P([fx1:::xn = y℄).Beweis dur
h Induktion na
h der De�nition von f :Vorbemerkung: Aus 15.3b,
 folgt:(I) Z ` [Ey(t)℄ = [E℄y(t), f�ur t 2 f0; x; Sxg und E einfa
h.Im folgenden wird von der Operation A 7! [A℄ ni
hts weiter als (P)*, (I) und die Tatsa
he, da� [A℄ einPR-Term mit FV([A℄) = FV(A) ist, benutzt.1. f � 0n:(1) ` f~x = 0, 27



(2) ` P([f~x = 0℄), [ (1),(P)* ℄(3) ` 0 = y ! [f~x = 0℄ = [f~x = y℄y(0) = [f~x = y℄, [ (I) ℄(4) ` f~x = y ! P([f~x = y℄) [ (1),(2),(3) ℄2. f � Ini : analog zu 1.3. f � S:(1) ` P([fx = Sx℄), [ (P)* ℄(2) ` Sx = y ! [fx = Sx℄ = [fx = y℄y(Sx) = [fx = y℄, [ (I) ℄4. f � (Æhg1:::gm):(1) ` P([g1~x = y1℄)! : : :! P([gm~x = ym℄)! P([hy1:::ym = y℄)! P([f~x = y℄), [ (P)* ℄(2) ` gi~x = yi ! P([gi~x = yi℄), [ I.V. ℄(3) ` hy1:::ym = y ! P([hy1:::ym = y℄), [ I.V. ℄(4) ` g1~x = y1 ! : : :! gm~x = ym ! hy1:::ym = y ! P([f~x = y℄), [ (1),(2),(3) ℄(5) ` hg1~x : : : gm~x = y ! P([f~x = y℄), [ (4) mit gi~x anstelle von yi ℄5. f � (Rgh):Sei t :� [f~xz = y℄. Wir werden ` P(tz;y(0; f~x0)) und ` P(tz;y(z; f~xz))! P(tz;y(Sz; f~xSz)) beweisen.Mit (formaler) Induktion folgt daraus ` P(tz;y(z; f~xz)) und weiter ` f~xz = y ! P(t).5.1. (1) ` P([g~x = y℄)! P([f~x0 = y℄), [ (P)* ℄(2) ` g~x = y ! P([g~x = y℄), [ I.V. ℄(3) ` tz(0) = [f~x0 = y℄, [ (I) ℄(4) ` g~x = y ! P(tz(0)), [ (1),(2),(3) ℄(5) ` P(tz;y(0; f~x0)). [ (4) mit f~x0 anstelle von y ℄5.2. (1') ` P([h~xzw = y℄)! P([f~xz = w℄)! P([f~xSz = y℄), [ (P)* ℄(2') ` h~xzw = y ! P([h~xzw = y℄), [ I.V. ℄(3') ` ty(w) = [f~xz = w℄ ^ tz(Sz) = [f~xSz = y℄, [ (I) ℄(4') ` h~xzw = y ! P(ty(w)) ! P(tz(Sz)), [ (1'),(2'),(3') ℄(5') ` P(tz;y(z; f~xz))! P(tz;y(Sz; f~xSz)). [(4') mit f~xz; f~xSz anstelle von w; y℄ 4Satz 15.7Ist P eine 1-st. Formel, wel
he (P)* erf�ullt, so gilt: T ` C ! P(dC e), f�ur jeden �1-Satz C.Beweis :Sei g 2 PR1 mit Z ` 9x(gx = 0)$ C.(1) T ` gx = 0! C, [ klar ℄(2) T ` P([gx=0℄)! P([C℄), [ (1), (P)* ℄(3) T ` [gx=0℄ = [gx=y℄y(0), [ 15.3b,
 ℄(4) T ` gx = y ! P([gx=y℄), [ 15.6 ℄(5) T ` gx = 0! P([C℄), [ (2),(3),(4) ℄(6) T ` 9x(gx = 0)! P(dC e), [(5), ` [C℄ = dC e℄4Satz 15.8Ist P eine 1-st. �1-Formel, wel
he (P)* erf�ullt, so gilt f�ur alle ges
hlossenen Formeln A;B:(D1) T ` A ) T ` P(dA e),(D2) T ` P(dA! B e)! P(dA e)! P(dB e),(D3) T ` P(dA e)! P(dP(dA e) e).Beweis :O�enbar ist jede ges
hlossene Formel A einfa
h, und es gilt Z ` [A℄ = dA e. (D1) und (D2) folgen deshalbunmittelbar aus (P)*. (D3) folgt aus 15.7 mit C :� P(dA e). 428



Satz 15.9 (L�ob)Ist P eine 1-st. Formel, wel
he (D1),(D2),(D3) erf�ullt, so gilt f�ur jeden Satz A:T ` P(dA e)! A =) T ` A.Insbesondere gilt: T ` :P(d? e) =) T ` ?.Beweis :Abk�urzung: A :� P(dA e).Sei A ein L-Satz mit T ` A! A. Na
h dem Fixpunktlemma (Satz 5.8) existiert ein L-Satz C mitT ` C $ ( C ! A). Nun folgt:(1) T ` C ! C ! A, [ aus ` C ! C ! A mittels (D1),(D2) ℄(2) T ` C ! A, [ aus (1) und (D3) ` C ! C ℄(3) T ` C ! A, [ (2), ` A! A ℄(4) T ` C, [ aus (3) und ` ( C ! A)! C ℄(5) T ` C, [ (4),(D1) ℄(6) T ` A. [ (3),(5) ℄4De�nitionIst T primitiv rekursiv, so sei ProvT (x) :� 9y(BewT (x; y) = 0), ConT :� :ProvT (d? e).Dabei sei BewT 2 PR2 das im Beweis von Satz 5.3 implizit de�nierte Funktionszei
hen mitBewT (a; b) = 0 , (a; b) 2 BewT .Satz 15.10 (2. G�odels
her Unvollst�andigkeitssatz)Ist T ein primitiv rekursives, konsistentes Axiomensystem mit Z � fA : T ` Ag, so gilt T 6` ConT .Beweis :Na
h 15.5, 15.8, 15.9 gen�ugt es, (P1),(P2),(P3) mit P :� ProvT na
hzuweisen.zu (P1): Gilt T ` A, so ist ProvT (dA e) ein wahrer �1-Satz, und somit gilt na
h 15.1 (Korollar 
)Z ` ProvT (dA e).zu (P2): Dur
h einfa
he Formalisierung erh�alt man Z ` ProvT (h!̂; x; yi)! ProvT (x)! ProvT (y).Mit [A! B℄ � h!̂; [A℄; [B℄i folgt daraus (P2).zu (P3): Dies ergibt si
h dur
h Formalisierung des folgenden \Beweises":T ` A 2:4a=) T ` 8xA (81);(mp)=) T ` Ax(n). 4Verallgemeinerung des 2. G�odels
hen Unvollst�andigkeitssatzesSei jetzt L� eine beliebige (d.h. es mu� ni
ht PR � L� sein) primitiv rekursiv repr�asentierte Spra
he. Wiein Abs
hnitt 5 wird jedem L�-Ausdru
k E eine G�odelnummer dE e zugeordnet.Sei ferner � ein primitiv rekursives Axiomensystem mit L(�) = L�. Die PR-Formeln Prov� und Con� seienentspre
hend wie ProvT und ConT gebildet.De�nitionEine Interpretation von Z in � besteht aus einer 1-stelligen L�-Formel N und einer Abbildung A 7! AN ,die jeder PR-Formel A eine L�-Formel AN zuordnet, so da� gilt:{ ?N � ?,{ (A! B)N � AN ! BN ,{ (8xA)N � 8x(N(x)! AN ),{ FV(AN ) = FV(A),{ Z ` A ) � ` A�, wobei A� :� N(x1)! : : :! N(xn)! AN mit fx1; :::; xng = FV(A).Lemma 15.11Ist A 7! AN eine Interpretation von Z in �, so gilt f�ur jede PR-Formel A: � ` A� ) � ` Ax(n)�.29



Beweis :Sei FV(A) = fx; yg.� ` A� ) � ` N(y)! N(x)! AN ) � ` N(y)! 8x(N(x)! AN ) (1).Z ` 8xA ! Ax(n) ) � ` (8xA ! Ax(n))� )� ` N(y)! 8x(N(x)! AN )! Ax(n)N (1)) � ` N(y)! Ax(n)N , i.e. � ` Ax(n)�. 4De�nitionEine Interpretation A 7! AN von Z in � hei�e streng, wenn es ein g 2 PR1 gibt, so da� gilt:{ g(dA e) = dA� e, f�ur jede PR-Formel A,{ g(n) = 0, falls n ni
ht Nummer einer PR-Formel ist,{ Z ` g([A! B℄) = h!̂; g([A℄); g([B℄)i, f�ur alle einfa
hen PR-Formeln A;B,{ Z ` Prov�(gz) ! Prov�(g(Sub�ydx ez)) [ vergl. Lemma 15.11 ℄Satz 15.12 (Allgemeine Form des 2. G�odels
hen Unvollst�andigkeitssatzes)Ist � ein primitiv rekursives, konsistentes Axiomensystem und A 7! AN eine strenge Interpretation von Zin �, so gilt � 6` (Con�)N .Beweis :Sei T := fA : A ist PR-Satz & � ` ANg und P :� Prov�(gx).(1) T ` A & A ein PR-Satz ) � ` AN .Beweis: Na
h Voraussetzung gibt es A1; :::; An 2 T mit ` A1 ! : : :! An ! A.Es folgt � ` AN1 ! : : :! ANn ! AN und � ` ANi (i = 1; :::; n), also � ` AN .(2) T konsistent.Beweis: T ` ? (1)) � ` ?N . ?N � ?.(3) Z � T .Beweis: A 2 Z ) � ` AN & A PR-Satz ) A 2 T .(4) F�ur T und P gilt (P1),(P2),(P3).Beweis:(P1) Sei A PR-Formel, und 8A der Allabs
hlu� von A.T ` A ) T ` 8A (1)) � ` (8A)N ) � ` A� 15:1) Z ` Prov�(g(dA e)) ) T ` P(dA e).(P2) Seien A;B zwei einfa
he PR-Formeln. Es gilt Z ` Prov�(h!̂; x; yi)! Prov�(x)! Prov�(y).Daraus folgt Z ` Prov�(g([A! B℄))! Prov�(g([A℄))! Prov�(g([B℄)).(P3) klar.Na
h 15.5, 15.8, 15.9 haben wir nun T 6` :P(d? e). Na
h 15.1 gilt Z ` g(d? e) = d? e und somitT 6` :Prov�(d? e). Na
h De�nition von T gilt deshalb � 6` (:Prov�(d? e))N . 4

30



16 Logikprogrammierung (PROLOG)I. HORNKLAUSELLOGIKSei L eine im folgenden feste Spra
he 1. Stufe, die mindestens eine Konstante enth�alt.SUB sei die Menge alle Substitutionen zu L.�; �; � bezei
hnen im folgenden stets Elemente von SUB.F�ur quantorenfreie Ausdr�u
ke E s
hreiben wir jetzt au
h var(E) statt FV(E). Ferner s
hreiben wir ran(�)statt FV(�); also ran(�) = Sfvar(x�) : x 2 dom(�)g.Eine Atom ist eine L-Primformel der Form pt1:::tn mit p 2 L. (Glei
hungen und ? sind also keine Atome.)A;B bezei
hnen im folgenden stets Atome.Ges
hlossene Terme bzw. Atome werden au
h Grundterme bzw. Grundatome genannt.BL sei die Menge aller L-Grundatome (Herbrand-Basis).UL sei die Menge aller L-Grundterme (Herbrand-Universum).TER sei die Menge aller L-Terme.Eine Klausel (genauer de�nite Hornklausel) ist eine Formel der Form B0 ! : : :! Bn�1 ! A(abgek�urzt (B0; :::; Bn�1 ! A) ).F�ur jede Klausel C sei 8C := 8x1:::8xn C mit fx1; :::; xng = var(C).Ein Programm ist eine endli
he Menge von Klauseln. F�ur jedes Programm P sei 8P := f8C : C 2 Pg.Statt \Modell von 8P" sagen wir au
h \Modell von P".Eine L-Struktur M hei�t Pseudo-Herbrand-Struktur, falls gilt:i) jMj � TER,ii) fM(t1; :::; tn) = ft1:::tn.Eine Pseudo-Herbrand-StrukturM mit jMj = UL (Menge aller Grundterme) hei�t Herbrand-Struktur.De�nitionIst M eine Pseudo-Herbrand-Struktur, E ein L-Ausdru
k und � 2 SUB mit 8x 2 FV(E)(�(x) 2 jMj), sosei EM[�℄ := EM[�℄, wobei � irgendeine M-Belegung mit 8x 2 FV(E)(�(x) = �(x)) bezei
hne.Lemma 16.1F�ur jede Pseudo-Herbrand-StrukturM gilt: tM[�℄ = t�, falls 8x 2 var(t)(�(x) 2 jMj).Beweis : (ft)M[�℄ = fM(tM[�℄) = fM(t�) = f t� = (ft)�. 4Sei P im folgenden ein festes Programm.De�nitionP 0 := fC� : C 2 P &� 2 SUBg,P 0 := fC 2 P 0 : C ges
hlosseng.Induktive De�nition von P `k� A (R. St�ark)(B0; :::; Bn�1 ! A) 2 P 0&8i < n(P `ki� Bi )& k = k0 + :::+ kn�1 + 1 =) P `k� A.Spre
hweise: P `k� A , A besitzt einen (P -)Implikationsbaum der Gr�o�e k.Abk�urzungen: P `� A :, Es gibt ein k 2 IN mit P `k� A.P `� A0 ^ : : : ^ An :, P `� A0& : : : &P `� An.De�nitionTP : Pot(BL)! Pot(BL); TP (X) := fA : 9(B0; :::; Bn�1 ! A) 2 P 08i < n(Bi 2 X)g
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De�nition (Die Modelle M und M0)i) jMj := TER (Menge aller L-Terme),ii) fM(t1; :::; tn) = ft1:::tn,iii) pM := f(t1; :::; tn) : P `� pt1:::tng, (f�ur jedes n-st. Relationszei
hen p).M0 sei die Substruktur von M mit jM0j := UL (Menge aller Grundterme).Bemerkung: M0 ist das intendierte Modell von P .Lemma 16.2a) F�ur jeden quantorenfreien Ausdru
k E und jede M0-Belegung � gilt: EM[�℄ = EM0 [�℄.b) F�ur jede ges
hlossene Formel F = 8~xD mit D quantorenfrei gilt: M j= F ) M0 j= F .Beweis klar.Satz 16.3F�ur jedes Atom A sind die folgenden Aussagen �aquivalent:(i) 8P j= A, (ii) M j= A[id℄, (iii) P `� A.Beweis :HS1: M j= A[�℄ , P `� A�.Beweis: M j= pt[�℄ , tM[�℄ 2 pM , t� 2 pM , P `� pt�.HS2 : M j= 8P .Beweis: Sei C = (B0; :::; Bn�1 ! A) 2 P . Zu zeigen: M j= 8C, d.h. M j= C[�℄ f�ur alle � 2 SUB. Sei also� 2 SUB mit M j= Bi[�℄ f�ur i < n. Mit HS 1 folgt P `� Bi� f�ur i < n, und daraus (wegen C� 2 P 0)P `� A�, d.h. (na
h HS 1) M j= A[�℄.(i) ) (ii) folgt aus HS2. (ii) ) (iii) folgt aus HS 1.(iii) ) (i): Wegen j= 8C ! C�, gilt 8P j= C 0 f�ur jede Klausel C 0 2 P 0. Dur
h Induktion na
h k folgt nunin trivialer Weise: P `k� A ) 8P j= A. 4Korollara) M0 ist Modell von P , und f�ur ges
hlossenes A gilt: 8P j= A , M0 j= A , P `� A.b) F�ur jedes Modell H von P gilt: A 2 BL&M0 j= A ) H j= A.(M0 ist das minimale Herbrand-Modell von P .)
) Ist D eine Konjunktion von Atomen mit 8P j= 9x1:::9xnD, so gibt es Terme t1; :::; tn mit8P j= Dx1;:::;xn(t1; :::; tn) und var(t1; :::; tn) � FV(9~xD).Beweis von 
) (f�ur n = 1): Sei D = A0 ^ : : : ^ Am. Aus der Voraussetzung folgt mit HS 2 M j= (9xD)[id℄,d.h. es gibt ein t mit M j= D[idtx℄. Mit HS 1 folgt nun P `� Dx(t) und weiter (mit 16.3) 8P j= Dx(t). In tersetzen wir jetzt jede ni
ht zu FV(9xD) geh�orende Variable dur
h eine Konstante der Spra
he L; der soentstehende Terme sei t0. O�enbar gilt dann 8P j= Dx(t0) und var(t0) � FV(9xD). 4Satz 16.4fA 2 BL : M0 j= Ag = TfX � BL : TP (X) � Xg (= kleinster Fixpunkt von TP).Beweis :Sei X0 := fA 2 BL : P `� Ag. Na
h 16.3 gilt X0 = fA 2 BL : M0 j= Ag.Dur
h Induktion na
h k zeigt man: P `k� A&A� 2 BL&TP (X) � X ) A� 2 X .Daraus folgt: X � TP (X) ) X0 � X . Au�erdem gilt o�enbar TP (X0) � X0.Also ist X0 = TfX � BL : TP (X) � Xg. 4
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Bere
hnung der partiell-rekursiven Funktionen dur
h Logik-ProgrammeWir ma
hen jetzt folgende Annahmen �uber die Spra
he L:1. 0; S 2 L.2. Jeder (De�nition einer) n-st. part.-rek. Funktion f ist ein (n+1)-st. Relationszei
hen pf 2 L zugeordnet.3. Jedem n-stelligen f = (�g) ist au�erdem no
h ein (n+2)-stelliges Relationszei
hen qf 2 L zugeordnet.4. Die Zuordnungen f 7! pf und f 7! qf sind injektiv, und die pf 's sind vers
hieden von den qf 's.Satz 16.5Zu jeder n-st. partiell-rekursiven Funktion f l�a�t si
h ein Programm Pf angeben, so da� f�ur allea1; :::; an; b 2 IN gilt: f(a1; :::; an) ' b , 8Pf j= pfa1:::an b.Beweis :1. f = 0n: Pf := fpfx0g.2. f = S: Pf := fpfxSxg.3. f = Ini : Pf := fpfx1:::xnxig.4. f = (Æhg1:::gm): Pf := Ph [ Pg1 [ ::: [ Pgm [ fpg1~xy1 ! : : :! pgm~xym ! ph~yz ! pf~xzg.5. f = (Rgh): Pf := Pg [ Ph [ fpg~xz ! pf~x0z; pf~xyw ! ph~xywz ! pf~xSy z g.6. f = (�g): Pf := Pg [ fpg~xy0! qf~xy0; pg~xySu! qf~xSy z ! qf~xySz; qf~x0y ! pf~xy g.\)": Wir behandeln nur den Fall 6.Sei ~f(~a; 
) :' �y(g(~a; 
+ y) ' 0).Wir zeigen dur
h Induktion na
h b: (�) ~f(~a; 
) ' b ) 8Pf j= qf~a 
 b.(i) ~f(a; 
) ' 0 ) g(a; 
) ' 0 ) 8Pf j= pga 
 0 ) 8Pf j= qfa 
 0.(ii) ~f(a; 
) ' b+ 1 ) g(a; 
+ b+ 1) ' 0&8i<b9k>0(g(a; 
+ 1 + i) ' k)& 9m(g(a; 
) ' m+ 1) )~f(a; 
+ 1) ' b& g(a; 
) ' m+ 1 f�ur ein m ) 8Pf j= pga 
 Sm&8Pf j= qfaS
 b ) 8Pf j= qfa 
Sb.Mit (�) folgt nun: f(a) ' b ) ~f(a; 0) ' b ) 8P j= qfa0b ) 8P j= pfa b.\(":Wir ordnen jedem Pr�adikatszei
hen pf den Graph der Funktion f , sowie jedem Zei
hen qf den Graph derFunktion ~f zu. Die Zei
hen 0 und S werden wie �ubli
h interpretiert. Dann ist IN zusammen mit dieserInterpretation o�enbar ein Modell von 8Pf . 4Korollar (Unents
heidbarkeit der Pr�adikatenlogik)Sei K die rekursiv aufz�ahlbare aber ni
ht rekursive Menge aus 14.4.Sei ferner f die dur
h f(a) ' b :, a 2 K & b = 0 de�nierte partiell-rekursive Funktion. Dann istK = fa 2 IN : 8Pf j= pfa0g. Na
h der Chur
hs
hen These gibt es also keinen Algorithmus, der f�ur jedeFormel D der Spra
he von Pf ents
heidet ob D allgemeing�ultig ist oder ni
ht.II. UNIFIKATIONDe�nition (Komposition von Substitutionen)Sind �; � Substitutionen, so bezei
hne (��) die dur
h (��)(x) := (x�)� bestimmte Substitution.(Es gilt also x(��) = (x�)� .)Lemma 16.6a) F�ur jeden quantorenfreien Ausdru
k E gilt: E(��) = (E�)� .b) ((��)�) = (�(��)).Beweis :a) (pt)(��) = p t(��) I:V:= p (t�)� = (p(t�))� = ((pt)�)� .b) x((��)�) = (x(��))� = ((x�)�)�, x(�(��)) = (x�)(��) a)= ((x�)�)�. 433



Aufgrund dieses Lemmas k�onnen wir im folgenden also einfa
h E�� bzw. ��� s
hreiben.De�nition1. � hei�t invertibel, falls es ein � mit �� = �� = id gibt.2. � hei�t Variablensubstitution, falls x� 2 VAR f�ur alle x gilt.3. Eine Variablensubstitution � hei�t Permutation (von Variablen), falls � : VAR! VAR bijektiv ist.Bemerkung: Jede injektive Variablensubstitution ist eine Permutation.Beweis: Sei � eine injektive Variablensubstitution. Zu zeigen VAR � fx� : x 2 VARg. Angenommen, esg�abe eine Variable y 62 fx� : x 2 VARg. Dann w�are fy; y�; y��; : : :g eine unendli
he Teilmenge von dom(�).Widerspru
h.Lemma 16.7�� = id ) �; � sind Permutationen und � = ��1.Beweis :W�are x� keine Variable, so k�onnte au
h x�� keine Variable sein, im Widerspru
h zu �� = id. Also ist �eine Variablensubstitution. � ist au
h injektiv, denn (x� = y� ) x = x�� = y�� = y). Somit ist � einePermutation. Mit �� = id folgt daraus, da� � au
h eine Variablensubstitution ist. Der Rest ist nun klar.4FolgerungEine Substitution � ist genau dann invertibel, wenn sie eine Permutation ist.De�nition� hei�t allgemeiner als � (in Zei
hen � � �), falls es ein � mit � = �� gibt.� und � hei�en �aquivalent, falls � � � und � � � gilt.Lemma 16.8Sind � und � �aquivalente Substitutionen, so gibt es eine Permutation � mit �� = � und ���1 = �.Beweis :Sei V := ran(�) [ fx : x 62 dom(�)g, und gelte �� = � und ��0 = �. Dann ���0 = � und deshalb x��0 = xf�ur alle x 2 V . Folgli
h mu� au
h x� f�ur jedes x 2 V eine Variable sein. Ferner ist �jV injektiv. Wie glei
hgezeigt wird, existiert deshalb eine Permutation � mit x� = x� f�ur alle x 2 V . F�ur dieses � gilt dann�� = � . [x 2 dom(�) ) x�� = x�� = x� ; x 62 dom(�) ) x�� = x� = x� = x�� = x� ℄Zur De�nition von �: Sei dom(�) \ V = fx1; :::; xng, wobei x1; :::; xn paarweise vers
hieden undfx 2 V : x� 62 V g = fx1; :::; xmg mit m � n. Dann fxm+1�; :::; xn�g � fx1; :::; xng.Sei fy1; :::; ymg := fx1; :::; xng n fxm+1�; :::; xn�g.Wir setzen �(�xi) := yi, f�ur 1 � i � m, �(x) := �(x), f�ur x 2 V , sowie �(x) := x sonst. 4De�nitionPaare (t; t0) (wobei t; t0 L-Terme sind) nennen wir im folgenden Glei
hungen.Sei G eine Menge von Glei
hungen.� hei�t Uni�kator von G (oder � uni�ziert G ), falls t� = t0� f�ur jedes Paar (t; t0) 2 G.� hei�t allgemeinster Uni�kator (mgu) von G, falls � Uni�kator von G ist, und � � � f�ur jeden Uni�kator �von G gilt.Die Martelli-Montanari-Regeln zur Bere
hnung von mgu'sDas Symbol + bezei
hne hier die disjunkte Vereinigung.(U1) G + f(fs1:::sn; ft1:::tn)g !M G [ f(s1; t1); : : : ; (sn; tn)g.(U2) G + f(x; t)g !M Gx(t) [ f(x; t)g, falls x 2 var(G) n var(t).(U3) G + f(t; x)g !M G [ f(x; t)g, falls t keine Variable ist.(U4) G + f(x; x)g !M G. 34



Lemma 16.9a) G !M G0 ) (� uni�ziert G , � uni�ziert G0).b) G !M G0 ) (� ist mgu von G , � ist mgu von G0).Beweis :a) (U1),(U3),(U4) sind klar.(U2) Wegen x 62 var(t) ist � := idtx o�enbar ein mgu von f(x; t)g. Sei nun � ein Uni�kator von G + f(x; t)g.Dann � = ��. Da x ni
ht in t vorkommt, gilt �� = � , und es folgt � = �� = ��� = ��. Also gilt:� Uni�kator von G + f(x; t)g , �� Uni�kator von G & x� = t� , � Uni�kator von Gx(t) [ f(x; t)g. 4Lemma 16.10Es gibt keine unendli
he Folge von endli
hen Glei
hungsmengen Gn mit Gn !M Gn+1 f�ur alle n.Beweis :F�ur jede endli
he Glei
hungsmenge G sei �(G) := !2 � k + ! �m+ n, wobeik := Kardinalit�at der Menge var(G) n fx : 9G0; t[G = G0 + f(x; t)g&x 62 var(G0) [ var(t) ℄g,m := \L�ange" von G,n := Anzahl der Glei
hungen (x; t) in G, wo t keine Variable ist.Wie man si
h lei
ht �uberlegt, gilt: G !M G0 ) �(G) > �(G0). 4Lemma 16.11Ist keine der Regeln (U1){(U4) auf G anwendbar, so gilt:Ist G = f(x1; t1); :::; (xn; tn)g, wobei die xi's paarweise vers
hieden sind und ni
ht in t1:::tn vorkommen, soist � := idt1;:::;tnx1;:::;xn ein mgu von G mit �� = �.Andernfalls ist G ni
ht uni�zierbar.Beweis :Da na
h Voraussetzung keine der Regeln (U1){(U4) auf G anwendbar ist, mu� einer der folgenden F�allevorliegen:1. G enth�alt eine Glei
hung (x; t) mit x 2 var(t) und t 6= x. Dann x� 6= t�, f�ur alle �.2. G enth�alt eine Glei
hung (s; t) mit s; t 62 VAR. Wegen (U1) m�ussen s; t mit vers
hiedenenFunktionszei
hen anfangen, also s� 6= t�, f�ur alle �.3. G = f(x1; t1); :::; (xn; tn)g mit xi 62 var(ti) f�ur i = 1; :::; n, und (xi; ti) 6= (xj ; tj) f�ur i 6= j.Wegen (U2) mu� sogar gelten xi 62 fxjg [ var(tj) f�ur i 6= j. Also sind x1; :::; xn paarweise vers
hiedenund es gilt fx1; :::; xng \ var(t1:::tn) = ;; folgli
h ist � := idt1;:::;tnx1;:::;xn ein Uni�kator von G.Aus xi� = ti� (i = 1; :::; n) folgt xi�� = ti� = xi�; und f�ur y 62 fx1; :::; xng gilt y�� = y�; also �� = �, d.h.� ist mgu von G. Aus fx1; :::; xng \ var(t1:::tn) = ; folgt �� = �. 4RESULTAT:Zu jeder uni�zierbaren endli
hen Glei
hungsmenge G l�a�t si
h mittels der Martelli-Montanari-Regeln einmgu � bere
hnen, f�ur den au�erdem gilt �� = � und dom(�) [ ran(�) � var(G) .(Beweis mittels 16.9, 16.10, 16.11 .)III. SLD-RESOLUTIONDe�nitionenF�ur quantorenfreie Formeln D;D0 de�nieren wir: D � D0 :, es gibt eine Permutation � mit D0 = D� .� hei�t Uni�kator von (A;B), falls A� = B�.mgu(A;B) := Menge aller mgu's von (A;B).Ein Ziel (goal) ist eine endli
he Folge von Atomen. Das leere Ziel bezei
hnen wir mit .35



Wir identi�zieren jedes Ziel (A0; :::; An�1) mit der Formel (A0 ! : : : ! An�1 ! ?) ! ?, d.h. mit derKonjunktion A0 ^ ::: ^An�1. (Das leere Ziel entspri
ht dabei der Formel ? ! ?.)F;G;Q seien Mitteilungszei
hen f�ur Ziele.� sei Mitteilungszei
hen f�ur Paare von Zielen.Ist � = (G;G0), so sei �[Q℄ := G �Q �G0; �[B℄ := G � (B) �G0; �[ ℄ := G �G0.F�ur Q = (A0; :::; An�1) sei Q! B := (A0; :::; An�1 ! B).P (A) := fQ! B 2 P : 9�; �(A� = B�)g.Ein Baum ist eine Funktion T deren De�nitionsberei
h dom(T ) eine Menge von endli
hen Folgen ist,f�ur die gilt:i) h i 2 dom(T ),ii) � � h�i 2 dom(T ) ) � 2 dom(T ).Abk�urzungT �(�) b= ha; ha�i�2Ii :, � 2 dom(T )&T (�) = a& I = f� : � � h�i 2 dom(T )g&8� 2 I(T (� � h�i) = a� ).De�nitionEin SLD-Baum f�ur G0 ist ein Baum T mit T (h i) = (G0; G0),so da� f�ur jeden Knoten � 2 dom(T ) gilt:i) ist T (�) = ( ; F ), so f� : � � h�i 2 dom(T )g = ;,ii) ist T (�) = (G;F ) mit G 6= , so existieren �; B und eine Familie (Q�; A�; ��)�2P (B) mit{ G = �[B℄,{ � � Q�!A�&var(Q�; A�) \ var(G;F ) = ;& �� 2 mgu(A�; B), f�ur alle � 2 P (B),{ T �(�) b= h(G;F ); h(�[Q�℄��; F ��)i�2P (B)i.BemerkungIst T ein SLD-Baum f�ur G0 und (G;F ) 2 ran(T ), so ist F eine Instanz von G0,d.h. F ist von der Gestalt G0�.Satz 16.12 (Korrektheit der SLD-Resolution)Ist T ein SLD-Baum f�ur G0, so gilt: ( ; F ) 2 ran(T ) ) 8P j= F .Beweis :HS: T (�) = (G;F ) ) 8P j= G! F .Beweis dur
h Induktion na
h der L�ange von �:1. G0 ! G0: klar.2. Gelte s
hon 8P j= G! F und sei G = �[B℄; Q! A � � 2 P (B); A� = B�.Dann 8P j= G! F &8P j= Q� ! A�&A� = B�, und somit 8P j= �[Q℄� ! F�.Aus ( ; F ) 2 ran(T ) folgt mit HS 8P j= ! F , d.h. 8P j=F. 4De�nitionF�ur Q = (A0; :::; An�1) sei: P `k� Q :, 9k0; :::; kn�1(k = k0 + :::+ kn�1&8i < n(P `ki� Ai)).Lemma 16.13Sei T ein SLD-Baum f�ur G0 und gelte P `n� G0�. Dann existiert zu jedem k � n ein Paar (G;F ) 2 ran(T )und eine Substitution � mit P `n�k� G� und F� = G0�.Beweis :(i) k = 0: trivial. (G := F := G0 und � := �)(ii) Gelte k < n&T (�) = (G;F )&P `n�k� G�&F� = G0�.36



Wegen n� k > 0 ist G 6= . Wir haben also T �(�) b= h(�[B℄; F ); h(�[Q�℄��; F ��)i�2P (B)i,wobei G = �[B℄ & � � Q�!A�&var(Q�; A�) \ var(G;F ) = ;& �� 2 mgu(A�; B).Aus P `n�k� �[B℄� folgt P `m+1� B�&P `n�k�m�1� �[ ℄� mit 0 � m < n� k.Somit existiert Q! B� 2 P 0 mit P `m� Q.Q! B� ist Instanz eines � 2 P (B). (Dieses � halten wir jetzt fest.)Es gilt T (� � h�i) = (G0; F 0) mit G0 := �[Q�℄��; F 0 := F��.Ferner existiert ein � mit (Q� ! A�)� = Q! B�. O.E.d.A. G� = G�&F� = F�.Folgli
h A�� = B� und deshalb ���0 = � f�ur ein �0. Es folgt weiter G0� = F� = F� = F���0 = F 0�0 undP `m+n�k�m�1� ��[Q℄, i.e. P `n�(k+1)� �[Q�℄���0, i.e. P `n�(k+1)� G0�0. 4Satz 16.14(Korrektheit und Vollst�andigkeit der SLD-Resolution)Ist T ein beliebiger SLD-Baum f�ur G0, so gilt:8P j= G0� , 9( ; F ) 2 ran(T )9�(G0� = F� ).Beweis :\(": Satz 16.12 .\)": Aus der 8P j= G0� folgt mit Satz 16.3 P `n� G0� f�ur ein n 2 IN. Na
h Lemma 16.13 existiert(G;F ) 2 ran(T ) und � mit F� = G0� und P `0� G�. Letzteres impliziert aber G = . 4
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