
§9 Determinanten

Definition.

Für n ∈ N sei Sn := S({1, ..., n}), die Gruppe aller Permutationen der Menge {1, ..., n}.
Man nennt Sn die symmetrische Gruppe (vom Grad n).

Schreibweise für σ ∈ Sn: σ =
(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Beispiele (S2, S3).

1. S2 = {id, σ} mit σ =
(

1 2
2 1

)
, d.h. σ(1) = 2 und σ(2) = 1. Wegen σ2 = id ist σ = σ−1.

2. Sei σ :=
(

1 2 3
1 3 2

)
∈ S3 und, ρ :=

(
1 2 3
3 1 2

)
∈ S3.

Dann σ2 = id und ρ2 =
(

1 2 3
2 3 1

)
[ρ2(1) = ρ(3) = 2, ρ2(2) = ρ(1) = 3, ρ2(3) = ρ(2) = 1].

Weiter gilt ρ3(1) = ρ(2) = 1, ρ3(2) = ρ(3) = 1, ρ3(3) = ρ(1) = 3, woraus ρ3 = id und damit ρ−1 = ρ2 folgt.

Definition. Für 1 ≤ i 6= j ≤ n sei τi,j ∈ Sn definiert durch τi,j(k) :=

{
k falls k 6= i, j
j falls k = i
i falls k = j

.

τ ∈ Sn heißt Transposition, wenn es i 6= j mit τ = τi,j gibt.

Für jede Transposition τ gilt: τ2 = id bzw. τ−1 = τ .

Satz 9.1. Sei n ≥ 1.

(a) |Sn| = n! .

(b) Zu jedem σ ∈ Sn gibt es m ≥ 0 und Transpositionen τ1, . . . , τm mit σ = τ1τ2 . . . τm (σ = id, falls m = 0).

Beweis:

(a) Definition. Für jede Menge M sei Sn(M) die Menge aller injektiven Abbildungen von {1, . . . , n} in M .

Für σ : {1, . . . , n−1} →M und a ∈M sei σ∗a : {1, . . . , n} →M definiert durch σ∗a(i) :=
{
a falls i = n
σ(i) sonst .

Durch Induktion nach n zeigen wir: |M | = n ⇒ |Sn(M)| = n! .

1. n = 1: trivial. 2. n > 1: Sn(M) =
⋃
a∈M
{σ∗a : σ ∈ Sn−1(M \ {a})} ⇒

⇒ |Sn(M)| =
∑
a∈M
|Sn−1(M \ {a})| I.V.=

∑
a∈M

(n− 1)! = (n− 1)! · n = n!.

(b) Induktion nach k := min{l ≤ n : σ(i) = i für l < i ≤ n}.
1. k = 0: Dann ∀i ∈ {1, ..., n}(σ(i) = i) und somit σ = id.

2. k > 0: Da σ injektiv ist, gilt dann σ(k) < k. Mit τ := τk,σ(k) gilt außerdem τσ(k) = k und τσ(i) = τ(i) = i

für i = k+1, . . . , n. Nach I.V. haben wir deshalb τσ = τ1 . . . τm, und somit σ = ττ1 . . . τm.

Definition. Eine Transposition τi,j ∈ Sn heißt Nachbarnvertauschung, falls j = i+1 oder i = j+1 ist.

Lemma 9.2. Jede Transposition τ ist das Produkt einer ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen.

Beweis:

Sei τ = τi,j mit i < j. Induktion nach j − i:
1. j − i = 1: Dann ist τ selbst eine Nachbarnvertauschung.

2. j − i > 1: Dann gilt (∗) τ = τj−1,j ◦ τi,j−1 ◦ τj−1,j (i < j−1), und nach I.V. ist τi,j−1 Produkt einer

ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen. Daraus folgt die Behauptung für τ .
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Definition.

Ein Paar (i, j) heißt Fehlstand der Permutation π ∈ Sn, wenn 1 ≤ i < j ≤ n und π(j) < π(i) ist.

Für jede Permutation π ∈ Sn sei a(π) die Anzahl der Fehlstände von π, d.h.

a(π) := |{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n ∧ π(j) < π(i)}|.

Ferner sei sign(π) := (−1)a(π) (Vorzeichen von π).

π heißt gerade falls a(π) gerade, d.h. sign(π) = 1 ist. Andernfalls heißt π ungerade.

Lemma 9.3

Ist τ ∈ Sn eine Nachbarnvertauschung, so gilt a(τ ◦ π) ∈ {a(π)+1, a(π)−1} für jedes π ∈ Sn.

Beweis:

Sei τ = τk,k+1 und P := {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}. Offenbar gibt es genau ein Paar (i, j) ∈ P mit

π(i), π(j) ∈ {k, k+1}; und für dieses Paar gilt: π(j) < π(i) ⇔ (τ ◦π)(i) < (τ ◦π)(j). Für alle anderen Paare

(i, j) ∈ P gilt dagegen π(j) < π(i) ⇔ (τ ◦ π)(j) < (τ ◦ π)(i).

Satz 9.4

(a) sign(id) = 1.

(b) sign(π ◦ σ) = sign(π) · sign(σ).

(c) sign(τ) = −1 für jede Transposition τ .

Beweis:

(b) HS. Ist τ eine Nachbarnvertauschung, so sign(τ ◦ σ) = −sign(σ) = sign(τ) · sign(σ).

Beweis: sign(τ ◦ σ) = (−1)a(τ◦σ) = (−1)a(σ)±1 = −(−1)a(σ) = −sign(σ) und sign(τ) = (−1)1 = −1.

Nach 9.1b und 9.2 gibt es Nachbarnvertauschungen τ1, ..., τk mit π = τ1 ◦ . . . ◦ τk.

Mit HS folgt also sign(π ◦ σ) = sign(τ1) · · · sign(τk) · sign(σ) = sign(π) · sign(σ).

(c) Nach 9.2 ist τ = τ1 ◦ . . . ◦ τk mit Nachbarnvertauschungen τ1, ..., τk und k ungerade.

Folglich sign(τ) = sign(τ1) · · · sign(τk) = (−1)k = −1.

Folgerung.

Eine Permutation ist genau dann (un)gerade, wenn sie Produkt einer (un)geraden Zahl von Transpositionen ist.

Die geraden Permutationen π ∈ Sn bilden eine Untergruppe An von Sn (alternierende Gruppe).

Definition.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, n ≥ 1 und d : Rn×n → R.

Hat A ∈ Rn×n die Zeilen a1, ..., an ∈ R1×n so schreiben wir auch d(a1, ..., an) für d(A).

1. d heißt multilinear, falls für k = 1, ..., n und alle ai, x, y ∈ R1×n, λ ∈ R gilt:

d(a1, ..., ak−1, x+ λy, ak+1, ..., an) = d(a1, ..., ak−1, x, ak+1, ..., an) + λ · d(a1, ..., ak−1, y, ak+1, ..., an).

2. d heißt alternierend :⇔ ∀a1, ..., an ∈ R1×n[∃i, j(1 ≤ i < j ≤ n & ai = aj)⇒ d(a1, ..., an) = 0
]
.

3. d heißt normiert :⇔ d(En) = 1.
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Lemma 9.5. Ist d : Rn×n → R multilinear und alternierend, so gilt für alle A,A′ ∈ Rn×n:

(a) Entsteht A′ aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so ist d(A′) = −d(A).

(b) Entsteht A′ aus A durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II, so ist d(A′) = d(A).

(c) d(A) = d(En) ·
∑
π∈Sn

sign(π)·a1π(1)·a2π(2) · · · anπ(n).

Beweis:

(a) 0 = d(a1 + a2, a1 + a2, a3, . . . , an) = d(a1, a1, a3, . . . , an) + d(a2, a2, a3, . . . , an) +

+ d(a1, a2, a3, . . . , an) + d(a2, a1, a3, . . . , an) = d(a1, a2, a3, . . . , an) + d(a2, a1, a3, . . . , an).

(b) d(a1 + λaj , a2, . . . , an) = d(a1, a2, . . . , an) + λ · d(aj , a2, . . . , an) = d(a1, a2, . . . , an) (j ∈ {2, ..., n}).

(c) d(a1, ..., an) = d(
∑n
i1=1 a1i1ei1 , ...,

∑n
in=1 aninein) =∑n

i1=1 . . .
∑n
in=1 a1i1 · . . . · anin · d(ei1 , ..., ein) =∑

π∈Fn
a1π(1) · . . . · anπ(n) · d(eπ(1), ..., eπ(n))

(1)
=∑

π∈Sn
a1π(1) · . . . · anπ(n) · d(eπ(1), ..., eπ(n))

(2)
=∑

π∈Sn
a1π(1) · . . . · anπ(n) · sign(π) · d(e1, ..., en).

(1) Es sei Fn die Menge aller Abbildungen π : {1, ..., n} → {1, ..., n}.
Die fragliche Gleichung folgt aus Sn = {π ∈ Fn : π injektiv} und der Voraussetzung “d alternierend”.

(2) Aus (a) folgt durch Induktion nach k: Ist π = τ1 · · · τk mit Transpositionen τ1, ..., τk, so

d(eπ(1), ..., eπ(n)) = (−1)k·d(e1, ..., en) 9.4= sign(π)·d(e1, ..., en).

Definition.

Für A = (aij) ∈ Rn×n sei det(A) :=
∑
π∈Sn

sign(π)·a1π(1)·a2π(2) · · · anπ(n). (Leibnizsche Formel)

Satz 9.6.

(a) Die soeben definierte Funktion det : Rn×n → R ist multilinear, alternierend und normiert.

Man nennt sie die Determinante.

(b) Ist d : Rn×n → R multilinear, alternierend und normiert, so gilt d(A) = det(A) für alle A ∈ Rn×n.

Beweis:

(a) 1. det(a1, . . . , ak−1, ak+λbk, ak+1, . . . , an) =
∑
π∈Sn

sign(π)a1π(1) · · · (akπ(k) + λbkπ(k)) · · · anπ(n) =∑
π∈Sn

sign(π)a1π(1) · · · akπ(k) · · · anπ(n) + λ
∑
π∈Sn

sign(π)a1π(1) · · · bkπ(k) · · · anπ(n) =

det(a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an) + λdet(a1, . . . , ak−1, bk, ak+1, . . . , an).

2. Sei a1j = a2j für j = 1, ..., n. Für π ∈ Sn sei π′ := π ◦ τ1,2. Ferner S∗n := {π ∈ Sn : π(1) < π(2)}.

Offenbar gilt (∗) Sn = S∗n
disj
∪ {π′ : π ∈ S∗n} und folglich

det(A) =
∑
π∈Sn

sign(π)a1π(1) · a1π(2) · · · anπ(n)
(∗)
=∑

π∈S∗n
sign(π)a1π(1) · a1π(2) · · · anπ(n) +

∑
π∈S∗n

sign(π′)a1π′(1) · a1π′(2) · · · anπ′(n) =∑
π∈S∗n

sign(π)a1π(1) · a1π(2) · · · anπ(n) −
∑
π∈S∗n

sign(π)a1π(2) · a1π(1) · · · anπ(n) = 0.

3. det(E) =
∑
π∈Sn

sign(π)δ1π(1) · · · δnπ(n) = 1.

(b) folgt aus 9.5c.
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Satz 9.7.

Ist
(
A C
0 B

)
∈ Rn×n, wobei A und B quadratisch, so gilt det

(
A C
0 B

)
= det(A) · det(B).

Beweis:

1. Seien A,C fest. Wir definieren d : Rl×l → R, d(B) := det
(
A C
0 B

)
.

d ist offenbar multilinear und alternierend.
Nach 9.5c gilt deshalb d(B) = d(E) · det(B) = det

(
A C
0 E

)
· det(B).

2. Sei
(
A C
0 E

)
= (aij)i,j und k := n− l. Dann gilt det

(
A C
0 E

)
=
∑
π∈Sn

sign(π)a1π(1) · a2π(2) · · · anπ(n)

mit aij = δij für i ∈ {k+1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n}.

Es folgt det
(
A C
0 E

)
=
∑
σ∈Sk

sign(σ)a1σ(1) · a2σ(2) · · · akσ(k) = det(A).

Korollar

Ist A = (aij) ∈ Rn×n eine obere [bzw. untere] Dreiecksmatrix, d.h. aij = 0 für i > j [bzw. i < j],

so gilt det(A) = a11 · . . . · ann.

Beweis durch Induktion nach n mittels Satz 9.7

Satz 9.8. det(At) = det(A)

Beweis:

Sei A = (aij). DannAt = (a′ij) mit a′ij := aji. Es folgt det(At) =
∑
π∈Sn

sign(π) · a′1π(1) · · · a
′
nπ(n) =

=
∑
π∈Sn

sign(π) · aπ(1)1 · · · aπ(n)n =
∑
π∈Sn

sign(π) · a1π−1(1) · · · anπ−1(n)
(∗)
= det(A).

(∗) Wegen sign(π) · sign(π−1) = sign(π ◦ π−1) = 1 ist sign(π−1) = sign(π).

Korollar. Die Abbildung Rn×n 3 A 7→ det(A) ist auch bzgl. der Spalten von A multilinear und alternierend.

Folglich gilt für alle A,A′ ∈ Rn×n :
(a) Entsteht A′ aus A durch Vertauschen zweier Spalten, so ist det(A′) = −det(A).
(b) Entsteht A′ aus A durch elementare Spaltenumformungen vom Typ II, so ist det(A′) = det(A).

Satz 9.9. Für A,B ∈ Rn×n gilt: det(AB) = det(A) · det(B).

Beweis:

Wie man leicht nachrechnet (siehe unten) ist die Abbildung dB : Rn×n → R, dB(A) := det(AB) multilinear

und alternierend. Nach 9.5c gilt also det(AB) = dB(A) 9.5c= dB(E) · det(A) = det(B) · det(A).

1. dB(a1 + λa′1, a2, . . . , an) = det((a1 + λa′1)B, a2B, . . . , anB) = det(a1B + λa′1B, a2B, . . . , anB) =

det(a1B, a2B, . . . , anB) + λ·det(a′1B, a2B, . . . , anB) = dB(a1, a2, . . . , an) + λ · dB(a′1, a2, ..., an).

2. Sind zwei Zeilen von A gleich, so auch die entsprechenden Zeilen von AB, also dB(A) = det(AB) = 0.

Definition. Sei A =
(
akl
)
k,l
∈ Rn×n und i, j ∈ {1, ..., n}.

1. Aij sei die (n−1)×(n−1)-Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

2. A′ij sei die n×n-Matrix, die aus A entsteht, wenn man aij durch 1 und alle anderen Komponenten, die

in der i-ten Zeile oder der j-ten Spalte stehen, durch 0 ersetzt.

3. A∗ij sei die n×n-Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile durch ej := (δj1 . . . δjn) ersetzt.

4. Ã :=
(
ãij
)
i,j
∈ Rn×n mit ãij = det(A′ji) (Die zu A komplementäre Matrix)
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Lemma 9.10. Für jede Matrix A ∈ Rn×n gilt:

(a) det(A′ij) = (−1)i+jdet(Aij).

(b) det(A′ij) = det(A∗ij).

(c) Ã ·A = A · Ã = det(A) · En.

Beweis:

(a) Durch i−1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j−1 Vertauschungen benachbarter Spalten kann man

A′ij auf die Form B :=
(

1 0
0 Aij

)
bringen. Also det(A′ij) = (−1)i−1 · (−1)j−1det(B) = (−1)i+jdet(Aij).

(b) Durch Zeilenumformungen vom Typ II kann A∗ij in A′ij überführt werden. Also gilt det(A′ij) = det(A∗ij).

(c) Seien a1, ..., an die Zeilen von A. Dann gilt für alle i, k ∈ {1, ..., n}:
∑n
j=1 aij ãjk =

∑n
j=1 aijdet(A′kj)

(b)
=

=
∑n
j=1 aijdet(a1, ..., ak−1, ej , ak+1, ..., an) = det(a1, ..., ak−1,

∑n
j=1 aijej , ak+1, ..., an) =

= det(a1, ..., ak−1, ai, ak+1, ..., an) = det(A)δik. Also AÃ = det(A)En. Ebenso zeigt man ÃA = det(A)En.

Satz 9.11 (Entwicklungssatz von Laplace).

Für jede Matrix A ∈ Rn×n gilt:

(a) det(A) =
∑n
j=1(−1)i+jaijdet(Aij) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

(b) det(A) =
∑n
i=1(−1)i+jaijdet(Aij) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

Beweis von (a):

Aus det(A) · En = A · Ã folgt: det(A) =
∑n
j=1 aij ãji =

∑n
j=1 aijdet(A′ij)

L.9.10a=
∑n
j=1(−1)i+jaijdet(Aij).

Satz 9.12 (Die Vandermondsche Determinante).

Für alle α0, ..., αn ∈ R gilt: det


1 α0 α2

0 . . . αn0
1 α1 α2

1 . . . αn1
...

...
1 αn α2

n . . . αnn

 =
∏

i<j≤n
(αj − αi).

Beweis durch Induktion nach n:

Sei Dn die linke Seite der behaupteten Gleichung.

1. n = 1: trivial. 2. n > 1: Durch Spaltenumformungen vom Typ II erhält man

Dn = det


1 α0 α2

0 . . . αn−1
0 0

1 α1 α2
1 . . . αn−1

1 αn−1
1 (α1 − α0)

...
...

...
1 αn α2

n . . . αn−1
n αn−1

n (αn − α0)

 = det


. . . 0 0
. . . αn−2

1 (α1 − α0) αn−1
1 (α1 − α0)

...
...

...
. . . αn−2

n (αn − α0) αn−1
n (αn − α0)

 =

= det


1 0 0 . . . 0 0
1 α1 − α0 α1(α1 − α0) . . . αn−2

1 (α1 − α0) αn−1
1 (α1 − α0)

...
...

...
1 αn − α0 αn(αn − α0) . . . αn−2

n (αn − α0) αn−1
n (αn − α0)

.

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile und Herausziehen der Faktoren (αi − α0) folgt daraus

Dn=
n∏
j=1

(αj−α0) ·det

 1 α1 α2
1 . . . αn−1

1
...
1 αn α2

n . . . αn−1
n

 I.V.=
n∏
j=1

(αj−α0) ·
∏

i<j≤n−1

(αj+1−αi+1) =
∏

i<j≤n
(αj−αi).
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Satz 9.13 (Cramersche Regel).

Sei A ∈ Rn×n mit den Spalten a1, . . . , an ∈ Rn. Seien ferner b ∈ Rn, x =

 x1
...
xn

 ∈ Rn, und gelte A · x = b.

Dann gilt für i = 1, . . . , n: xi · det(A) = det(a1 . . . ai−1 b ai+1 . . . an) .

Beweis:

Aus 9.10c und A·x = b folgt det(A)·x = Ã·A·x = Ã·b und somit det(A)·xi =
∑n
j=1 ãij ·bj

(∗)
=

=
∑n
j=1 det(a1 . . . ai−1 ej ai+1 . . . an)·bj = det(a1 . . . ai−1 b ai+1 . . . an). (∗) Die Matrizen A′ji und

(a1 . . . ai−1 ej ai+1 . . . an) lassen sich durch elem. Spaltenumformungen vom Typ II ineinander überführen.

Satz 9.14 Sei K ein Körper und A ∈ Kn×n.

(a) A invertierbar ⇐⇒ det(A) 6= 0.

(b) A invertierbar =⇒ det(A−1) = det(A)−1.

Beweis:

(a) “⇐”: Sei A nicht invertierbar, d.h. (nach 7.1b) rang(A) < n. Dann sind die Zeilen von A linear abhängig,

und A kann durch Zeilenumformungen vom Typ II in eine Matrix A′ umgeformt werden, bei der eine Zeile

Null ist. Dann det(A) = det(A′) = 0.

“⇒”: A ∈ GL(K;n) ⇒ det(A)det(A−1) 9.9= det(AA−1) = det(E) = 1 ⇒ det(A) 6= 0.

(b) folgt aus dem Beweis von (a) “⇒”.

Satz 9.15 und Definition (Die Determinante eines Endomorphismus).

Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f : V → V ein Endomorphismus und sind v, w Basen von V ,

so gilt det(Mv(f)) = det(Mw(f)).

Man kann deshalb definieren: det(f) := det(Mv(f)), wobei v irgendeine Basis von V sei.

Beweis:

Nach Korollar zu Satz 6.6 existiert ein S ∈ GL(n;K) mit Mw(f) = S−1·Mv(f)·S.

Mit 9.9 und 9.14b folgt daraus det(Mw(f)) = det(S−1)·det(Mv(f))·det(S) = det(Mv(f)).

Lemma 9.16

Ist V endlichdimensionaler K-Vektorraum, so gilt für alle f, g ∈ Hom(V, V ):

(a) det(f) 6= 0 ⇐⇒ f injektiv ⇐⇒ f ist Isomorphismus.

(b) det(g ◦ f) = det(g) · det(f).

(c) det(idV ) = 1.

Beweis:

Sei v Basis von V , A :=Mv(f), B :=Mv(g).

(a) det(f) 6= 0⇔ det(A) 6= 0⇔ A invertierbar ⇔ f bijektiv.

(b) det(g ◦ f) = det(Mv(g ◦ f)) = det(BA) = det(B)det(A) = det(g)det(f).

(c) det(id) = det(E) = 1.
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§10 Ringe, Polynome

Sei (R,+, ·) ein Ring mit Eins.

Definition.

Für a ∈ R und n ∈ N sei an rekursiv definiert durch a0 := 1 und an+1 := an · a.

Bemerkung. Für a, b ∈ R und m,n ∈ N gilt: am+n = am · an, amn = (am)n und,

falls R kommutativ ist, (a·b)n = an·bn.Definition.

R∗ := {x ∈ R : ∃y ∈ R(xy = yx = 1)}. Die Elemente von R∗ heißen Einheiten von R

Lemma 10.1.

(a) a, b ∈ R∗ ⇒ ab ∈ R∗

(b) R∗ mit der induzierten Verknüpfung (a, b) 7→ ab ist eine Gruppe.

Beweis:

(a) a, b ∈ R∗ ⇒ (∃c, d ∈ R) ac = ca = 1 & bd = db = 1⇒ (ab)(dc) = ac = 1 & (dc)(ab) = db = 1⇒ ab ∈ R∗.

(b) (i) 1 ∈ R∗ & ∀a ∈ R∗(1·a = a). (ii) a ∈ R∗ ⇒ (∃b ∈ R) ab = ba = 1 ⇒ b ∈ R∗ & ba = 1.

Definition. Ein Ring (R,+, ·) heißt Integritätsring, wenn gilt:

(i) R ist kommutativ.

(ii) R ist nullteilerfrei, d.h. ∀x, y ∈ R(x 6= 0 & y 6= 0⇒ xy 6= 0).

(iii) R besitzt ein Einselement 1 6= 0.

Bemerkung. In jedem Integritätsring gilt die Kürzungsregel: a · c = b · c & c 6= 0⇒ a = b.

Definitionen.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a, b, a1, ..., an ∈ R.

b|a :⇔ ∃c ∈ R(a = bc) (b ist Teiler von a)

Ein Element d von R heißt gemeinsamer Teiler von a1, ..., an, wenn d|ai für i = 1, ..., n.

Die Menge der gemeinsamen Teiler von a1, ..., an bezeichnen wir mit gT (a1, ..., an).

a1, ..., an heißen teilerfremd, wenn gT (a1, ..., an) ⊆ R∗ gilt.

(Dann ist sogar gT (a1, ..., an) = R∗: e ∈ R∗ ⇒ ee′ = 1 ⇒ ai = e(e′ai).)

(a1, ..., an) := {
∑n
i=1 xiai : x1, ..., xn ∈ R} heißt das von a1, ..., an erzeugte Ideal.

Definition (Euklidischer Ring)

Ein Integritätsring R heißt euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung d : R \ {0} → N gibt, so daß gilt:

∀a, b ∈ R \ {0}∃q, r ∈ R
(
a = qb+ r & (r 6= 0⇒ d(r) < d(b))

)
.

Satz 10.2.

Ist R ein euklidischer Ring und sind a1, ..., an ∈ R, so existiert ein b ∈ R mit (b) = (a1, ..., an).

Beweis:

Sei a := (a1, ..., an) 6= {0}. Dann existiert ein b ∈ a \ {0} mit (1) ∀x ∈ a(x 6= 0⇒ d(b) ≤ d(x)).

Wir zeigen (b) = a.
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1. (b) ⊆ a gilt wegen b ∈ a.

2. Sei a ∈ a. Dann gibt es q, r ∈ R mit a = qb+ r und (2) (r 6= 0⇒ d(r) < d(b)). Es ist r = a− qb ∈ a.

Wegen (1) gilt deshalb (r 6= 0⇒ d(b) ≤ d(r)). Mit (2) folgt daraus r = 0. Also a = qb ∈ (b).

Satz 10.3.

Sei R ein euklidischer Ring und seien a1, ..., an, b ∈ R. Dann gilt:

(a) a1, ..., an teilerfremd ⇐⇒ 1 ∈ (a1, ..., an).

(b) ai, b teilerfremd für i = 1, ..., n =⇒ a1 · . . . · an , b teilerfremd.

Beweis:

(a) “⇐”: c ∈ gT (a1, ..., an) & 1 ∈ (a1, ..., an) ⇒ c|1 ⇒ c ∈ R∗.
“⇒”: Nach 10.2 existiert ein a ∈ R mit (a) = (a1, ..., an).

a1, ..., an ∈ (a) ⇒ a ∈ gT (a1, ..., an) teilerfremd⇒ a ∈ R∗ ⇒ 1 ∈ (a).

(b) Nach Voraussetzung und (a) gibt es x1, y1, ..., xn, yn ∈ R, so daß 1 = xiai + yib für i = 1, ..., n.

Daraus folgt 1 = (x1a1 + y1b) · . . . · (xnan + ynb) und weiter durch Ausmultiplizieren

∃x, z ∈ R(1 = x·a1· . . . ·an + z·b), also nach (a) a1 · . . . · an , b teilerfremd.

Polynome

Sei K ein Körper.

Definition.

K(N) := {(ai)i∈N ∈ KN : ∃n∀i > n(ai = 0)}.

Die Elemente von K(N) nennt man Polynome über K.

Auf K(N) definiert man Addition + und Multiplikation · durch

(a0, a1, . . .) + (b0, b1, . . .) := (a0 + b0, a1 + b1, . . .),

(a0, a1, . . .) · (b0, b1, . . .) := (c0, c1, . . .), wobei ck :=
k∑
i=0

aibk−i =
∑

i+j=k

aibj .

Satz 10.4.

K(N) mit obiger Addition und Multiplikation ist ein kommutativer Ring

mit Nullelement (0, 0, . . .) und Einselement (1, 0, 0, . . .).

Diesen Ring bezeichnet man mit K[t] und nennt ihn den Polynomring über K in einer Veränderlichen.

Beweis:

Wir weisen nur die Eigenschaften der Multiplikation nach.

Seien f = (ai), g = (bi) und h = (ci) Elementen von K(N).

1. f · g = (
∑k
i=0 aibk−i)k∈N = (

∑k
i=0 bk−iai)k∈N = (

∑k
j=0 bjak−j)k∈N = g · f .

2. (f · g) · h = (
∑k
i=0

(∑i
j=0(ajbi−j)

)
ck−i)k∈N = (

∑k
i=0

∑i
j=0 ajbi−jck−i)k∈N = (

∑
j1+j2+j3=k

aj1bj2cj3)k∈N =

= (
∑k
i=0

∑k−i
j=0 aibjck−i−j)k∈N = (

∑k
i=0 ai

∑k−i
j=0 bjck−i−j)k∈N = f · (g · h)

3. f · (g + h) = (
∑k
i=0 ai(bk−i + ck−i))k∈N = (

∑k
i=0 aibk−i +

∑k
i=0 aick−i)k∈N = f · g + f · h.

4. (1, 0, 0, . . .) · f = (δ0i)i · (ai)i = (
∑k
i=0 δ0iak−i)k = (ak)k = f .
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Bemerkung.

Für a, b ∈ K gilt: (a, 0, 0, ...)+K[t] (b, 0, 0, ...) = (a+b, 0, 0, ...) und (a, 0, 0, ...) ·K[t] (b, 0, 0, ...) = (ab, 0, 0, ...).

Wir können deshalb im folgenden a ∈ K mit (a, 0, 0, ...) ∈ K[t] identifizieren.

Dadurch wird K zu einem Unterring von K[t].

Definition. t := (0, 1, 0, 0, . . .) ∈ K(N)

Lemma 10.5.

(a) Für f = (a0, a1, . . .) ∈ K[t] mit ∀i > n(ai = 0) gilt f =
∑n
i=0 ait

i.

(Addition und Multiplikation sind hier in K[t] zu verstehen.)

(b) In K[t] gilt:
∑n
i=0 ait

i =
∑m
j=0 bjt

j & n ≤ m =⇒ ∀k ≤ n(ak = bk) & ∀k > n(0 = bk).

Beweis:

(a) 1. Durch Induktion nach i erhalten wir ti = (δij)j∈N:

t0 = 1 = (1, 0, 0, . . .) = (δ0j)j , ti+1 = ti · t IH= (δij)j · (δ1j)j = (
∑k
j=0 δijδ1,k−j)k = (δ1,k−i)k = (δi+1,k)k.

Außerdem ist a · (bk)k = (aδ0i)i · (bk)k = (
∑k
i=0 aδ0ibk−i)k = (abk)k.

Für f = (ai)i mit ∀i > n(ai = 0) gilt deshalb f =
∑n
i=0(aiδij)j =

∑n
i=0 ait

i.

(b) Sei
∑n
i=0 ait

i =
∑m
i=0 bit

i & n ≤ m. Wir setzen ai := 0 für i > n, und bi := 0 für i > m.

Dann (ai)i
(a)
=
∑n
i=0 ait

i =
∑m
i=0 bit

i (a)
= (bi)i und folglich ai = bi für alle i ∈ N.

Definition (Der Grad eines Polynoms).

Für f = (ai)i∈N ∈ K[t] sei deg(f) :=
{

max{n ∈ N : an 6= 0} falls f 6= 0
−∞ falls f = 0

(Grad von f)

Ist f 6= 0 und n = deg(f), so heißt an der Leitkoeffizient von f , und f heißt normiert, falls an = 1 ist.

Für ξ ∈ N ∪ {−∞} sei ξ + (−∞) := (−∞) + ξ := −∞.

Lemma 10.6. f, g ∈ K[t] ⇒ deg(f + g) ≤ max{deg(f),deg(g)} und deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis:

Für f = 0 ∨ g = 0 ist die Behauptung trivial.

Sei jetzt f = (ai)i, g = (bi)i mit deg(f) = m ∈ N und deg(g) = n ∈ N.

Dann ∀k > max{m,n}(ak + bk = 0) und ck =
∑k
i=0 aibk−i =

{
ambn 6= 0 für k = m+ n
0 für k > m+ n

.

Folgerung.

K[t] ist nullteilerfrei und somit ein Integritätsring.

Satz 10.7.

Zu f, g ∈ K[t] mit g 6= 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ K[t] derart,

daß f = q·g + r und deg(r) < deg(g).

Beweis:

Eindeutigkeit: Gelte q·g + r = q′·g + r′ und deg(r),deg(r′) < deg(g).

Dann r′ − r = (q − q′)·g und deg(r − r′) < deg(g). Aus q 6= q′ würde deshalb deg(r − r′) < deg(g)
!!!
≤

deg(q − q′) + deg(g) L.10.6= deg((q − q′)·g) = deg(r − r′) folgen. Also ist q = q′ und damit auch r = r′.
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Existenz: Durch Rekursion nach deg(f) definieren wir Polynome [ fg ] und r, so daß

f = [ fg ]·g + r und deg(r) < m := deg(g).

1. deg(f) < m: r := f , [ fg ] := 0.

2. m ≤ deg(f): f =
∑n
i=0 ait

i, g =
∑m
i=0 bit

i mit m ≤ n und an, bm 6= 0. Sei f ′ := f − g· an

bm
·tn−m.

Dann deg(f ′) < n = deg(f), und nach I.V. existieren [ f
′

g ] und r mit f ′ = [ f
′

g ]·g + r und deg(r) < m.

Es folgt f = f ′ + g· an

bm
·tn−m = ( an

bm
tn−m + [ f

′

g ])·g + r. Also [ fg ] = an

bm
tn−m + [ f

′

g ].

Folgerung. K[t] ist ein euklidischer Ring.

Beispiel zur Polynomdivision

3t5− 2t4+ t3 − 5t2 + 1 : t3 + t2 − 2t = 3t2 − 5t+ 12 Rest −27t2 + 24t+ 1
3t5+ 3t4− 6t3

− 5t4+ 7t3

− 5t4− 5t3 + 10t2

12t3− 15t2

12t3+ 12t2− 24t
− 27t2+ 24t+1

Allgemeines Schema:

ant
n+ an−1t

n−1+ . . .+ an−mt
n−m+ . . .+ a1t + a0 : bmt

m + ...+ b0 = an

bm
tn−m + .....

ant
n+ bm−1

an

bm
tn−1+ . . .+ b0

an

bm
tn−m

cn−1t
n−1+ . . .+ cn−mt

n−m + . . .+ a1t + a0 wobei cn−i := an−i − bm−i an

bm

Definitionen.

Sei f =
∑n
i=0 ait

i ∈ K[t] und λ ∈ K.

f(λ) :=
∑n
i=0 aiλ

i ∈ K nennt man das Ergebnis der Einsetzung von λ in f .

λ heißt Nullstelle von f , wenn f(λ) = 0 ist.

f heißt konstant, wenn deg(f) ≤ 0 ist.

Bemerkung.

f ∈ K[t] ist genau dann konstant, wenn f = a0 ∈ K. In diesem Fall gilt f(λ) = a0 für alle λ ∈ K.

Lemma 10.8.

Für f, g ∈ K[t] und λ ∈ K gilt: (f + g)(λ) = f(λ) + g(λ) und (f · g)(λ) = f(λ) · g(λ).

Beweis des zweiten Teils:

Sei f =
∑m
i=0 ait

i und g =
∑n
i=0 bit

i. Ferner ck :=
∑k
i=0 aibk−i. Dann gilt: f(λ) · g(λ) =

= (
∑m
i=0 aiλ

i) · (
∑n
i=0 biλ

i) =
∑m
i=0

∑n
j=0 aibjλ

i+j =
∑m+n
k=0 (

∑
i+j=k

aibj)λk =
∑m+n
k=0 ckλ

k = (f · g)(λ).

Lemma 10.9.

Ist λ ∈ K eine Nullstelle von f ∈ K[t], so existiert ein q ∈ K[t] mit f = q·(t− λ).

Beweis :

Nach 10.7 existieren q, r ∈ K[t] mit f = q·(t− λ) + r und deg(r) < deg(t− λ) = 1.

Dann 0 = f(λ) = r(λ) und deg(r) ≤ 0, also r = 0.
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Definition.

Für f ∈ K[t] \ {0} und λ ∈ K sei

µ(f ;λ) := max{k ∈ N : ∃g ∈ K[t](f = (t− λ)k · g)}.

Ist λ eine Nullstelle von f , so heißt µ(f ;λ) die Vielfachheit der Nullstelle λ von f .

Bemerkung. Nach 10.6 und 10.9 gilt: f(λ) = 0 ⇒ 1 ≤ µ(f ;λ) ≤ deg(f).

Lemma 10.10.

Für f ∈ K[t] \ {0} und k ∈ N gilt: k = µ(f ;λ) ⇔ ∃g(f = (t− λ)k·g & g(λ) 6= 0).

Beweis :

“⇒” folgt aus der Definition von µ(f ;λ) mittels Lemma 10.9.

“⇐”: Sei f = (t− λ)k·g mit g(λ) 6= 0. Dann ist k ≤ µ := µ(f ;λ) und f = (t− λ)µ·q für ein q ∈ K[t].

Aus (t− λ)k·g = f = (t− λ)µ·q folgt g = (t− λ)µ−k · q und weiter k = µ wegen g(λ) 6= 0.

Satz 10.11.

Sind λ1, ..., λk paarweise verschiedene Nullstellen von f ∈ K[t] \ {0} so existiert ein g ∈ K[t] mit

(i) f = (t− λ1)µ1 · . . . · (t− λk)µk · g, wobei µi := µ(f ;λi) für i = 1, ..., k, und

(ii) g(λi) 6= 0 für i = 1, . . . , k.

Ist g konstant, so sagt man “f zerfällt in Linearfaktoren”.

Beweis durch Induktion nach k:

Nach 10.10 existiert h ∈ K[t] \ {0} mit f = (t− λ1)µ1 · h und h(λ1) 6= 0.

Offenbar sind dann λ2, ..., λk Nullstellen von h. — Fall 1: k = 1. Dann ist nichts weiter zu beweisen.

Fall 2: k > 1. Nach I.V. existiert ein g, so daß h = (t−λ2)ν2 ·. . .·(t−λk)νk ·g, wobei νi := µ(h;λi) und g(λi) 6= 0

für i = 2, . . . , k. Wegen h(λ1) 6= 0 ist auch g(λ1) 6= 0. Es folgt f = (t− λ1)µ1 · (t− λ2)ν2 · . . . · (t− λk)νk · g
und daraus mit 10.10 νi = µ(f ;λi).

Folgerung.

Ist f ∈ K[t] und deg(f) = n ≥ 0, so hat f höchstens n verschiedene Nullstellen.

Lemma 10.12.

Ist K unendlich, so gilt: f, g ∈ K[t] & ∀λ ∈ K(f(λ) = g(λ)⇒ f = g).

Beweis:

Nach Voraussetzung hat f − g unendlich viele Nullstellen; nach obiger Folgerung ist also f − g = 0.

Bemerkung

Ist K = {a0, ..., an}, so ist f := (t− a0) · ... · (t− an) ∈ K[t] vom Nullpolynom verschieden,

aber trotzdem f(λ) = 0 für alle λ ∈ K.

Lemma 10.13.

Für Q = (fij)i,j ∈ K[t]n×n und λ ∈ K gilt det(Q)(λ) = det
(
fij(λ)

)
i,j

.

Beweis:

det(Q) =
∑
π∈Sn

sign(π)f1π(1) · · · fnπ(n)
10.8⇒

⇒ det(Q)(λ) =
∑
π∈Sn

sign(π)f1π(1)(λ) · · · fnπ(n)(λ) = det
(
fij(λ)

)
i,j

.

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom P ∈ C[t] \ {0} zerfällt in Linearfaktoren.
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§11 Eigenwerte

Definition

Sei V ein K-Vektorraum, f ∈ End(V ) und λ ∈ K.

1. λ heißt Eigenwert von f , wenn es ein v 6= 0 aus V mit f(v) = λv gibt.

2. Ist λ Eigenwert von f , so heißt jedes v ∈ V \ {0} mit f(v) = λv ein Eigenvektor von f zum Eigenwert λ.

3. Eig(f ;λ) := {v ∈ V : f(v) = λv} heißt Eigenraum von f bzgl. λ.

Bemerkungen.

(i) Eig(f ;λ) \ {0} ist die Menge der zu λ gehörigen Eigenvektoren von f .

(ii) λ ist Eigenwert von f ⇐⇒ Eig(f ;λ) 6= {0}.
(iii) Eig(f ;λ) = Ker(f − λ·idV ), insbesondere Eig(fA;λ) = Lös(A− λ·En; 0) für A ∈ Kn×n.

Beweis von (iii): v ∈ Eig(f ;λ)⇔ f(v) = λv ⇔ f(v)− λv = 0⇔ (f − λ·idV )(v) = 0.

Satz 11.1.

Ist dim(V ) <∞, so gilt für f ∈ End(V ) und λ ∈ K: λ Eigenwert von f ⇐⇒ det(f − λ idV ) = 0.

Beweis :

λ ist EW
(ii)+(iii)⇔ Ker(f − λ id) 6= {0} ⇔ f − λ id ist nicht injektiv 9.16a⇔ det(f − λ id) = 0.

Beispiele.

1. A =
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
mit α 6∈ {n · π : n ∈ Z}: Nach §5, Beisp. 2 ist fA eine Drehung um den Winkel α.

Deshalb ist anschaulich klar, daß fA keinen Eigenwert hat.

2. B =
(

cosα sinα
sinα − cosα

)
: Sei v1 := (cos α2 , sin

α
2 )t und v2 := (− sin α

2 , cos α2 )t. fB ist die Spiegelung an

der Geraden R·v1. Deshalb hat fB die Eigenvektoren v1 zum EW λ1 = 1 und v2 zum EW λ2 = −1.

v = (v1, v2) ist eine Basis von R2 mit Mv(fB) =
(

1 0
0 −1

)
.

3. Sei I ⊆ R ein Intervall und V = D(I; R) der unendlichdimensionale R-Vektorraum der auf I beliebig oft

differenzierbaren Funktionen. Der Endomorphismus f : V → V , ϕ 7→ ϕ′ hat jedes λ ∈ R als Eigenwert, denn

die Funktion ϕλ : I → R, x 7→ eλx ist Eigenvektor zu λ. [ ddxe
λx = λeλx]

Satz 11.2.

Sind λ1, ..., , λk paarweise verschiedene Eigenwerte von f ∈ End(V ), so gilt:

(a) Ist vi Eigenvektor von λi (i = 1, ..., k), so ist das Tupel (v1, ..., vk) linear unabhängig.

(b) Die Summe Eig(f ;λ1) + . . .+ Eig(f ;λk) ist direkt.

Beweis :

(a) Induktion nach k:

1. k = 1: v1 linear unabhängig, denn v1 ist Eigenvektor und damit ungleich 0.

2. k > 1: Nach IV sind v1, ..., vk−1 linear unabhängig. Sei nun
∑k
i=1 αivi = 0. Durch Anwenden von f bzw.

durch Multiplikation mit λk erhalten wir daraus
∑k
i=1 αiλivi = 0 und

∑k
i=1 αiλkvi = 0. Durch Subtraktion

folgt
∑k−1
i=1 αi(λi − λk)vi = 0 und daraus mit IV αi(λi − λk) = 0 für i = 1, ..., k−1.

Wegen λi 6= λk für i = 1, ..., k−1 folgt nun α1 = . . . = αk−1 = 0, also auch αkvk = 0 und damit αk = 0.
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(b) Sei u1 + ...+ uk = 0 mit ui ∈ Eig(f ;λi) für i = 1, ..., k. Z.z.: u1 = ... = uk = 0.

Annahme: ∃i ∈ {1, ..., k}(ui 6= 0). Dann o.E.d.A. u1, ..., ur 6= 0 und ur+1 = ... = uk = 0 mit 1 ≤ r ≤ k.

Also sind u1, ..., ur Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und somit nach (a) (u1, ..., ur)

linear unabhängig, woraus u1 + ...+ ur 6= 0 und weiter u1 + ...+ uk 6= 0 folgt. Widerspruch.

Definition. Sei A ∈ Kn×n.

λ [bzw. v] heißt Eigenwert [bzw. Eigenvektor] von A :⇔ λ [bzw. v] ist Eigenwert [bzw. Eigenvektor] von fA.

Eig(A;λ) := Eig(fA;λ) heißt Eigenraum von A bzgl. λ.

Das charakteristische Polynom

Definition.

Für A = (aij) ∈ Kn×n sei PA := det(A− t·E) ∈ K[t].

PA heißt charakteristisches Polynom der Matrix A.

Lemma 11.3.

(a) Für A ∈ Kn×n und λ ∈ K gilt: PA(λ) = det(A− λ·En).

(b) Sind A,B ∈ Kn×n darstellende Matrizen von f ∈ End(V ), so ist PA = PB .

Beweis:

(a) PA(λ) = det(A− t·E)(λ) 10.13= det
(

(aij − t·δij)(λ)
)
ij

= det
(
aij − λ·δij

)
ij

= det(A− λ·En).

(b) Nach dem Korollar zu Satz 6.6 existiert S ∈ GL(n;K) mit B = S−1AS. Dann PB = det(B − t·E) =

det(S−1AS − S−1(tE)S) = det(S−1(A− tE)S) 9.9= det(A− tE) = PA.

Lemma 11.4.

Sei A = (aij)i,j ∈ Kn×n und PA =
∑
i αit

i. Dann gilt:

(a) deg(PA) = n.

(b) αn = (−1)n.

(c) αn−1 = (−1)n−1(a11 + . . .+ ann).

(d) α0 = det(A).

(e) PA zerfällt =⇒ ∃λ1, ..., λn ∈ K(PA = (λ1 − t) · . . . · (λn − t) ).

Beweis:

(a),(b),(c) Sei S ′n := Sn \ {id}. Dann PA = det(A− t·E) = (a11 − t) · . . . · (ann − t) + P ′ mit

P ′ :=
∑
π∈S′n

sign(π)·q1π(1) · . . . · qnπ(n) und qij := aii − δijt.

deg(P ′) ≤ max{
∑n
i=1 deg(qiπ(i)) : π ∈ S ′n} ≤ n− 2 (O.E.d.A. n ≥ 2).

deg((a11 − t) · . . . · (ann − t)) = deg(a11 − t) + . . .+ deg(ann − t) = n.

Sei (a11 − t) · . . . · (ann − t) =
∑n
i=0 βit

i. Dann αn = βn = (−1)n, αn−1 = βn−1 = (−1)n−1(a11 + . . .+ ann).

(d) α0 = PA(0) = det(A− 0·E) = det(A).

(e) Nach Voraussetzung ist PA = (λ̃1−t)µ1 ·. . .·(λ̃k−t)µk ·a mit a ∈ K \{0} und µ1+...+µk = deg(PA)
(a)
= n.

Daraus folgt PA = a·
∏n
i=1(λi − t) für passende λ1, ..., λn ∈ K, sowie (−1)n

(b)
= αn = (−1)na, also a = 1.
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Definition.

Für f ∈ End(V ) ( dim(V ) <∞) sei Pf := PA, wobei A eine darstellende Matrix von f (siehe L.11.3b).

Pf heißt charakteristisches Polynom des Endomorphismus f .

Bemerkung. Für alle λ ∈ K gilt:

(a) Pf (λ) = det(f − λ·idV ).

(b) λ ist Nullstelle von Pf ⇐⇒ λ ist Eigenwert von f .

Beweis:

(a) Pf (λ) = PA(λ) 11.3a= det(A− λE)
(∗)
= det(f − λ idV ). [(∗) A− λE ist darstellende Matrix von f − λ idV .]

(b) folgt aus (a) und 11.1.

Beispiele.

1. A =
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
. PA = (cosα− t)2 + sin2 α = t2 − 2t cosα+ 1.

Nullstellen von PA: λ1/2 = 1
2 (2 cosα±

√
4 cos2 α− 4) = cosα±

√
cos2 α− 1.

Im Fall | cosα| < 1 (d.h. wenn α 6∈ {n · π : n ∈ Z}) besitzt A also keinen (reellen) Eigenwert.

2. A =
(

cosα sinα
sinα − cosα

)
.

PA = (cosα− t)(− cosα− t)− sin2 α = −(cos2 α− t2)− sin2 α = t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1).

A hat somit die Eigenwerte λ1 = 1 und λ2 = −1. Bestimmung der Eigenräume: Sei β := α
2 .(

cosα− 1 sinα
sinα − cosα− 1

)
=
(

cos2 β − sin2 β − 1 2 sinβ cosβ
2 sinβ cosβ − cos2 β + sin2 β − 1

)
=
(
−2 sin2 β 2 sinβ cosβ

2 sinβ cosβ −2 cos2 β

)
(

cosα+ 1 sinα
sinα − cosα+ 1

)
=
(

cos2 β − sin2 β + 1 2 sinβ cosβ
2 sinβ cosβ − cos2 β + sin2 β + 1

)
=
(

2 cos2 β 2 sinβ cosβ
2 sinβ cosβ 2 sin2 β

)
⇒ Eig(A; 1) = R

(
cosβ
sinβ

)
und Eig(A;−1) = R

(
− sinβ
cosβ

)
.

3. A =
(
−1 6
−1 4

)
. PA = (−1− t)(4− t) + 6 = t2 − 3t+ 2 = (t− 1)(t− 2).

Eigenwerte: λ1 = 1 und λ2 = 2. Bestimmung der Eigenräume:(
−2 6
−1 3

)
EZU−→

(
1 −3
0 0

)
⇒ Eig(A; 1) = R

(
3
1

)
.

(
−3 6
−1 2

)
EZU−→

(
1 −2
0 0

)
⇒ Eig(A; 2) = R

(
2
1

)
.

4. A =

 0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3

: PA = −t·det
(
−2− t 3
−2 3− t

)
+ 3·det

(
−1 1
−2 3− t

)
− 2·det

(
−1 1
−2− t 3

)
=

= −t(t2 − t) + 3(t− 1)− 2(t− 1) = −(t− 1)(t2 − 1) = −(t− 1)2(t+ 1). Eigenwerte: λ1 = 1 und λ2 = −1.

Eigenräume:

λ1 = 1:

−1 −1 1
−3 −3 3
−2 −2 2

 EZU−→

 1 1 −1
0 0 0
0 0 0

, Eig(A; 1) = {

x1

x2

x3

 : x1+x2−x3 = 0} = span(

 1
0
1

 ,

 0
1
1

).

λ2 = −1:

 1 −1 1
−3 −1 3
−2 −2 4

 EZU−→

 1 −1 1
0 −4 6
0 −4 6

 EZU−→

 1 −1 1
0 2 −3
0 0 0

,

Eig(A;−1) = {

x1

x2

x3

 : x1 − x2 + x3 = 0 & 2x2 − 3x3 = 0} = R

 1
3
2

.
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Abkürzung. Diag(λ1, ..., λn) := (λiδij)i,j =

λ1 0
. . .

0 λn


Lemma 11.5.

(a) Seien f ∈ End(V ), (v1, ..., vn) eine Basis von V und λ1, ..., λn ∈ K. Dann gilt:

Mv(f) = Diag(λ1, ..., λn) ⇐⇒ ∀j ∈ {1, .., n}( vj ist Eigenvektor von f zum Eigenwert λj ).

(b) Seien A,S ∈ Kn×n, v1, ..., vn 6= 0 die Spalten von S und λ1, ..., λn ∈ K. Dann gilt:

A·S = S·Diag(λ1, ..., λn) ⇐⇒ ∀j ∈ {1, .., n}( vj ist Eigenvektor von A zum Eigenwert λj).

Beweis:

(a) Nach Definition von Mv(f) gilt: Mv(f) = Diag(λ1, ..., λn) ⇔ ∀j ∈ {1, .., n}(f(vj) = λjvj).

(b) Die Behauptung folgt aus A·S = (Av1 . . . Avn) und S·Diag(λ1, ..., λn) = (λ1v1 · · · λnvn).

Definition.

Ein Endomorphismus f : V → V heißt diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von f besitzt.

Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt diagonalisierbar, falls fA : Kn → Kn diagonalisierbar ist.

Lemma 11.6.

(a) A ∈ Kn×n ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S ∈ Kn×n gibt,

so daß S−1AS eine Diagonalmatrix ist.

(b) Hat f ∈ End(V ) die paarweise verschiedenen Eigenwerte λ1, ..., λn (n= dimV ), so ist f diagonalisierbar.

Beweis :

(a) “⇒”: Sei (v1, ..., vn) eine Basis aus Eigenvektoren von fA und seien λ1, ..., λn die zugehörigen Eigenwerte.

Für S := (v1 . . . vn) gilt dann: A·S = S·Diag(λ1, ..., λn) (nach 11.5b) und S invertierbar (nach 5.14).

“⇐”: Sei S = (v1 . . . vn) invertierbar und S−1AS = Diag(λ1, ..., λn). Dann ist (v1, ..., vn) eine Basis von

Kn (nach 5.14), und nach 11.5b gilt: vj ist Eigenvektor zum Eigenwert λj (j = 1, ..., n).

(b) Für j = 1, ..., n sei jeweils vj ein Eigenvektor von f zu λj . Dann ist (v1, ..., vn) nach 11.2a eine Basis.

Satz 11.7.

Sind λ1, ..., λk die verschiedenen Eigenwerte von f ∈ End(V ) und ist dim(V ) <∞, so sind äquivalent:

(i) f diagonalisierbar

(ii) V = Eig(f ;λ1)⊕ ...⊕ Eig(f ;λk)

(iii) dim(V ) = dim Eig(f ;λ1) + ...+ dim Eig(f ;λk).

Beweis :

1. (i) ⇔ V besitzt Erzeugendensystem aus Eigenvektoren ⇔ V = Eig(f ;λ1) + . . .+ Eig(f ;λk) 11.2⇔ (ii).

2. Sei Ui := Eig(f ;λi) und U := U1 + . . .+ Uk. Nach 11.2 und 4.12 (Korollar) gilt dann U = U1 ⊕ . . .⊕ Uk
und dim(U) = dim(U1) + . . .+ dim(Uk). Folglich: (ii) ⇔ V = U

4.10b⇔ dim(V ) = dim(U) ⇔ (iii).

Definition. Ist λ Eigenwert des Endomorphismus f : V → V , so definiert man:

Geometrische Vielfachheit von λ := dim(Eig(f ;λ)),

algebraische Vielfachheit von λ := µ(Pf ;λ) (Vielfachheit von λ als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von f)
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Satz 11.8.

Ist dim(V ) = n <∞ und f ∈ End(V ), so gilt:

(a) Für jeden Eigenwert λ von f ist dim Eig(f ;λ) ≤ µ(Pf ;λ).

(b) f diagonalisierbar ⇐⇒

{
Das charakteristische Polynom Pf zerfällt in Linearfaktoren und

dim Eig(f ;λ) = µ(Pf ;λ) für jeden Eigenwert λ von f .
Beweis :

(a) Wir wählen eine Basis v := (v1, ..., vn) von V , so daß (v1, ..., vk) Basis von Eig(f ;λ) ist. Sei A :=Mv(f).

Dann A =



λ 0
. . . ∗

0 λ

0 A′

 , A− t·En =



λ− t 0
. . . ∗

0 λ− t

0 A′ − t·En−k

 mit A′ ∈ Kn−k×n−k.

Es folgt Pf = det(A−t·En) = (λ−t)k·det(A′−t·En−k) = (λ−t)k·PA′ und somit dim Eig(f ;λ) = k ≤ µ(Pf ;λ).

(b) Seien λ1, ..., λk die verschiedenen Eigenwerte von f (i.e. Nullstellen von Pf ), und sei µi := µ(Pf ;λi).

Nach 10.11 ist Pf = (t− λ1)µ1 · . . . · (t− λk)µk · g und somit n = deg(Pf ) = µ1 + ...+ µk + deg(g).

Daraus folgt: (1) µ1 + . . .+ µk ≤ n,

(2) Pf zerfällt in Linearfaktoren ⇐⇒ n = µ1 + . . .+ µk.

Nach 11.7 gilt: (3) f diagonalisierbar ⇐⇒ n = d1 + . . .+ dk, wobei di := dim Eig(f ;λi).

Aus (1)-(3) und (a) folgt die Behauptung: “⇐”: Pf zerfällt und di = µi
(2),(3)⇒ f diagonalisierbar.

“⇒”: f diag.
(3),(a),(1)⇒ n = d1 + ...+ dk ≤ µ1 + . . .+ µk ≤ n

(a)⇒ n = µ1 + . . .+ µk und di = µi.

Bemerkung.

Ist A ∈ Kn×n eine darstellende Matrix von f ∈ End(V ), so gilt dim Eig(f ;λ) = dim Eig(A;λ).

Beweis: Sei A =Mv(f). Wie man leicht sieht, gilt dann Eig(f ;λ) = Φv(Eig(A;λ)).

Definition.

A,B ∈ Kn×n heißen ähnlich, wenn es eine invertierbare Matrix S mit B = S−1AS gibt.

Lemma 11.9.

(a) “ähnlich” ist eine Äquivalenzrelation auf Kn×n.

(b) A,B ∈ Kn×n sind genau dann ähnlich, wenn es eine Basis v von Kn mit B =Mv(fA) gibt.

(c) Zwei Matrizen sind genau dann ähnlich,

wenn sie darstellende Matrizen desselben Endomorphismus sind.

(d) Sind A,B ∈ Kn×n ähnlich, so ist rang(A) = rang(B), det(A) = det(B) und PA = PB .

(e) Eine Matrix A ∈ Kn×n ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

Beweis:

(a) klar. (b) Satz 6.4. (c) Korollar zu Satz 6.6. (d) Lemma 7.2, Satz 9.14, Lemma 11.3b.
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§12 Euklidische und unitäre Vektorräume

Für z = x+ iy ∈ C sei

z := x− iy (die zu z konjugiert komplexe Zahl),

Re(z) := x (Realteil), Im(z) := y (Imaginärteil), |z| :=
√
x2 + y2 (Absolutbetrag).

Für z, z1, z2 ∈ C gilt: z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2, Re(z) = 1
2 (z + z), Im(z) = 1

2i (z − z), |z|
2 = zz,

und z ∈ R⇔ Re(z) = z ⇔ Im(z) = 0⇔ z = z.

Für A = (aij)i,j ∈ Cm×n sei A := (aij)i,j ∈ Cm×n.

Dann gilt: A+B = A+B, AB = A ·B, (A)t =At, det(A) = det(A).

Im Folgenden werden wir ausschließlich Vektorräume über den Körpern R oder C betrachten und meist K

anstelle von R oder C schreiben. Um Verwechslungen mit dem konjugiert Komplexen zu vermeiden, werden

wir Basen von jetzt an mit ũ, ṽ, w̃ (statt u, v, w) bezeichnen.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung σ : V ×V → K heißt Sesquilinearform, wenn für alle

v, v′, w, w′ ∈ V und λ ∈ K gilt:

(S1) σ(v + v′, w) = σ(v, w) + σ(v′, w) und σ(λv,w) = λσ(v, w),

(S2) σ(v, w + w′) = σ(v, w) + σ(v, w′) und σ(v, λw) = λσ(v, w).

Im Falle K = R gilt stets λ = λ, und man spricht dann auch von einer Bilinearform σ.

Man bezeichnet σ als nicht-ausgeartet, wenn gilt:

(i) ∀v ∈ V (∀w ∈ V (σ(v, w) = 0)⇒ v = 0) und (ii) ∀w ∈ V (∀v ∈ V (σ(v, w) = 0)⇒ w = 0).

Definition. Eine Sesquilinearform σ : V × V → K, für die gilt ∀x, y ∈ V (σ(x, y) = σ(y, x) ), wird im

Falle K = R als symmetrische Bilinearform (kurz sBF) und im Falle K = C als Hermitesche Form (kurz

HF) bezeichnet. Für solche Formen verwendet man anstelle von σ(x, y) häufig auch die Notation 〈x, y〉.
Insbesondere gilt dann σ(x, x) = 〈x, x〉 ∈ R für alle x ∈ V .

Beispielsweise definiert Kn ×Kn → K, (x, y) 7→ xt · y =
∑n
i=1 xi · yi eine nicht-ausgeartete sBF bzw. HF.

Eine sBF bzw. HF σ : V × V → K heißt positiv definit, wenn σ(x, x) > 0 für alle x ∈ V \ {0} gilt. Man

spricht dann auch von einem Skalarprodukt auf V und nennt das Paar (V, σ) im Falle K = R einen euklidischen

Vektorraum, sowie im Falle K = C einen unitären Vektorraum. Die oben betrachtete Form Kn × Kn → K,

(x, y) 7→ xt · y ist ein Skalarprodukt auf Kn, das so genannte kanonische Skalarprodukt.

Achtung! Es kann σ(vi, vi) > 0 für alle Vektoren vi einer Basis sein, ohne daß σ positiv definit ist.

[Beispiel: σ(
(
x1

x2

)
,

(
y1
y2

)
) := x1y1 − x2y2]

Beispiele.

Der Hilbertsche Folgenraum `2 = (V, σ) mit V := {(xi)i∈N ∈ RN :
∑∞
i=0 x

2
i < ∞} und σ(x, y) :=

∑∞
i=0 xiyi

ist ein euklidischer Vektorraum; ebenso der Raum C[0, 1] aller stetigen Funktionen f : [0, 1] → R mit

punktweiser Addition und Skalarmultiplikation, und dem Skalarprodukt σ(f, g) :=
∫ 1

0
f(t)g(t)dt.
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Zum kanonischen Skalarprodukt im R2

Für x ∈ Rn (n = 1, 2, 3) ist ‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

∑n
i=1 x

2
i die Länge des Vektors x bzw. der Abstand des Punktes

x vom Nullpunkt. — Sei jetzt 0 6= x =
(
x1

x2

)
∈ R2 und 0 6= y =

(
y1
y2

)
∈ R2.

Ist αx ∈ [0, π] der Winkel zwischen e1 und x, so gilt: x1 = ‖x‖· cosαx und x2 = ‖x‖· sinαx.

Ist ϕ ∈ [0, π] der Winkel zwischen x und y, so gilt ϕ = |αx − αy| und somit

(1) cos(ϕ) = cos(αx − αy) = cosαx cosαy + sinαx sinαy =
x1y1 + x2y2

‖x‖·‖y‖
=
〈x, y〉
‖x‖·‖y‖

,

(2) 〈x, y〉 = 0 ⇔ cos(ϕ) = 0 ⇔ ϕ = π
2
⇔ x, y senkrecht zueinander,

(3) ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 cos(ϕ)‖x‖‖y‖ (Cosinus-Satz)

[Beweis von (3): ‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y〉 = 〈x, x〉 − 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 cos(ϕ)‖x‖‖y‖ ]

Vereinbarung.
Soweit nichts anderes gesagt wird,
sei V im folgenden stets ein euklischer bzw. unitärer Vektorraum mit Skalarprodukt 〈 , 〉.

Definition.

1. ‖v‖ :=
√
〈v, v〉 heißt die Norm (oder Länge) von v ∈ V .

2. v, w ∈ V heißen orthogonal (oder senkrecht) zueinander (geschrieben v⊥w), falls 〈v, w〉 = 0.

Lemma 12.1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Für alle v, w ∈ V gilt: (i) |〈v, w〉| ≤ ‖v‖·‖w‖, (ii) |〈v, w〉| = ‖v‖·‖w‖ ⇔ v, w linear abhängig.

Beweis:

1. Seien v, w linear unabhängig. Setze λ := 〈v, w〉〈w,w〉 . Dann gilt: (∗) 〈v − λw,w〉 = 〈v, w〉 − λ〈w,w〉 = 0.

Ferner gilt 0 6= v − λw und somit 0 < 〈v − λw, v − λw〉 (∗)
= 〈v − λw, v〉 = 〈v, v〉 − λ〈w, v〉.

Daraus folgt 0 < 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉〈w, v〉 = ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉〈v, w〉 und weiter |〈v, w〉| < ‖v‖ · ‖w‖.

2. Ist w = αv, so |〈v, w〉| = |α|〈v, v〉 = |α|·‖v‖2 12.2a= ‖v‖·‖w‖.

Definition.

Wegen 12.1(i) kann man im Fall K = R für v, w ∈ V \ {0} definieren: <) (v, w) := arccos
〈v, w〉
‖v‖·‖w‖

∈ [0, π].

Dann ist 〈v, w〉 = ‖v‖·‖w‖· cos <) (v, w).

Lemma 12.2.

(a) Die Abbildung V → R+, v 7→ ‖v‖ ist eine Norm, d.h. es gilt

(i) ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0,

(ii) ‖λv‖ = |λ|·‖v‖ für alle λ ∈ K,

(iii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

(b) Die Abbildung d : V × V → R+, d(v, w) := ‖v − w‖ ist eine Metrik, d.h. es gilt

(i) d(v, w) = 0 ⇔ v = w,

(ii) d(v, w) = d(w, v),

(iii) d(v, w) ≤ d(v, u) + d(u,w).
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Beweis:

(a) (i) klar. (ii) ‖λv‖ =
√
〈λv, λv〉 =

√
λλ̃〈v, v〉 = |λ|

√
〈v, v〉 = |λ| · ‖v‖.

(iii) ‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 〈w,w〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 〈v, w〉+ 〈v, w〉
(∗)
≤

≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2‖v‖·‖w‖ = (‖v‖+ ‖w‖)2. (∗) 〈v, w〉+ 〈v, w〉 = 2Re(〈v, w〉) ≤ 2|〈v, w〉| ≤ 2‖v‖·‖w‖.

(b) (ii) ‖v − w‖ = ‖ − (w − v)‖ = 1 · ‖w − v‖. (iii) ‖v − w‖ = ‖(v − u) + (u− w)‖ ≤ ‖v − u‖+ ‖u− w‖.

Lemma 12.3.

Für alle v, w, v1, ..., vk ∈ V gilt:

(a) ‖v1 + . . .+ vk‖2 = ‖v1‖2 + . . .+ ‖vk‖2, falls vi⊥vj für alle 1 ≤ i 6= j ≤ k.

(b) v⊥w ⇒ 〈v, v ± w〉 = ‖v‖2.

(c) v⊥(w − v) ⇒ 〈v, w〉 = ‖v‖2.

Beweis:

(a) ‖v1 + . . .+ vk‖2 = 〈
∑k
i=1 vi,

∑k
i=1 vi〉 =

∑
1≤i,j≤k

〈vi, vj〉 =
∑k
i=1〈vi, vi〉.

(b) 〈v, v ± w〉 = 〈v, v〉 ± 〈v, w〉. (c) 〈v, w〉 = 〈v, v + (w − v)〉.

Definition.

Seien v1, ..., vk ∈ V .

(v1, ..., vk) heißt Orthogonalsystem (OGS) :⇐⇒
{
v1, . . . , vk 6= 0 und 〈vi, vj〉 = 0 für
alle i, j ∈ {1, ..., k} mit i 6= j

.

(v1, ..., vk) heißt Orthonormalsystem (ONS) :⇐⇒ 〈vi, vj〉 = δij für alle i, j ∈ {1, ..., k}.
(v1, ..., vk) heißt Orthonormalbasis (ONB) von V :⇐⇒ (v1, ..., vk) ist ein ONS und zugleich Basis von V .

Bemerkung. Die Standardbasis des Kn ist eine ONB.

Lemma 12.4.

(a) Jedes OGS (v1, ..., vk) ist linear unabhängig.

(b) Ist (v1, ..., vn) eine ONB von V , so gilt v =
n∑
i=1

〈v, vi〉vi für jedes v ∈ V . (Entwicklungsformel)

Beweis:

(a)
∑k
i=1 αivi = 0 ⇒ 〈

∑k
i=1 αivi, vj〉 = 0 ⇒

∑k
i=1 αi〈vi, vj〉 = 0 ⇒ αj〈vj , vj〉 = 0 ⇒ αj = 0.

(b) Sei v =
∑n
i=1 αivi. Dann 〈v, vj〉 =

∑n
i=1 αi〈vi, vj〉 = αj .

Folgerung. Ist ṽ = (v1, ..., vn) eine ONB von V und f ∈ End(V ), so gilt Mṽ(f) =
(
〈f(vj), vi〉)

)
i,j=1,...,n

.

Definition.

Für M ⊆ V sei M⊥ := {x ∈ V : ∀y ∈M(x⊥y)}. Dann gilt: M⊥M⊥.

Ist M ein Untervektorraum, so heißt M⊥ das orthogonale Komplement von M .

Lemma 12.5.

Für beliebige Teilmengen M,N von V gilt:

(a) M⊥ ist ein Unterraum von V .

(b) M ⊆ N ⇒ N⊥ ⊆M⊥.

(c) M⊥ = span(M)⊥.

(d) M ⊆ (M⊥)⊥.
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Beweis:

(a) v, w ∈M⊥ & λ ∈ K⇒ ∀y ∈M(v⊥y & w⊥y)⇒ ∀y ∈M(v + λw ⊥ y)⇒ v + λw ∈M⊥.

(b) v ∈ N⊥ ⇒ ∀y ∈ N(v⊥y) M⊆N=⇒ ∀y ∈M(v⊥y) ⇒ v ∈M⊥.

(c) v ∈M⊥ ⇔ M ⊆ {v}⊥ (a)⇔ span(M) ⊆ {v}⊥ ⇔ v ∈ span(M)⊥.

(d) v ∈M ⇒ ∀x ∈M⊥(x⊥v) ⇒ v ∈ (M⊥)⊥.

Definition.

Zwei Unterräume U,W ⊆ V heißen orthogonal (in Zeichen U⊥W ), falls 〈v, w〉 = 0 für alle u ∈ U , w ∈W .

Eine Summe U1 + . . .+ Uk von Unterräumen Ui heißt orthogonal, falls Ui⊥Uj für i 6= j.

Lemma 12.6.

(a) Jede orthogonale Summe ist direkt.

(b) V = U ⊕W & U⊥W =⇒ W = U⊥ & U = (U⊥)⊥.

Beweis :

(a) folgt aus 12.4a (genauso, wie 11.2b aus 11.2a).

(b) 1. W ⊆ U⊥: trivial.

2. U⊥ ⊆W : Sei v ∈ U⊥. Dann v = u+ w mit u ∈ U und w ∈W .

Es folgt 0 = 〈u, v〉 = 〈u, u〉+ 〈u,w〉 = 〈u, u〉, also u = 0 und somit v = w ∈W .

3. Aus Symmetriegründen gilt auch U = W⊥ und folglich U = (U⊥)⊥.

Definition.

Ist V = U ⊕ U⊥, so sei prU die zu dieser Zerlegung gehörige Projektion von V auf U (vgl. 5.11), d.h. prU :

V → U ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit ∀x ∈ U(prU (x) = x) und ∀x ∈ U⊥(prU (x) = 0).

Man nennt prU (v) die orthogonale Projektion von v auf U , und v − prU (v) ∈ U⊥ das Lot von v auf U .

Lemma 12.7.

Ist U ein Untervektorraum von V und (v1, ..., vm) eine ONB von U , so gilt:

V = U ⊕ U⊥ und prU (v) =
∑m
i=1〈v, vi〉vi für alle v ∈ V .

Beweis :

Für v ∈ V sei f(v) :=
∑m
i=1〈v, vi〉vi.

Dann gilt f(v) ∈ U und 〈v − f(v), vj〉 = 〈v, vj〉 −
∑m
i=1〈v, vi〉〈vi, vj〉 = 〈v, vj〉 − 〈v, vj〉 = 0 für j = 1, ...,m,

also v− f(v) ∈ U⊥ und folglich v ∈ U +U⊥. Damit haben wir bewiesen, daß V = U ⊕U⊥ ist und f, idV−f
die zu dieser Zerlegung gehörenden Projektionen sind, d.h. insbesondere f = prU .

Lemma 12.8.

Sei U ein Untervektorraum von V mit V = U ⊕ U⊥. Dann gilt für alle v ∈ V :

(a) v − prU (v)⊥ prU (v) und folglich ‖v‖2 = ‖prU (v)‖2 + ‖v − prU (v)‖2.

(b) prU (v) 6= u ∈ U ⇒ ‖v − prU (v)‖ < ‖v − u‖.

Beweis von (b): Wegen 0 6= prU (v)− u ∈ U und v − prU (v) ∈ U⊥ gilt

‖v − u‖2 = ‖v − prU (v)‖2 + ‖prU (v)− u‖2 > ‖v − prU (u)‖2.
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Satz 12.9. (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).

(a) Sei (w1, ..., wk−1) ein ONS in V und v ∈ V \W , wobei W := span(w1, ..., wk−1).

Sei ferner w := v − prW (v) (das Lot von v auf W ) und wk := w
‖w‖

.

Dann ist (w1, ..., wk) ein ONS und span(w1, ..., wk) = span(w1, ..., wk−1, v).

(b) Sei (v1, ..., vn) eine Basis von V , und sei für k = 1, ..., n: wk :=
w′k
‖w′k‖

, wobei w′k := vk −
k−1∑
i=1

〈vk, wi〉wi.

Dann ist (w1, ..., wn) eine ONB von V und für k = 1, ..., n gilt span(v1, ..., vk) = span(w1, ..., wk).

Beweis:

(a) Nach 12.7 ist V = W ⊕W⊥, also ist prW definiert und prW (v) ∈W , sowie w = v−prW (v) ∈W⊥. Wegen

v 6∈W ist außerdem w 6= 0. Es folgt wk ∈W⊥ und ‖wk‖ = 1. Folglich ist (w1, ..., wk) ein ONS.

Aus wk = 1
‖w‖ (v − prW (v)) und prW (v) ∈ W folgt wk ∈ span(w1, ..., wk−1, v) und v ∈ span(w1, ..., wk) und

somit span(w1, ..., wk) = span(w1, ..., wk−1, v).

(b) Mittels (a) zeigt man durch Induktion nach k, daß (w1, ..., wk) ein ONS mit

span(w1, ..., wk) = span(v1, ..., vk) ist.

Korollar.

(a) Ist dim(V ) <∞, so besitzt V eine ONB, und jedes ONS in V kann zu einer ONB von V ergänzt werden.

(b) Für jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V gilt V = U ⊕ U⊥.

Beweis: (a) Sei ũ = (v1, . . . , vm) ein ONS in V . ũ ist linear unabhängig, kann also zu einer Basis von
(v1, . . . , vn) von V ergänzt werden. Aus dieser erhält man mittels 12.9b eine ONB (w1, . . . , wn) von V . Wie
man leicht sieht, gilt für i = 1, . . . ,m wi = vi. (b) folgt aus 12.7 und 12.9.

Im folgenden sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitärer Raum und
U,W seien Untervektorräume von V .

Bemerkung. Nach Lemma 12.6b und Korollar (b) zu 12.9 gilt: V = U ⊕ U⊥ und (U⊥)⊥ = U .

Definition.

Für ∅ 6= M,M ′ ⊆ V definiert man den Abstand von M und M ′ durch

d(M,M ′) := inf{‖x− y‖ : x ∈M & y ∈M ′}.

Für q ∈ V sei d(q,M) := d(M, q) := d(M, {q}) = inf{‖x− q‖ : x ∈M}.

Lemma 12.10.

Sei M = p+ U und sei q ∈ V .

Der Punkt ` := p+ prU (q − p) heißt dann der Fußpunkt des Lotes von q auf M . – Es gilt:

(a) ` ∈M und q − ` = prU⊥(q − p)
(b) ∀x ∈M \ {`}(q − x 6∈ U⊥ & ‖q − `‖ < ‖q − x‖)
(c) d(q,M) = ‖q − `‖ = (‖q − p‖2 − ‖prU (q − p)‖2)

1
2

Beweis :

(a) Nach Definition von prU gilt prU (q − p) ∈ U und q − ` = (q − p)− prU (q − p) = prU⊥(q − p).
(b) 1. Sei x ∈M mit q − x ∈ U⊥. Dann gilt q − p = (q − x) + (x− p) mit q − x ∈ U⊥ und x− p ∈ U .

Folglich x = p+ (x− p) = p+ prU (q − p) = `.
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2. Sei ` 6= x ∈M . Dann 0 < ‖`−x‖ und `−x ∈ U , q−` ∈ U⊥. Es folgt ‖q−`‖2 < ‖q−`‖2+‖`−x‖2 = ‖q−x‖2.

(c) d(q,M) = ‖q − `‖ folgt aus ` ∈M und (b). Die zweite Gleichung folgt aus (a) und 12.3a.

Lemma 12.11 (Abstand zweier affiner Unterräume)

(a) d(p+ U, q +W ) = d(p− q, U +W ) = ‖pr(U+W )⊥(p− q)‖.
(b) Für a ∈ p+ U und b ∈ q +W sind äquivalent:

(i) d(p+ U, q +W ) = ‖a− b‖, (ii) a− b ∈ (U +W )⊥, (iii) a− b = pr(U+W )⊥(p− q).

(c) a, a′ ∈ p+ U & b, b′ ∈ q +W & a− b, a′ − b′ ∈ (U +W )⊥ & U ∩W = {0} ⇒ a = a′ & b = b′.

(d) Es gibt a ∈ p+ U und b ∈ q +W mit a− b ∈ (U +W )⊥.

Beweis :

(a) {x− y : x ∈ p+ U & y ∈ q +W} = {(p− u)− (q + w) : u ∈ U & w ∈W} = {(p− q)− v : v ∈ U +W}.
Folglich d(p+ U, q +W ) = d(p− q, U +W ) 12.10= ‖pr(U+W )⊥(p− q)‖.
(b) Es gilt ‖pr(U+W )⊥(p− q)‖ (a)

= d(p+ U, q +W ) = d(a+ U, b+W )
(a)
= ‖pr(U+W )⊥(a− b)‖.

Folglich: d(p+ U, q +W ) = ‖a− b‖ ⇔ ‖pr(U+W )⊥(a− b)‖ = ‖a− b‖ 12.8a⇔ a− b ∈ (U +W )⊥.

Ferner gilt (p− q)− (a− b) ∈ U +W und deshalb
(
a− b = pr(U+W )⊥(p− q) ⇔ a− b ∈ (U +W )⊥

)
.

(c) Mit (b) folgt a− b = pr(U+W )⊥(q − p) = a′ − b′ und somit a− a′ = b− b′ ∈ U ∩W = {0}

(d) Sei a = p− u und b = q + w mit u ∈ U & w ∈W & u+ w = prU+W (p− q).
Dann a− b = p− u− q − w = (p− q)− (u+ w) ∈ (U +W )⊥.

Lemma 12.12.

Für U,H ⊆ V und n = dim(V ) <∞ gilt:

(a) U ist UVR der Dimension dim(V )− 1 ⇐⇒ ∃c ∈ V \{0}(U = {c}⊥ ).

(b) H ist Hyperebene ⇐⇒ ∃c ∈ V \{0}, α ∈ K(H = {x ∈ V : 〈x, c〉 − α = 0} ).

Beweis:

(a) Es ist V = U ⊕ U⊥, also n = dim(U) + dim(U⊥) und U = U⊥⊥.

dim(U) = n− 1 ⇔ dim(U⊥) = 1 ⇔ ∃c ∈ V \{0}(U⊥ = Kc) ⇔ ∃c ∈ V \{0}(U = (Kc)⊥ ).

(b) H Hyperebene ⇔ H = p+ U mit dim(U) = n− 1
(a)⇔ ∃p, c ∈ V (c 6= 0 & H = p+ {c}⊥) ⇔

⇔ ∃p, c ∈ V (c 6= 0 & H = {x : 〈x− p, c〉 = 0}) ⇔ ∃p, c ∈ V (c 6= 0 & H = {x : 〈x, c〉 − 〈p, c〉 = 0})

Bemerkung.

Ist H = {x ∈ V : 〈x, c〉 − α = 0} mit c 6= 0, so H = λc+ {c}⊥ mit λ := α
‖c‖2 .

Ist ‖c‖ = 1, so nennt man “ 〈x, c〉 − α = 0 ” die Hessesche Normalform der Hyperebene H.

Lemma 12.13 (Abstand eines Punktes zu einer Hyperebene)

Ist H = {x ∈ V : 〈x, c〉 − α = 0} mit ‖c‖ = 1, so gilt für jedes q ∈ V : d(q,H) = |〈q, c〉 − α|.

Beweis:

Es ist H = αc+ U mit U = {c}⊥, U⊥ = Kc.

Nach 12.10 gilt nun d(q,H) = ‖q − `‖ = ‖prU⊥(q − αc)‖ = |〈q − αc, c〉| = |〈q, c〉 − α|.
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Bemerkung. (Schnittpunkt von Gerade und Hyperebene)

Ist die Gerade G = p+ Kv nicht parallel zur Hyperebene H = {x : 〈x, c〉 − α = 0},
so ist s := p− 〈p, c〉 − α〈v, c〉 ·v der Schnittpunkt von G und H.

Beweis: G nicht parallel zu H ⇒ v 6∈ {c}⊥ ⇒ 〈v, c〉 6= 0 & 〈s, c〉 − α = 〈p, c〉 − 〈p,c〉−α〈v,c〉 〈v, c〉 − α = 0.

Definition (Spiegelung an einer Hyperebene).

Für a ∈ V mit ‖a‖ = 1 sei sa : V → V, sa(x) := x− 2〈x, a〉a.

Offenbar ist sa die Spiegelung an der zu a senkrechten Hyperebene {a}⊥.

Lemma 12.14.

Für a ∈ V mit ‖a‖ = 1 gilt:

(a) sa ist lineare Abbildung mit sa(a) = −a und sa(x) = x für alle x ∈ {a}⊥.

(b) Ist v = (v1, ..., vn−1, a) eine ONB von V , so gilt Mṽ(sa) =
(
E 0
0 −1

)
.

(c) sa ◦ sa = id.

(d) det(sa) = −1.

Beweis: (a), (b) klar. (c),(d) folgen aus (b).

Das Vektorprodukt im R3

Schreibweise: |A| := det(A).

Definition.

Für x =

x1

x2

x3

 ∈ R3 und y =

 y1
y2
y3

 ∈ R3 sei x× y :=

x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 (Vektorprodukt)

Merkregel: x× y =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ = e1

∣∣∣∣x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣− e2 ∣∣∣∣x1 x3

y1 y3

∣∣∣∣+ e3

∣∣∣∣x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣
Rechenregeln. Für x, x′, y, y′, z ∈ R3 gilt:

(×1) (x+ x′)× y = x× y + x′ × y,

(×2) x× (y + y′) = x× y + x× y′,
(×3) λx× y = λ(x× y) = x× λy,

(×4) y × x = −x× y, also x× x = 0,

(×5) x× y = 0 ⇔ x, y linear abhängig,

(×6) 〈x× y, z〉 =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣,
(×7) 〈x× y, x〉 = 〈x× y, y〉 = 0,

(×8) ‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 − 〈x, y〉2,

(×9) ‖x× y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ · sin <) (x, y).
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Beweise:

(×5) “⇐”: x × λx = λ(x × x) = 0. “⇒”: x, y linear unabhängig ⇒ rang
(
x1 x2 x3

y1 y2 y3

)
= 2 ⇒

dim span(
(
x1

y1

)
,

(
x2

y2

)
,

(
x3

y3

)
) = 2 ⇒ o.E.d.A. (

(
x1

y1

)
,

(
x2

y2

)
) lin.unabh. ⇒

∣∣∣∣x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ 6= 0.

(×6) 〈x× y, z〉 = z1 ·
∣∣∣∣x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣− z2 · ∣∣∣∣x1 x3

y1 y3

∣∣∣∣+ z3 ·
∣∣∣∣x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
(×7) folgt aus (×6)

(×8) ‖x‖2‖y‖2 − 〈x, y〉2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3) · (y2

1 + y2
2 + y2

3)− x2
1y

2
1 − x2

2y
2
2 − x2

3y
2
3 − 2x1y1x2y2 − 2x1y1x3y3 −

2x2y2x3y3 = x2
2y

2
3 + x2

3y
2
2 + x2

3y
2
1 + x2

1y
2
3 + x2

1y
2
2 + x2

2y
2
1 − 2x2y3x3y2 − 2x3y1x1y3 − 2x1y2x2y1 = ‖x× y‖2

(×9) Sei ϑ :=<) (x, y). Nach Definition ist ϑ ∈ [0, π] und somit sinϑ ≥ 0.

‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 − 〈x, y〉2 = ‖x‖2‖y‖2 − ‖x‖2‖y‖2 cos2 ϑ = ‖x‖2‖y‖2(1− cos2 ϑ) = ‖x‖2‖y‖2 · sin2 ϑ.

Lemma 12.15.

u,w ∈ R3 & v = u× w 6= 0 & c = λu+ µw ⇒ λ = 〈c× w, v〉‖v‖2 und µ = 〈u× c, v〉‖v‖2 .

Beweis: c× w = λ(u× w) & u× c = µ(u× w) ⇒ 〈c× w, v〉 = λ‖v‖2 & 〈u× c, v〉 = µ‖v‖2.

Lemma 12.16.

Seien G = p + Ru, G′ = q + Rw Geraden im R3. G,G′ seien nicht parallel, d.h. v := u × w 6= 0 und

Ru∩Rw = {0}. Nach Lemma 12.11 gibt es eindeutig bestimmte Punkte a ∈ G, b ∈ G′ mit d(G,G′) = ‖a−b‖.

Behauptung: a = p+ λu und b = q + µw mit λ = 〈w × (p−q), v〉
‖v‖2 , µ = 〈u× (p−q), v〉

‖v‖2 .

Beweis:

Nach 12.11 ist zu zeigen: pr(Ru+Rw)⊥(p− q) = (p+ λu)− (q + µw).

Sei c := prRu+Rw(p− q). Nach 12.15 ist dann c = (−λ′)u+ µ′w mit λ′ = 〈w × c, v〉‖v‖2 und µ′ = 〈u× c, v〉‖v‖2 .

Wegen Rv = (Ru+ Rw)⊥ gilt andererseits c = (p− q)− prRv(p− q) = p− q + αv für ein α ∈ R, und folglich

〈w × c, v〉 = 〈w × (p−q), v〉+ 〈w × (αv), v〉 = 〈w × (p−q), v〉, sowie 〈u× c, v〉 = 〈u× (p−q), v〉.

Somit pr(Ru+Rw)⊥(p− q) = p− q − c = (p+ λ′u)− (q + µ′w) = (p+ λu)− (q + µw).

Definition (Gramsche Determinante)

Für v1, ..., vm ∈ V sei G(v1, ..., vm) := det

 〈v1, v1〉 . . . 〈v1, vm〉
...

...
〈vm, v1〉 . . . 〈vm, vm〉

 .

Ist U ein Untervektorraum von V und ũ = (u1, ..., um) eine ONB von U , so definiert man

detũ : Um → K, detũ(v1, ..., vm) := det(Φ−1
ũ (v1) . . . Φ−1

ũ (vm)).

Die Abbildung detũ : Un → K ist multilinear (d.h. linear in jedem Argument) und alternierend (d.h.

detũ(v1, ..., vm) = 0, falls ∃i, j ∈ {1, ...,m}(i 6= j & vi = vj)).

Ist (v1, . . . , vm) linear abhängig, so G(v1, . . . , vm) = 0.
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Lemma 12.17. Sei (v1, ..., vm) linear unabhängig in V .

(a) G(v1, ..., vm) = |detũ(v1, ..., vm)|2, falls ũ eine ONB von span(v1, ..., vm).

(b) Ist (v1, ..., vm) ein OGS, so G(v1, ..., vm) = ‖v1‖2 · . . . · ‖vm‖2.

(c) 1 ≤ i 6= j ≤ m ⇒ G(v1, ..., vi−1, vi + λvj , vi+1, ..., vm) = G(v1, ..., vm).

Beweis:

(a) Sei A = (aij) mit vj =
∑
i aijui. Dann ist detũ(v1, ..., vm) = det(A) und aij = 〈vj , ui〉 (weil ũ ONB).

Ferner gilt 〈vi, vj〉 =
∑
µ,ν aµiaνjδµν =

∑
ν aνiaνj , also (〈vi, vj〉)i,j = At ·A und deshalb

G(v1, ..., vm) = det
(
〈vi, vj〉

)
i,j

= det(At)det(A) = det(A)det(A) = |det(A)|2.

(b) Sei ui := ‖vi‖−1vi. Dann ist ũ := (u1, ..., um) eine ONB von span(v1, ..., vm) und folglich

detũ(v1, ..., vm) = ‖v1‖ · · · ‖vm‖ · detũ(u1, ..., um) = ‖v1‖ · · · ‖vm‖, woraus mit (a) die Behauptung folgt.

(c) Sei i = 1. G(v1 + λvj , v2, ..., vm) = |detũ(v1 + λvj , v2, ..., vm)|2 = |detũ(v1, ..., vm)|2 = G(v1, ..., vm).

Abkürzung. vol(v1, ..., vm) :=
√
G(v1, ..., vm)

Lemma 12.18.

(a) vol(v1) =
√

det(〈v1, v1〉) = ‖v1‖.
(b) vol(v1, v2) = ‖v1‖ · ‖v2‖ · sin <) (v1, v2).

(c) vol(v1, ..., vm) = vol(v1, ..., vm−1) · ‖v′m‖, wobei v′m := vm − prU (vm) mit U := span(v1, ..., vm−1)

Beweis:

(a) vol(v1) =
√

det(〈v1, v1〉) = ‖v1‖.
(b) Mit α :=<) (v1, v2) ∈ [0, π] gilt:

vol(v1, v2) = (‖v1‖2 · ‖v2‖2 − 〈v1, v2〉2)1/2 = (‖v1‖2‖v2‖2 − ‖v1‖2‖v2‖2 cos2 α)1/2 = ‖v1‖ · ‖v2‖ · sinα.

(c) Fall 1: (v1, ..., vm−1) lin. abh.: Dann vol(v1, . . . , vm) = 0 = vol(v1, . . . , vm−1).

Fall 2: vm ∈ span(v1, . . . , vm−1): Dann vol(v1, . . . , vm) = 0 und v′m = 0.

Fall 3: (v1, . . . , vm) lin. unabh.: Sei ũ′ = (u1, ..., um−1) eine ONB von U und um := ‖v′m‖−1v′m.

Dann ist ũ := (u1, ..., um) eine ONB von span(v1, . . . , vm) = span(v1, . . . , vm−1, v
′
m).

Ferner vol(v1, . . . , vm−1) = |det(A)|, wobei A = (aij) ∈ Km−1×m−1 mit vj =
∑m−1
i=1 aijui (j = 1, ...,m−1),

sowie vol(v1, . . . , vm) 12.17c= vol(v1, . . . , vm−1, v
′
m) = |det(A′)|, wobei A′ =

(
A 0
0 ‖v′m‖

)
(wegen v′m =

‖v′m‖·um). Folglich vol(v1, . . . , vm) = |det(A)| · ‖v′m‖ = vol(v1, . . . , vm−1) · ‖v′m‖.

Bemerkung. Ist (v1, . . . , vm) linear unabhängig., so nennt man vol(v1, . . . , vm) das (m-dimensionale) Volumen

des von v1, . . . , vm aufgespannten Parallelotops.
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§13 Sesquilinearformen und Matrizen; die adjungierte Abbildung

Definition.

Ist V ein K-Vektorraum mit Basis ṽ = (v1, ..., vn) und σ eine Sesquilinearform auf V ,

so nennt man Mṽ(σ) :=
(
σ(vi, vj)

)
i,j
∈ Kn×n die darstellende Matrix von σ bzgl. ṽ.

Bemerkung.

(1) Für x = (x1 . . . xn)t ∈ Kn und y = (y1 . . . yn)t ∈ Kn gilt offenbar

σ(
∑
i xivi,

∑
i yivi) =

∑
i,j xiσ(vi, vj)yj = xt·Mṽ(σ)·y.

(2) A,B ∈ Kn×n & ∀x, y ∈ Kn(xtAy = xtBy) ⇒ A = B. [zum Beweis: eti Aej = aij ]

Lemma 13.1.

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis ṽ = (v1, ..., vn), und sei

Sesq(V ) die Menge aller Sesquilinearformen σ : V × V → K. Dann gilt:

(a) Die Abbildung Sesq(V )→ Kn×n, σ 7→ Mṽ(σ) ist bijektiv.

(b) σ ∈ Sesq(V ) ist genau dann eine sBF bzw. HF, wenn Mṽ(σ) =Mṽ(σ)
t

ist.

(c) Für σ ∈ Sesq(V ) sind äquivalent:

(i) ∀v ∈ V (∀w ∈ V (σ(v, w) = 0)⇒ v = 0),

(ii) ∀w ∈ V (∀v ∈ V (σ(v, w) = 0)⇒ w = 0),

(iii) detMṽ(σ) 6= 0.

Beweis :

(a) injektiv: Mṽ(σ) =Mṽ(τ) ⇒ σ(vi, vj) = τ(vi, vj) (∀i, j) (1)⇒ σ(v, w) = τ(v, w) (∀v, w ∈ V ).

surjektiv: Sei A = (aij) ∈ Kn×n.

Dann wird durch σ(
∑
i xivi,

∑
i yivi) :=

∑
i,j xiaijyj eine Sesquilinearform σ mit Mṽ(σ) = A definiert.

(b) Sei A :=Mṽ(σ). Dann gilt ∀x, y ∈ Kn(ytAx = ytAx = xtA
t
y) und folglich:

∀v, w ∈ V (σ(v, w) = σ(w, v)) ⇔ ∀x, y ∈ Kn(xtAy = ytAx) ⇔ ∀x, y ∈ Kn(xtAy = xtA
t
y) ⇔ A = A

t
.

(c) Wir zeigen nur ¬(i)⇔ ¬(iii). Sei A :=Mṽ(σ). ∃v ∈ V \ {0}∀w ∈ V (σ(v, w) = 0) ⇔ ∃x ∈ Kn \ {0}
∀y ∈ Kn(xtAy = 0) ⇔ ∃x ∈ Kn \ {0}(xtA = 0) ⇔ fAt nicht injektiv ⇔ det(At) = 0 ⇔ det(A) = 0.

Lemma 13.2 (Transformationsformel).

Sei V ein endlichdim. K-Vektorraum mit Basen ṽ, w̃, und sei S :=Mw̃
ṽ (idV ) die zugehörige Transformations-

matrix. Für jede Sesquilinearform σ auf V gilt dann: Mw̃(σ) = StMṽ(σ)S.

Beweis :

Es ist S = (cij)ij mit wj =
∑
i cijvi. Folglich: σ(wk, wl) = σ(

∑
i cikvi,

∑
i cilvi) =

∑
i

∑
j cikσ(vi, vj)cjl.

Lemma 13.3. Sei V ein K-Vektorraum, ṽ = (v1, ..., vn) eine Basis von V und σ ∈ Sesq(V ). Dann gilt:

(a) σ Skalarprodukt ⇐⇒ es existiert ein S ∈ GL(n; K) mit StMṽ(σ)S = En.

(b) σ Skalarprodukt =⇒ detMṽ(σ) > 0.

Beweis :

(a) “⇐”: Sei S = (cij) und wj :=
∑n
i=1 cijvi. Dann Mw̃(σ) = StMṽ(σ)S = En und somit

σ(
∑
i xiwi,

∑
i yiwi) =

∑
i,j xiδijyj = xty für alle x, y ∈ Kn. Folglich ist σ ein Skalarprodukt.
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(a) “⇒” und (b): Sei w̃ eine ONB von (V, σ). Dann S := Mw̃
ṽ (idV ) ∈ GL(n; K) und En = Mw̃(σ) =

StMṽ(σ)S. Mit T := S−1 folgt daraus TtT =Mṽ(σ); also detMṽ(σ) = det(T ) · det(T ) = |det(T )|2 > 0.

Satz 13.4.

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (v1, .., vn) und sei σ : V × V → K eine sBF bzw. HF.

Für r = 1, ..., n sei Ar := (σ(vi, vj))i,j=1,...,r. — Dann gilt:

σ positiv definit ⇐⇒ det(Ar) > 0 für r = 1, ..., n.

Beweis:

“⇒”: Lemma 13.3b.

“⇐”: Sei jetzt det(Ar) > 0 für r = 1, ..., n. Durch Induktion nach n zeigen wir, daß σ positiv definit ist.

1. n = 1: σ(λv1, λv1) = |λ|2σ(v1, v1) = |λ|2det(A1) > 0, falls λv1 6= 0.

2. n > 1: Sei U := span(v1, ..., vn−1). Nach I.V. ist σ�U positiv definit. Nach 12.9 besitzt U eine ONB

(w1, ..., wn−1) bzgl. σ�U . Ferner ist w̃ := (w1, ..., wn−1, wn) mit wn := vn−
n−1∑
i=1

σ(vn, wi)wi eine Basis von V

mit Mw̃(σ) =
(
En−1 0

0 σ(wn, wn)

)
. Bleibt zu zeigen σ(wn, wn) > 0. Nach 13.2 existiert S ∈ GL(n; K) mit

Mw̃(σ) = StMṽ(σ)S = StAnS. Folglich σ(wn, wn) = detMw̃(σ) = |det(S)|2 · det(An) > 0.

Die adjungierte Abbildung

Satz 13.5.

Sei σ : V × V → K eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf dem endlichdim. K-Vektorraum V .

(a) Zu jeder Linearform ϕ ∈ V ∗ existiert genau ein u ∈ V mit ∀x ∈ V (ϕ(x) = σ(x, u)).

(b) Zu jedem f ∈ End(V ) existiert genau eine Abbildung fad : V → V mit σ(f(v), w) = σ(v, fad(w)) für

alle v, w ∈ V . Diese ist linear und wird der zu f adjungierte Endomorphismus genannt.

Beweis :

(a) Für v ∈ V bezeichne σ(·, v) die Linearform V → K, x 7→ σ(x, v). Ferner bezeichne τ die Abbildung

V → V ∗, τ(v) := σ(·, v), und V̂ den K-Vektorraum (V,+, • ) mit • : K× V → V , λ•v := λ·v. (Man rechnet

leicht nach, daß V̂ tatsächlich ein K-Vektorraum ist.)

Hilfssatz. τ ist ein Isomorphismus von V̂ auf V ∗.

Beweis: 1. τ linear, denn τ(v + λ•w)(x) = σ(x, v + λ•w) = σ(x, v) + σ(x, λ·w) = σ(x, v) + λσ(x,w) =
τ(v) + λτ(w). 2. τ injektiv, da σ nicht ausgeartet: τ(v) = 0 ⇒ ∀x ∈ V (σ(x, v) = 0) ⇒ v = 0.
3. Da V endlichdim. und jede Basis von V auch Basis von V̂ ist, gilt dim(V ∗) = dim(V ) = dim(V̂ ).

Nach Hilfssatz existiert zu jedem ϕ ∈ V ∗ genau ein u mit ϕ = τ(u), d.h. mit ∀x ∈ V (ϕ(x) = σ(x, u)).

(b) Sei w ∈ V gegeben. Die Abbildung v
ϕ7→ σ(f(v), w) ist linear, d.h. ein Element von V ∗. Nach (a) existiert

genau ein w′ ∈ V mit ∀v ∈ V (σ(f(v), w) = σ(v, w′)); wir setzen fad(w) := w′.

Linearität von w 7→ fad(w): σ(v, fad(w1 + λw2)) = σ(f(v), w1 + λw2) = σ(f(v), w1) + λσ(f(v), w2) =

σ(v, fad(w1)) + λσ(v, fad(w2)) = σ(v, fad(w1) + λfad(w2)) (∀v) ⇒ fad(w1 + λw2) = fad(w1) + λfad(w2).
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Im folgenden sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉.

Satz 13.6. Die Abbildung End(V )→ End(V ), f 7→ fad ist semi-linear. Außerdem gilt für alle f ∈ End(V ):

(a) (fad)ad = f , d.h. 〈fad(v), w〉 = 〈v, f(w)〉 für alle v, w ∈ V .

(b) Ker(fad) = (Imf)⊥ und Ker(f) = (Imfad)⊥.

(c) rang(f) = rang(fad).

(d) Ist ṽ eine ONB von V (bzgl. 〈·, ·〉), so gilt Mṽ(f
ad) =Mṽ(f)

t
für alle f ∈ End(V ).

Beweis :

∀v, w ∈ V [〈f(v), w〉 = 〈v, fad(w)〉 & 〈g(v), w〉 = 〈v, gad(w)〉] ⇒ ∀v, w ∈ V [〈(f + λg)(v), w〉 = 〈v, fad(w)〉+

λ〈v, gad(w)〉 = 〈v, fad(w) + λgad(w)〉] ⇒ ∀w ∈ V [(f + λg)ad(w) = (fad + λgad)(w)].

(a) 〈fad(v), w〉 = 〈w, fad(v)〉 = 〈f(w), v〉 = 〈v, f(w)〉.
(b) w ∈ Ker(fad)⇔ fad(w) = 0⇔ ∀v(〈v, fad(w)〉 = 0)⇔ ∀v(〈f(v), w〉 = 0)⇔ w ∈ Im(f)⊥.

(c) dim(Imfad) = n− dimKer(fad) = n− dim((Imf)⊥) = dimIm(f).

(d) Mṽ(f
ad) 12.4b=

(
〈fad(vj), vi〉

)
i,j

(a)
=
(
〈vj , f(vi)〉

)
i,j

=
(
〈f(vi), vj〉

)
i,j

. Mṽ(f) 12.4b=
(
〈f(vi), vj〉

)
j,i

.

Definition. Ein Endomorphismus f : V → V heißt normal, wenn f ◦ fad = fad ◦ f gilt.

Satz 13.7. Für jedes f ∈ End(V ) gilt:

(a) f normal ⇐⇒ 〈f(v), f(w)〉 = 〈fad(v), fad(w)〉 für alle v, w ∈ V .

(b) f normal =⇒ Ker(f) = Ker(fad) und Eig(f ;λ) = Eig(fad, λ) für alle λ ∈ K.

Beweis :

(a) “⇒”: f normal ⇒ 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, fadf(w)〉 = 〈v, ffad(w)〉 13.6a= 〈fad(v), fad(w)〉.
“⇐”: 〈v, fadf(w)〉 = 〈f(v), f(w)〉 Vorauss.= 〈fad(v), fad(w)〉 13.6a= 〈v, ffad(w)〉.
(b) 1. f(v) = 0⇔ 〈f(v), f(v)〉 = 0

(a)⇔ 〈fad(v), fad(v)〉 = 0⇔ fad(v) = 0.

2. Nach 13.6 ist (f − λid)ad = fad − λid. Daraus folgert man, daß auch f − λid normal ist.

Somit gilt Eig(f ;λ) = Ker(f − λ·id) 1.= Ker(fad − λ·id) = Eig(fad;λ).

Satz 13.8 (Spektralsatz für normale Abbildungen).

Es sei f ∈ End(V ) und das charakteristische Polynom Pf ∈ K[t] zerfalle in Linearfaktoren.

Dann gilt: f normal ⇐⇒ V besitzt eine ONB aus Eigenvektoren von f .

Beweis:

“⇒”: Induktion nach n = dim(V ). Sei n ≥ 1. Nach Voraussetzung besitzt f einen Eigenwert λ. Sei v1
ein Eigenvektor von λ mit ‖v1‖ = 1. Dann gilt V = Kv1 ⊕ U mit U := (Kv1)⊥. Es gilt f(U) ⊆ U und

fad(U) ⊆ U . [Bew.: 〈x, v1〉 = 0⇒ 〈f(x), v1〉 = 〈x, fad(v1)〉 13.7b= 〈x, λv1〉 = 0 und 〈fad(x), v1〉 = 〈x, f(v1)〉 =

〈x, λv1〉=λ〈x, v1〉= 0]. Daraus folgt, daß auch f |U normal ist. Ferner gilt Pf = (λ − t) · Pf |U (siehe (∗)).
Also zerfällt auch Pf |U in Linearfaktoren und wir können die I.V. auf f |U anwenden. Danach besitzt U

eine ONB (v2, ..., vn) aus Eigenvektoren von f |U . Wegen v1⊥U ist dann (v1, v2, ..., vn) eine ONB von V

bestehend aus Eigenvektoren von f . (∗) Sei ũ = (u2, ..., un) eine Basis von U und B := Mũ(f |U). Dann

ist ṽ := (v1, u2, ..., un) Basis von V und Mṽ(f) =
(
λ 0
0 B

)
. Es folgt:

Pf = det(
(
λ 0
0 B

)
− t·En) = det

(
λ− t 0

0 B − t·En−1

)
= (λ− t) · det(B − t·En−1) = (λ− t) · Pf |U .

“⇐”: Sei ṽ eine ONB aus Eigenvektoren von f . Dann ist D :=Mṽ(f) eine Diagonalmatrix. Mit 13.6d folgt

Mṽ(f
ad) = D. Da D, D Diagonalmatrizen sind, gilt D·D = D·D, woraus f◦fad = fad◦f folgt.
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Definitionen.

1. Ein Endomorphismus f : V → V heißt selbstadjungiert, falls f = fad.

2. Ist A ∈ Kn×n, so nennt man A
t

die zu A adjungierte Matrix.

3. Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt hermitesch bzw. (im Fall K = R) symmetrisch, falls A = A
t

.

4. Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt unitär bzw. (im Fall K = R) orthogonal, falls A−1 = A
t

.

Bemerkungen.

1. Ist ṽ ONB von V und f ∈ End(V ), so gilt: f selbstadjungiert ⇐⇒ Mṽ(f) hermitesch.

2. A ∈ Kn×n ist genau dann hermitesch, wenn A = At.

3. Für A ∈ Kn×n sind folgende Bedingungen äquivalent:
– A ist unitär (bzw. orthogonal), d.h. A ·At = A

t ·A = En.
– At ·A = En
– Die Spalten von A bilden eine ONB von Kn.
– Die Zeilen von A bilden eine ONB von K1×n.

4. Ist A ∈ Kn×n unitär bzw. orthogonal, so |det(A)| = 1.

Beispiel

A =

 10 5 10
5 −14 2
10 2 −11

. PA = (10− t)·
∣∣∣∣−14− t 2

2 −11− t

∣∣∣∣− 5·
∣∣∣∣ 5 10
2 −11− t

∣∣∣∣+ 10·
∣∣∣∣ 5 10
−14− t 2

∣∣∣∣ =

(10− t)[t2 + 25t+ 150]− 5[−5t− 75] + 10[150 + 10t] = (15 + t)(100− t2 + 125) = (15 + t)(15 + t)(15− t).

Eig(A; 15) = R ·

 5
1
2

, denn:

−5 5 10
5 −29 2
10 2 −26

→
 1 −1 −2

0 −24 12
0 12 −6

→
 1 −1 −2

0 2 −1
0 0 0


Eig(A;−15) = Eig(A; 15)⊥ = R

 0
−2
1

+ R

 1
−1
−2

. [

 25 5 10
5 1 2
10 2 4

→
 5 1 2

0 0 0
0 0 0

 ]

(
1√
30

 5
1
2

 , 1√
5

 0
−2
1

 , 1√
6

 1
−1
−2

) ist ONB aus EV. S =


5√
30

0 1√
6

1√
30

−2√
5

−1√
6

2√
30

1√
5

−2√
6

, StAS =

 15 0 0
0 −15 0
0 0 −15


Lemma 13.9.

Ist f ∈ End(V ) selbstadjungiert (bzw. A ∈ Cn×n hermitesch), so ist Pf (bzw. PA) von der Form

(λ1 − t) · . . . · (λn − t) mit λ1, . . . , λn ∈ R. Folglich sind alle Eigenwerte von f (bzw. A) reell.

Beweis:

Nach L.11.4e und dem Fundamentalsatz der Algebra gilt PA = (λ1 − t) · . . . · (λn − t) mit λ1, . . . , λn ∈ C.

Noch zu zeigen: λi ∈ R (i = 1, ..., n). Da λ := λi Eigenwert von A ist, existiert ein v ∈ C \ {0} mit Av = λv.

Dann λ〈v, v〉 = 〈Av, v〉 A herm.= 〈v,Av〉 = 〈v, λv〉 = λ〈v, v〉 und 〈v, v〉 6= 0, also λ = λ, d.h. λ ∈ R.

Die Aussage für selbstadjungiertes f ∈ End(V ) folgt mit obiger Bemerkung 1.

Satz 13.10. (Hauptachsentransformation oder Spektralsatz für selbstadjungierte Abbildungen)

Ist f ∈ End(V ) selbstadjungiert, so besitzt V eine ONB aus Eigenvektoren von f .

Beweis: f selbstadj. ⇒ f normal 13.8+13.9⇒ Behauptung.
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Korollar. Ist A ∈ Kn×n hermitesch, so besitzt Kn eine ONB aus Eigenvektoren von A.

Lemma 13.11.

Ist A ∈ Kn×n hermitesch und (v1, . . . , vn) eine ONB von Kn mit vj ∈ Eig(A;λj) für j = 1, . . . , n,

so gilt: S−1AS = Diag(λ1, ..., λn) ∈ Rn×n, wobei S := (v1 . . . vn) ∈ Kn×n und S−1 = S
t

.

Beweis :

Avj = λjvj (j = 1, . . . , n)
(11.5b)⇒ S−1AS = Diag(λ1, . . . , λn). λj Eigenwert von A

13.9⇒ λj ∈ R.

Satz 13.12. (Hauptachsentransformation für symmetrische Bilinearformen)

Zu jeder sBF bzw. HF σ auf V existiert eine ONB w̃ von (V, 〈·, ·〉), so daßMw̃(σ) reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis:

Sei ṽ eine ONB von V und A :=Mṽ(σ). Dann A = A
t

. Nach 13.11 gibt es eine Diagonalmatrix D ∈ Rn×n

und eine unitäre Matrix S mit S
t
AS = D, also CtAC = D, wobei C := (cij)i,j := S. Sei w̃ := (w1, . . . , wn)

mit wj :=
∑
i cijvi. Da C unitär ist, ist auch w̃ eine ONB. Nach 13.2 gilt Mw̃(σ) = CtMṽ(σ)C = D.

Beispiel

Frage: Welche geometrische Gestalt hat die Menge Q := {
(
x1

x2

)
∈ R2 : αx2

1 + 2βx1x2 + αx2
2 = 1} ?

Sei A :=
(
α β
β α

)
. Dann Q = {x ∈ R2 : xtAx = 1}. Wir bestimmen eine ONB aus Eigenvektoren von A.

PA = (α− t)2 − β2 = (α+ β − t)(α− b+ t). Eigenwerte: λ1 = α+ β, λ2 = α− β.

A− λ1E =
(
−β β
β −β

)
, v1 := 1√

2

(
1
1

)
. A− λ2E =

(
β β
β β

)
, v2 := 1√

2

(
−1
1

)
.

S := (v1 v2) = 1√
2

(
1 −1
1 1

)
; D := StAS =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Q = {x ∈ R2 : xtAx = 1} = {Sy : y ∈ R2 & (Sy)tA(Sy) = 1} = {Sy : y ∈ R2 & ytDy = 1} =

= {y1v1 + y2v2 : λ1y
2
1 + λ2y

2
2 = 1} (∗)

= {y1v1 + y2v2 :
y2
1

a2 ±
y2
2

b2
= 1}.

(∗) Ist λ1 > 0 und λ2 6= 0, so setzen wir a := 1√
λ1

und b := 1√
|λ2|

.

Im Fall + ist Q eine Ellipse, im Fall − eine Hyperbel, a und b sind jeweils die Hauptachsen.
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§14 Orthogonale und unitäre Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei V stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitärer Vektorraum.

Definition.

Ein Endomorphismus f : V → V heißt orthogonal bzw. unitär, wenn 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ V .

Lemma 14.1.

Für jeden orthogonalen bzw. unitären Endomorphismus f : V → V gilt

(a) ‖f(v)‖ = ‖v‖ für alle v ∈ V .

(b) v, w ∈ V & v⊥w ⇒ f(v)⊥f(w).

(c) f ist Isomorphismus und f−1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitär.

(d) Ist λ ∈ K ein Eigenwert von f , so |λ| = 1.

Beweis:

(c) Wegen (a) ist f injektiv, also ein Isomorphismus.

Ferner 〈f−1(v), f−1(w)〉 = 〈f(f−1(v)), f(f−1(w))〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ V .

(d) ‖v‖ = ‖f(v)‖ = ‖λv‖ = |λ|·‖v‖ ⇒ |λ| = 1.

Bemerkung.

f ∈ End(V ) & ∀v ∈ V ( ‖f(v)‖ = ‖v‖ ) =⇒ f orthogonal bzw. unitär. (Beweis folgt später.)

Lemma 14.2.

Für f ∈ End(V ) gilt: f orthogonal bzw. unitär ⇐⇒ fad ◦ f = idV (d.h. fad = f−1).

Beweis:

“⇒”: ∀v, w(〈f(v), w〉 = 〈f(v), f(f−1(w))〉 = 〈v, f−1(w)〉) ⇒ fad = f−1.

“⇐”: fad ◦ f = idV ⇒ 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, fad(f(w))〉 = 〈v, w〉.

Korollar. Jeder orthogonale bzw. unitäre Endomorphismus von V ist normal.

Lemma 14.3. Sei f ∈ End(V ) und ṽ = (v1, . . . , vn) eine ONB von V . Dann sind äquivalent:

(i) f ist orthogonal bzw. unitär.

(ii) Mṽ(f) ist orthogonal bzw. unitär.

(iii) (f(v1), ..., f(vn)) ist ONB von V .

Beweis :

Sei A :=Mṽ(f). Nach 13.6d ist dann A
t

=Mṽ(f
ad).

“(i)⇔(ii)”: f orthog. bzw. unitär 14.2⇔ fad ◦ f = idV ⇔ A
t ·A = E.

“(i)⇒(iii)”: 〈f(vi), f(vj)〉 = 〈vi, vj〉 = δij .

“(iii)⇒(i)”: 〈f(
∑
i xivi), f(

∑
j yjvj)〉 =

∑
i,j xiyj〈f(vi), f(vj)〉 =

∑
i,j xiyj〈vi, vj〉 = 〈

∑
i xivi,

∑
j yjvj〉.

Korollar.

(a) Ist f ∈ End(V ) orthogonal bzw. unitär, so |det(f)| = 1.

(b) Ist ṽ = (v1, ..., vn) eine ONB von V und wj =
∑n
i=1 cijvi für j = 1, ..., n, so gilt:

w̃ ONB von V ⇐⇒ S := (cij) ∈ Kn×n ist orthogonal bzw. unitär.
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Definition.

O(n) := {A ∈ GL(n; R) : A−1 = At} , (orthogonale Gruppe)

SO(n) := {A ∈ O(n) : det(A) = 1} , (spezielle orthogonale Gruppe)

U(n) := {A ∈ GL(n; C) : A−1 = A
t} , (unitäre Gruppe)

Bemerkung.

1. O(n) ist Untergruppe von GL(n; R), SO(n) Untergruppe von O(n) und U(n) Untergruppe von GL(n; C).

2. Die Matrizen aus SO(n) nennt man auch eigentlich orthogonal.

Lemma 14.4.

Ist A ∈ O(2), so gibt es ein α ∈ [0, 2π[, so daß A =
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
oder A =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
.

Im ersten Fall ist fA eine Drehung um den Winkel α und det(A) = 1.

Im zweiten Fall ist fA eine Spiegelung an der Geraden R·
(

cos α2
sin α

2

)
und det(A) = −1

und es gilt A =
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(

1 0
0 −1

)
.

Beweis:

Sei A =
(
a c
b d

)
∈ O(2). Dann a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 und ac + bd = 0. Für die komplexen Zahlen

z := a+i·b und z′ := d+i·c gilt daher |z| = |z′| = 1 und zz′ = (ad−bc)+i(ac+bd) = ad−bc = det(A) = ±1.

Fall 1: det(A) = 1. zz′ = 1 = |z|2 = zz ⇒ z′ = z ⇒ d = a & c = −b ⇒ A =
(
a −b
b a

)
.

Wegen a2 + b2 = 1 existiert (genau) ein α ∈ [0, 2π[ mit a = cosα und b = sinα.

Fall 2: det(A) = −1. Analog zu Fall 1 folgt jetzt d = −a & c = b.

Für den Rest siehe §11, S.58.

Lemma 14.5.

Sei A ∈ O(3). Dann ist det(A) = ±1 ein Eigenwert von A, und es gibt eine ONB ṽ und ein α ∈ [0, 2π[,

so daß Mṽ(fA) =

±1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 .

Im Fall +1 ist fA die Drehung mit Drehachse Rv1 um den Winkel α.
Der Unterraum Rv2 + Rv3 wird in diesem Fall Drehebene genannt.

Im Fall −1 gilt Mṽ(fA) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
 1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα

.

fA setzt sich also zusammen aus der Drehung um die Achse Rv1 mit Winkel α und
der Spiegelung an der Drehebene Rv2 + Rv3.

Beweis:

1. Wir zeigen, daß det(A) Eigenwert von A ist: Das charakteristische Polynom von A hat den Grad 3 und

besitzt deshalb mindestens eine reelle Nullstelle λ. Man wähle eine ONB ṽ = (v1, v2, v3) mit Av1 = λv1. Die

darstellende Matrix von fA bzgl. dieser ONB hat die Gestalt
(
λ 0
0 C

)
mit C ∈ O(2).

Es gilt also det(A) = λ·det(C) und somit det(A) = λ, falls det(C) = 1. Ist dagegen det(C) = −1, so folgt

mit 14.4, daß C und folglich auch A die Eigenwerte 1,−1 hat.
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2. Da wir jetzt schon wissen, daß det(A) Eigenwert von A ist, können wir in 1. o.E.d.A. λ = det(A)

annehmen. Wegen det(A) = λ·det(C) 6= 0 muß dann aber det(C) = 1 und damit C ∈ SO(n) sein. Nach

14.4 ist C also von der Form
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra zusammen mit Satz 13.8 und dem Korollar zu 14.2 folgt:

Satz 14.6.

Ist V unitär und f ∈ End(V ) unitär, so besitzt V eine ONB aus Eigenvektoren von f .

Korollar. Ist A ∈ Cn×n unitär, so besitzt Cn eine ONB aus Eigenvektoren von A.

Lemma 14.7.

Ist V euklidisch, dim(V ) ≥ 1 und f ∈ End(V ) orthogonal,

so besitzt V einen Untervektorraum W mit f(W ) = W und dim(W ) ∈ {1, 2}.

Beweis:

Sei ṽ eine ONB von V und A :=Mṽ(f). Wir betrachten den Endomorphismus g : Cn → Cn, g(z) := Az.

Da A orthogonal ist, ist g unitär. Sei 0 6= z ∈ Cn und λ ∈ C, so daß Az = λz.

Es gibt x, y ∈ Rn mit z = x+iy. Dann gilt Ax+iAy = Az = λz = (α+iβ)(x+iy) = (αx−βy)+ i(βx+αy).

Wegen A ∈ Rn×n folgt daraus Ax = αx− βy und Ay = βx+ αy. Wir haben also fA(Rx+ Ry) ⊆ Rx+ Ry.

Daraus folgt f(W ) ⊆W für W := Φṽ(Rx+ Ry). Da f injektiv ist, gilt sogar f(W ) = W .

Satz 14.8.

Ist V euklidisch und f ∈ End(V ) orthogonal, so besitzt V eine ONB ṽ mit

Mṽ(f) =



+1
. . .

+1 0
−1

. . .
0 −1

A1

. . .
Ak


,

wobei für j = 1, ..., k

Aj =
(

cosϑj − sinϑj
sinϑj cosϑj

)
∈ SO(2)

mit π 6= ϑj ∈ ]0, 2π[.

Beweis durch Induktion nach n = dim(V ):

Nach Lemma 14.7 existiert ein Unterraum W ⊆ V mit 1 ≤ dim(W ) ≤ 2 und f(W ) = W . Dann ist auch

f−1(W ) = W , woraus folgt ∀v ∈W⊥∀w ∈W (〈f(v), w〉 L.14.2= 〈v, f−1(w)〉 = 0), d.h. f(W⊥) ⊆W⊥.

Damit haben wir f zerlegt in zwei orthogonale Abbildungen g := f |W ∈ End(W ) und h := f |W⊥ ∈
End(W⊥). Wegen dim(W⊥) < n können wir auf h die I.V. anwenden und erhalten eine Basis ṽ′ von W⊥ der

gewünschten Art. Ist dim(W ) = 1, so gibt es einen Eigenvektor w ∈W mit ‖w‖ = 1 zu einem Eigenwert ±1.

Ergänzt man ṽ′ an passender Stelle durch w zu ṽ, so hat diese Basis von V die gewünschten Eigenschaften.

Im Fall dim(W ) = 2 gibt es eine ONB (w1, w2) von W , so M(w1,w2)
(g) eine der folgenden Formen hat(

1 0
0 1

)
oder

(
1 0
0 −1

)
oder

(
−1 0
0 −1

)
oder

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
mit π 6= ϑ ∈ ]0, 2π[.

Indem man w1 und w2 an passenden Stellen in ṽ′ einfügt, erhält man eine Basis ṽ der gewünschten Art.
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Satz 14.9.

Sei V ein euklidischer Vektorraum und f : V → V eine (nicht notwendig lineare) Abbildung.

f heißt Isometrie oder Bewegung, wenn ∀v, w ∈ V ( ‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ ).

Es gilt: f ist orthogonaler Endomorphismus ⇐⇒ f ist Isometrie mit f(0) = 0.

Beweis:

“⇒”: ‖f(v)− f(w)‖ = ‖f(v − w)‖ = ‖v − w‖.
“⇐”:

(1) ‖f(v)‖ = ‖f(v)− f(0)‖ = ‖v − 0‖ = ‖v‖.

(2) 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉.

Beweis: ‖f(v)‖2 + ‖f(w)‖2 − 2〈f(v), f(w)〉 = ‖f(v)− f(w)‖2 = ‖v − w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − 2〈v, w〉 (1)⇒
〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉.

(3) f(v + w) = f(v) + f(w).

Beweis: ‖f(v + w)− f(v)− f(w))‖2 =

‖f(v + w)‖2 + ‖f(v)‖2 + ‖f(w)‖2 − 2〈f(v + w), f(v)〉 − 2〈f(v + w), f(w)〉+ 2〈f(v), f(w)〉 (1),(2)
=

‖v + w‖2 + ‖v‖2 + ‖w‖2 − 2〈v + w, v〉 − 2〈v + w,w〉+ 2〈v, w〉 = ‖(v + w)− v − w‖2 = 0.

(4) f(λv) = λf(v). [Beweis wie für (3)]
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§15 Die Jordansche Normalform

Im folgenden sei V stets ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Definition.

Sei U ein Untervektorraum von V und f ∈ End(V ). U heißt f -invariant, falls f(U) ⊆ U gilt.

Lemma 15.1.

Ist f ∈ End(V ) und U ein f -invarianter Unterraum von V , so ist Pf |U ein Teiler von Pf .

Beweis:

Sei ṽ = (v1, ..., vn) Basis von V und 1 ≤ k ≤ n, so daß ũ := (v1, ..., vk) Basis von U . Sei ferner m := n− k.

Dann gilt: Mṽ(f) =
(
A ∗
0 B

)
mit A =Mũ(f |U), Pf |U = det(A − t·Ek), Pf = det(

(
A ∗
0 B

)
− t·En) =

det

(
A− t·Ek ∗

0 B − t·Em

)
= det(A− t·Ek) · det(B − t·Em) = Pf |U · det(B − t·Em).

Definition.

f ∈ End(V ) heißt trigonalisierbar, wenn es eine Basis ṽ von V gibt, so daß Mṽ(f) obere Dreiecksmatrix ist.

Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt trigonalisierbar, wenn fA : Kn → Kn trigonalisierbar ist.

Lemma 15.2.

Sei f ∈ End(V ), ṽ = (v1, ..., vn) eine Basis von V , und Vj := span(v1, ..., vj) für j = 1, ..., n.

Dann gilt: f(Vj) ⊆ Vj für j = 1, ..., n ⇔ Mṽ(f) ist eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis :

Sei Mṽ(f) = (aij)i,j . Dann gilt: f(Vj) ⊆ Vj (j = 1, ..., n) ⇔
⇔ f(v1), ..., f(vj) ∈ span(v1, ..., vj) (j = 1, ..., n) ⇔ f(vj) ∈ span(v1, ..., vj) (j = 1, ..., n) ⇔
⇔
∑n
i=1 aijvi ∈ span(v1, ..., vj) (j = 1, ..., n) ⇔ aj+1,j = ... = anj = 0 (j = 1, ..., n).

Satz 15.3 (Trigonalisierungssatz).

Gilt dim(V ) = n, f ∈ End(V ) und λ1, ..., λn ∈ K, so sind äquivalent:

(i) V besitzt eine Basis ṽ, so daß Mṽ(f) eine obere Dreiecksmatrix mit λ1, ..., λn in der Diagonalen ist.

(ii) Pf = (λ1 − t) · . . . · (λn − t).
28.6.2010

Beweis :

(i)⇒(ii): Sei A :=Mṽ(f). Dann Pf = det(A− t·E) = (λ1 − t) · . . . · (λn − t).

(ii)⇒(i): Induktion nach n: Sei n ≥ 2 und v1 ein Eigenvektor zum Eigenwert λ1.

Wir ergänzen (v1) zu einer Basis ũ := (v1, v′2, ..., v
′
n) von V . Dann ist Mũ(f) =


λ1 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

0 an2 · · · ann

.

Wir definieren h ∈ Hom(W,Kv1), g ∈ End(W ) durch h(v′j) := a1jv1 und g(v′j) :=
∑n
i=2 aijv

′
i (j = 2, ..., n).

Dann ist Pf = (λ1 − t) · Pg, also Pg = (λ2 − t) · . . . · (λn − t). Nach I.V. besitzt W deshalb eine Basis

w̃ = (v2, ..., vn), so daß Mw̃(g) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen λ2, ..., λn ist.

Sei ṽ := (v1, ..., vn). Wegen ∀w ∈W (f(w) = h(w) + g(w)) ist dann Mṽ(f) =
(
λ1 ∗
0 Mw̃(g)

)
.
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Korollar.

f ∈ End(V ) ist genau dann trigonalisierbar, wenn Pf in Linearfaktoren zerfällt.

Beispiel.

V = R3 und f := fA mit A =

 3 4 3
−1 0 −1
1 2 3

. Dann ist Pf = (2− t)3, also λ1 = λ2 = λ3 = 2, und für

ṽ := (e1 − e2 + e3 , e2 − e3 , e3) gilt Mṽ(f) =

 2 1 3
0 2 2
0 0 2

.

Lemma 15.4.

Sei f ∈ End(V ) und ṽ = (v1, . . . , vn) eine Basis von V , so daß

Mṽ(f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale λ1, . . . , λn ist.

Für gi := f − λi·idV (i = 1, . . . , n) gilt dann:

(a) gi(Vi) ⊆ Vi−1, wobei Vi := span(v1, . . . , vi) (i = 1, . . . , n).

(b) g1 ◦ · · · ◦ gn = 0.

(c) 1 ≤ k ≤ n & λ1 = . . . = λk =⇒ v1, . . . , vk ∈ Ker(gk1 ).

Beweis :

Sei A = (aij)i,j :=Mṽ(f).

(a) gi(vj) =
{
a1jv1 + . . .+ ajjvj − λivj ∈ Vi−1 falls j < i
a1iv1 + . . .+ aiivi − λivi ∈ Vi−1 falls j = i (denn aii = λi)

.

(b) Mit (a) folgt (g1◦. . .◦gn)(Vn) ⊆ (g1◦. . .◦gn−1)(Vn−1) ⊆ (g1◦. . .◦gn−2)(Vn−2) ⊆ . . . ⊆ g1(V1) ⊆ V0 = {0}.

(c) Induktion nach k: 1. k = 1: g1(v1) = f(v1)− λ1v1 = 0.

2. k > 1: Nach I.V. haben wir v1, . . . , vk−1 ∈ Ker(gk−1
1 ) ⊆ Ker(gk1 ). Somit gilt:

gk1 (vk) = gk−1
1 (g1(vk)) = gk−1

1 (a1kv1 + . . .+ akkvk − λ1vk) = gk−1
1 (a1kv1 + . . .+ ak−1,kvk−1) I.V.= 0.

Definition.

Sei K ein Körper. Eine Menge R zusammen mit Verknüpfungen

+ : R×R→ R, ⊗ : R×R→ R, � : K ×R→ R heißt K-Algebra, wenn gilt:

(i) (R,+,⊗) ist ein Ring mit Eins,

(ii) (R,+,�) ist ein K-Vektorraum,

(iii) Für alle a, b ∈ R, λ ∈ K gilt: λ� (a⊗ b) = (λ� a)⊗ b = a⊗ (λ� b).

Bemerkung.
1. Der Polynomring K[t] zusammen mit seiner auf K × K[t] eingeschränkten Multiplikation als skalarer

Multiplikation ist eine K-Algebra.

2. Für jeden K-Vektorraum V ist der in §5 eingeführte K-Vektorraum End(V ) zusammen mit ◦ (der Kom-
position von Abbildungen) als Ringmultiplikation eine K-Algebra. Das Einselement ist dabei idV .

3. Für jeden Körper K ist der K-Vektorraum Kn×n zusammen mit der üblichen Multiplikaition von Ma-
trizen eine K-Algebra. Insbesondere ist K selbst eine K-Algebra.

Definition.

Ist (R,+,⊗,�) eine K-Algebra, so definiert man für jedes r ∈ R den Einsetzungshomomorphismus

Φr : K[t]→ R, Φr(
∑n
i=0 ait

i) :=
∑n
i=0 ai � ri , wobei r0 := 1R, ri+1 := ri ⊗ r.
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Schreibweise: Für p ∈ K[t] und r ∈ R sei p(r) := Φr(p).

Lemma 15.5.

Φr ist sowohl Ring- als auch Vektorraumhomomorphimus, d.h. für alle p, q ∈ K[t] und λ ∈ K gilt:

(p+ q)(r) = p(r) + q(r), (p·q)(r) = p(r)⊗ q(r), (λ·p)(r) = λ� p(r).

Zum Beweis siehe Lemma 10.8.

Von besonderer Bedeutung sind die Einsetzungshomomorphismen

Φλ : K[t]→ K, p 7→ p(λ) für λ ∈ K (siehe §10), sowie Φf : K[t]→ End(V ), p 7→ p(f) für f ∈ End(V ).

Lemma 15.6.

Für f ∈ End(V ) und p, q ∈ K[t] gilt:

(a) p(f) ◦ q(f) = q(f) ◦ p(f).

(b) Ist U ein f -invarianter Unterraum von V , so p(f)(x) = p(f |U)(x) für alle x ∈ U .

(c) Ker(p(f)) ist f -invariant.

Beweis :

(a) p(f) ◦ q(f) 15.5= (pq)(f) = (qp)(f) 15.5= q(f) ◦ p(f).
30.6.2010

(b) Sei g := f |U . x ∈ U ⇒ p(f)(x) =
∑
i ai·f i(x) =

∑
i ai·gi(x) = (

∑
i ai·gi)(x) = p(g)(x).

(c) x ∈ Ker(p(f)) ⇒ p(f)(x) = 0 ⇒ p(f)(f(x)) = (p(f) ◦ f)(x)
(a)
= (f ◦ p(f))(x) = f(p(f)(x)) = 0.

Lemma 15.7.

f ∈ End(V ) & p, q ∈ K[t] teilerfremd & p(f) ◦ q(f) = 0 =⇒ V = Ker(p(f))⊕Ker(q(f)).

Beweis :

Nach Satz 10.3a gibt es p′, q′ ∈ K[t] mit 1 = p′p+ q′q, also (nach 15.5) idV = p′(f)◦p(f) + q′(f)◦q(f).

1. V = Ker(p(f)) + Ker(q(f)):

Sei x ∈ V . Dann x = idV (x) = u+ v mit u := (q′(f)◦q(f))(x) und v := (p′(f)◦p(f))(x).

Es ist p(f)(u) = (p(f)◦q′(f)◦q(f))(x) 15.6a= (p(f)◦q(f)◦q′(f))(x) = (0◦q′(f))(x) = 0 und ebenso q(f)(v) = 0.

Also x = u+ v ∈ Ker(p(f)) + Ker(q(f)).

2. Die Summe ist direkt:

y ∈ Ker(p(f)) ∩Ker(q(f)) ⇒ y = idV (y) = (p′(f) ◦ p(f))(y) + (q′(f) ◦ q(f))(y) = p′(f)(0) + q′(f)(0) = 0.

Satz 15.8.

Sei f ∈ End(V ). Sind p1, . . . , pk ∈ K[t] paarweise teilerfremd, und ist p1(f) ◦ . . . ◦ pk(f) = 0,

so ist V = Ker(p1(f))⊕ . . .⊕Ker(pk(f)).

Beweis durch Induktion nach k:

Sei p := p1 und q := p2 · . . . · pk. Nach 10.3b sind p, q teilerfremd. Mit L.15.7 folgt V = Ker(p1(f)) ⊕ U ,

wobei U := Ker(q(f)) f -invariant ist (nach L.15.6c). Sei g := f |U . Dann p2(g) ◦ . . . ◦ pk(g) = q(g) L.15.6b=

= q(f)|U = 0. Nach I.V. gilt also U = Ker(p2(g))⊕ . . .⊕Ker(pk(g)).

Es folgt V = Ker(p1(f))⊕Ker(p2(g))⊕ . . .⊕Ker(pk(g)). Somit muß nur noch Ker(pi(g)) = Ker(pi(f)) für

i = 2, . . . , k gezeigt werden: Ker(pi(f)) ⊆ Ker(q(f)) = U ⇒
⇒ Ker(pi(f)) = {x ∈ U : pi(f)(x) = 0} L.15.6b= {x ∈ U : pi(g)(x) = 0} = Ker(pi(g)).
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Satz 15.9 (Zerlegung in Haupträume).

Sei f ∈ End(V ) und Pf = (λ1 − t)µ1 · . . . · (λk − t)µk mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk ∈ K.

Für gi := f − λi·idV gilt dann:

(a) V = Ker(gµ1
1 )⊕ . . .⊕Ker(gµk

k )

(b) dim Ker(gµi

i ) = µi für i = 1, . . . , k.

Beweis:

(1) Für pi := (t− λi)µi gilt pi(f) = gµi

i .

Nach 15.3 besitzt V eine Basis ṽ = (v1, . . . , vn), so daß gilt:

(2) Mṽ(f) ist obere Dreiecksmatrix mit Diagonale λ1, . . . , λ1, ........., λk, ..., λk.

Mit 15.4b folgt daraus gµ1
1 ◦ . . . ◦ g

µk

k = 0 und weiter mit 15.8 und (1) die Behauptung (a).

Wir haben nun dim Ker(gµ1
1 ) + . . .+ dim Ker(gµk

k )
(a)
= dim(V ) = deg(Pf ) = µ1 + . . .+ µk.

Zum Beweis von (b) genügt es also, µi ≤ dim Ker(gµi

i ) für i = 1, . . . , k zu zeigen.

Wegen der Kommutativität von K[t] reicht es, denn Fall i = 1 zu behandeln:

Nach (1) und 15.4c gilt v1, . . . , vµ1 ∈ Ker(gµ1
1 ). Also ist µ1 ≤ dim Ker(gµ1

1 ).

Definition.
Ist λ Eigenwert von f ∈ End(V ) mit algebraischer Vielfachheit µ, so nennt man
Hau(f ;λ) := Ker(f − λ idV )µ den Hauptraum von f zum Eigenwert λ.

Nachtrag: Für A ∈ Kn×n sei Hau(A;λ) := Hau(fA, λ).

Bemerkung.

(a) Eig(f ;λ) = Ker(f − λ·idV ) ⊆ Hau(f ;λ). (b) Hau(f ;λ) ist f -invariant.

Beweis von (b): Sei g := f − λ idV und U := Hau(f ;λ).

x ∈ U ⇒ λx ∈ U & gµ(g(x)) = g(gµ(x)) = 0⇒ λx, g(x) ∈ U ⇒ f(x) = g(x) + λx ∈ U .
5.7.2010

Definition.

Ein Endomorphismus f heißt nilpotent, wenn es ein k ∈ N mit fk = 0 gibt.

Lemma 15.10.

Sei f ∈ End(V ), dim(V ) = n ≥ 1 und k ≥ 1 mit fk = 0, fk−1 6= 0.

Für Ui := Ker(f i) gilt dann: (a) Ui ⊆ Ui+1 = f
−1

(Ui). (b) i < k ⇒ Ui 6= Ui+1.

Beweis:

(a) f i(x) = 0 ⇒ f i+1(x) = f(f i(x)) = 0. x ∈ f
−1

(Ui)⇔ f(x) ∈ Ui ⇔ f i(f(x)) = 0⇔ x ∈ Ui+1.

(b) Aus (a) folgt durch Induktion nach l: Ui = Ui+1 & i ≤ l ⇒ Ul = Ul+1.

Mit fk−1 6= 0 = fk (also Uk−1 6= Uk) folgt daraus die Behauptung.

Satz 15.11.

Sei f ∈ End(V ) und dim(V ) = n ≥ 1. Äquivalent sind:

(i) f ist nilpotent.

(ii) fk = 0 für ein k ∈ {1, . . . , n}.
(iii) Pf = (−t)n.

(iv) Es gibt eine Basis ṽ von V , so daß Mṽ(f) obere Dreiecksmatrix mit lauter Nullen in der Diagonale.
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Beweis:

“(i)⇒(ii),(iv)”: Sei k minimal mit fk = 0. Wegen f0 = idV 6= 0 ist k ≥ 1. Sei Ui = Ker(f i).

Nach L.15.10 haben wir {0} = U0 $ U1 $ . . . $ Uk = V , also k ≤ dim(V ) = n.

Wir wählen eine Basis ṽ = (v1, . . . , vn) von V , so daß gilt:

Es gibt 0 = n0 < n1 < . . . < nk = n mit Ul = span(v1, . . . , vnl
) für l = 1, . . . , k.

Behauptung: Mṽ(f) ist von der gewünschten Form.

Beweis: Sei 1 ≤ j ≤ n. Dann existiert ein l ∈ {0, . . . , k − 1}, so daß nl < j ≤ nl+1. Es folgt vj ∈ Ul+1 und

weiter f(vj) ∈ Ul ⊆ span(v1, . . . , vj−1). Also f(vj) =
∑n
i=1 aijvi mit aij = 0 für i = j, . . . , n.

“(iv)⇔(iii)”: Satz 15.3. “(ii)⇒(i)”: trivial.

“(iv)⇒(ii)”: Aus 15.4b folgt fn = 0. Man kann auch direkt Mṽ(f)n = 0 zeigen.

!!!!!!! Bis hier Stoff der Klausur am 19.7.2010 !!!!!!!

Definition. Sei g ∈ End(V ).

Ein m-Tupel ũ von Vektoren aus V heißt g-zyklisch, wenn es ein u ∈ V gibt, so daß

ũ = (gm−1(u), gm−2(u), . . . , g(u), u) und m = min{i : gi(u) = 0}.

Ein Unterrraum U von V heißt g-zyklisch, wenn es eine g-zyklische Basis von U gibt.

Abkürzung¿: Jm :=


0 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 0

 = (δi+1,j)i,j ∈ Km×m.

Bemerkung.

Ist ũ = (u1, . . . , um) eine Basis des Unterraums U , so gilt:

ũ ist g-zyklisch ⇐⇒ U ist g-invariant und Mũ(g|U) = Jm.

Satz 15.12.

Sei g ein nilpotenter Endomorphismus von V und k := min{i : gi = 0}.
Dann gibt es s1, . . . , sk ∈ N und g-zyklische Unterräume U

(1)
1 , . . . , U

(1)
s1 , . . . , U

(k)
1 , . . . , U

(k)
sk , so daß

V = U
(1)
1 ⊕ . . .⊕ U (1)

s1 ⊕ . . . . . .⊕ U
(k)
1 ⊕ . . .⊕ U (k)

sk und dim(U (i)
j ) = i.

Wählt man in jedem U
(i)
j eine g-zyklische Basis ũ(i)

j und setzt dann ṽ := ũ
(1)
1 ∗. . .∗ũ

(1)
s1 ∗. . . . . .∗ũ

(k)
1 ∗. . .∗ũ

(k)
sk ,

so ist ṽ eine Basis von V und es gilt

Mṽ(g) =



J1

. . .
J1

J2 0
. . .

J2

0
. . .

Jk
. . .

Jk



 s1-mal s2-mal

... sk-mal
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Beweis:

Sei Ui := Ker(gi). Dann {0} = U0 $ U1 $ . . . $ Uk−1 $ Uk = V .

Wir definieren rekursiv Unterräume W1, . . . ,Wk (beginnend mit Wk):

1. Wk sei ein Unterraum von V (= Uk) mit V = Uk−1 ⊕Wk.

2. Sei jetzt 1 < l ≤ k und Wl, . . . ,Wk schon definiert, so daß V = Ul−1⊕Wl⊕ . . .⊕Wk und Ul = Ul−1⊕Wl.

Dann g(Wl) ⊆ g(Ul) ⊆ Ul−1 und g(Wl) ∩ Ul−2
(∗)
= {0}.

[(∗) x ∈Wl & g(x) ∈ Ul−2 ⇒ x ∈Wl ∩ g
−1(Ul−2) = Wl ∩ Ul−1 = {0}]

Wegen g(Wl), Ul−2 ⊆ Ul−1 und g(Wl) ∩ Ul−2 = {0} existiert ein Unterraum Wl−1 von Ul−1 mit

Ul−1 = Ul−2 ⊕Wl−1 und g(Wl) ⊆Wl−1.

Schließlich setzen wir noch W0 := {0}. Nach Konstruktion gilt dann

(1) V = W1 ⊕ . . .⊕Wk,

(2) g(Wl) ⊆Wl−1 für l = 1, . . . , k, und g|Wl injektiv für l = 2, . . . , k.

[Die Injektivität von g|Wl folgt aus Wl ∩Ker(g) ⊆Wl ∩ Ul−1 = {0}.]

Aus (2) folgt weiter:

(3) Ist 2 ≤ l ≤ k und w̃ = (w1, . . . , wν) eine Basis von Wl, so ist g(w̃) = (g(w1), . . . , g(wν)) linear unabhängig

in Wl−1 und kann zu einer Basis von Wl−1 ergänzt werden.

Durch Iteration von (3) kommt man wie folgt zu einer Basis von V = W1 ⊕ . . .⊕Wk.

w
(k)
1 , . . . . . . . . . , w

(k)
sk , Basis von Wk

w
(k−1)
1 , . . . . . . . . . , w

(k−1)
sk−1 , g(w(k)

1 ), . . . . . . , g(w(k)
sk ), Basis von Wk−1

...
...

...
...

w
(1)
1 , . . . , w

(1)
s1 , . . . . . . . . . , g

k−2(w(k−1)
1 ), . . . , gk−2(w(k−1)

sk−1 ), gk−1(w(k)
1 ), . . . , gk−1(w(k)

sk ), Basis von W1

Es sei U (i)
j = span(gi−1(w(i)

j ), . . . , g(w(i)
j ), w(i)

j ).

Wegen w
(i)
j ∈Wi ⊆ Ui = Ker(gi) gilt g(gi−1(w(i)

j )) = 0, also U (i)
j g-zyklisch.

7.7.2010

Bemerkung. Wegen U1 = U0 ⊕W1 und U0 = {0} ist stets W1 = U1 = Ker(g).

Beispiele.

1. g = fA mit A =

 0 1 3
0 0 2
0 0 0

 , A2 =

 0 0 2
0 0 0
0 0 0

 , A3 = 0.

k = 3, U0 = {0}, U1 = span(e1), U2 = span(e1, e2), U3 = R3.

U3 = U2 ⊕ span(e3)  W3 := span(e3). g(e3) = 3e1 + e2

U2 = U1 ⊕ span(g(e3))  W2 := span(g(e3)). g2(e3) = e1

U1 = U0 ⊕ span(g2(e3))  W1 := span(g2(e3)).

Somit ṽ = (g2(e3), g(e3), e3) = (2e1, 3e1 + 2e2, e3) und Mṽ(g) =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

.
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2. g = fA mit A =


0 1 −1 0
0 1 −1 1
0 1 −1 1
0 0 0 0

 , A2 = 0.

k = 2, U0 = {0}, U1 = span(e1, e2 + e3), U2 = R4.

U2 = U1 ⊕ span(e3, e4)  W2 := span(e3, e4). g(e3) = −(e1 + e2 + e3), g(e4) = e2 + e3

U1 = U0 ⊕ span(g(e3), g(e4))  W1 := span(g(e3), g(e4)).

Somit ṽ = (g(e3), e3, g(e4), e4) und Mṽ(g) =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Definition.

Unter einem Jordankästchen versteht man eine Matrix der Form λ·Em + Jm =


λ 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λ

.

Eine quadratische Matrix A heißt Jordanmatrix (oder in Jordan Normalform), wenn sie die Gestalt

A =

A1 0
. . .

0 A`

 hat, wobei A1, . . . , A` Jordankästchen sind.

Bemerkung.

Ist g ∈ End(V ) nilpotent und f = g + λ·idV , so ist die darstellende Matrix von f

bzgl. der in 15.12 für g konstruierten Basis ṽ eine Jordanmatrix.

Satz 15.14 (Jordansche Normalform)

Zerfällt das charakteristische Polynom von f ∈ End(V ) in Linearfaktoren,

so gibt es eine Basis ṽ von V derart, daß Mṽ(f) eine Jordanmatrix ist.

Beweis:

Sei Pf = (λ1 − t)µ1 · . . . · (λk − t)µk mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk.

Sei gi := f − λi·idV und Vi := Ker(gµi

i ) = Hau(f ;λi). Nach 15.9 gilt dann V = V1 ⊕ . . .⊕ Vk.

Für i = 1, . . . , k gilt:

(1) Vi ist gi-invariant und gi|Vi ist nilpotent. [(gi|Vi)µi = gµi

i |Vi = 0]

(2) Vi ist f -invariant und f |Vi = gi|Vi + λi·idVi

Nach (2) und obiger Bemerkung besitzt Vi eine Basis ṽ(i), so daß Bi :=M
ṽ(i)(f |Vi) eine Jordanmatrix ist.

Dann ist ṽ := ṽ(1) ∗ . . . ∗ ṽ(k) eine Basis von V und es gilt Mṽ(f) =

B1 0
. . .

0 Bk

.

Somit ist auch Mṽ(f) eine Jordanmatrix.
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§16 Verschiedenes

Satz 16.1 (Cayley-Hamilton).

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ∈ End(V ) und Pf ∈ K[t] das charakteristische Polynom von f .

Dann gilt Pf (f) = 0.

Beweis:

Sei A eine darstellende Matrix von f . Wir zeigen PA(A) = 0. Sei PA =
∑n
i=0 ait

i.

Sei B := A− t·E ∈ K[t]n×n, sowie B̃ ∈ K[t]n×n die in §9 definierte komplementäre Matrix zu B.

Nach Lemma 9.10c gilt dann B̃ ·B = det(B) · E.

Nach Definition von B̃ (siehe §9) haben alle Komponenten von B̃ einen Grad < n.

Folglich B̃ = tn−1·Cn−1 + . . .+ t·C1 + C0 mit Ci ∈ Kn×n, und somit

B̃·B = (tn−1·Cn−1 + . . .+ t·C1 + C0)·(A− t·E) =

tn·(−Cn−1) + tn−1·(Cn−1A− Cn−2) + . . .+ t·(C1A− C0) + C0A.

Andererseits gilt

B̃·B = det(B)·E = PA·E = (
∑n
k=1 akt

k)·E =

tn·(an·E) + tn−1·(an−1·E) + . . . + t·(a1·E) + a0·E.

Komponentenweiser Koeffizientenvergleich (siehe Lemma 10.5b) ergibt:

anE = −Cn−1

an−1·E = Cn−1A− Cn−2

.........................

a1·E = C1A− C0

a0·E = C0A

Durch Multiplikation mit An bzw. An−1 bzw.... und anschließender Addition erhalten wir

anA
n + an−1A

n−1 + . . .+ a0E︸ ︷︷ ︸
PA(A)

= −Cn−1A
n + (Cn−1A− Cn−2)An−1 + . . .+ (C1A− C0)A+ C0A = 0.

Bemerkung: Für zerfallendes Pf folgt der Satz schon aus 15.3-15.5.

Der Sylvestersche Trägheitssatz

Sei V ein n-dim. K-Vektorraum und σ eine symmetrische Bilinearform bzw. Hermitesche Form auf V .

Lemma 16.2.

Zu jeder Basis ṽ von V gibt es eine Basis ũ von V , so daß

Mũ(σ) reelle Diagonalmatrix und ähnlich zu Mṽ(σ) ist.

Beweis:

Sei τ : Kn × Kn → K, τ(x, y) := σ(Φṽ(x),Φṽ(y)). Dann ist τ eine sBF bzw. HF auf Kn. Nach 13.12

existiert eine ONB w̃ von Kn, so daß Mw̃(τ) eine zu Mẽ(τ) ähnliche reelle Diagonalmatrix ist. Dann ist

ũ := Φṽ(w̃) eine Basis von V mit σ(ui, uj) = σ(Φṽ(wi),Φṽ(wj)) = τ(wi, wj), also Mũ(σ) =Mw̃(τ). Ferner

Mṽ(σ) =Mẽ(τ) und deshalb Mũ(σ) ähnlich zu Mṽ(σ).
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Definitionen.

V σ0 := {v ∈ V : ∀w ∈ V (σ(v, w) = 0)} (Ausartungsraum von σ)

rσ0 := dim(V σ0 )

rσ+ := max{ dim(U) : U ∈ Uσ+} mit Uσ+ := {U : U Untervektorraum von V & ∀v ∈ U \ {0}(σ(v, v) > 0)}
rσ− := max{ dim(U) : U ∈ Uσ−} mit Uσ− := {U : U Untervektorraum von V & ∀v ∈ U \ {0}(σ(v, v) < 0)}

Lemma 16.3.

Für jede Zerlegung V = V+ ⊕ V− ⊕ V σ0 mit V+ ∈ Uσ+, V− ∈ Uσ− gilt dim(V+) = rσ+ und dim(V−) = rσ−.

Beweis von dim(V+) = rσ+:

Zu zeigen: dim(U) ≤ dim(V+) für alle U ∈ Uσ+. – Sei also U ∈ Uσ+. Dann gilt U ∩ (V− ⊕ V σ0 )
(∗)
= {0} und

folglich dim(U) ≤ n− ( dim(V−) + dim(V σ0 )) = dim(V+).

[ (∗) U 3 u = v1 + v0 & v1 ∈ V− & v0 ∈ V σ0 ⇒ u ∈ U & σ(u, u) = σ(v1, v1) ≤ 0 ⇒ u = 0 ]

Satz 16.4.

Sei σ eine sBF bzw. HF auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V .

(a) Für jede darstellende Matrix A von σ gilt:

rσ+ = Anzahl der positiven Eigenwerte von A (gezählt mit Vielfachheiten)

rσ− = Anzahl der negativen Eigenwerte von A (gezählt mit Vielfachheiten)

rσ0 = Vielfachheit des Eigenwerts 0.

(b) σ besitzt eine darstellende Matrix der Gestalt Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0).

Beweis:

(a) Sei ṽ eine Basis von V und A := Mṽ(σ). Nach 16.2 existieren λ1, . . . , λn ∈ R und eine Basis ũ von V ,

so daß Mũ(σ) = Diag(λ1, . . . , λn) und Mũ(σ) ähnlich zu A. Dabei können wir o.E.d.A. annehmen, daß

λ1, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λm < 0 und λm+1, . . . , λn = 0, wobei 0 ≤ k ≤ m ≤ n.

Sei V+ := span(u1, . . . , uk) und V− := span(uk+1, . . . , um).

Dann gilt:

(1) σ(ui, uj)

{
> 0 für 1 ≤ i = j ≤ k
< 0 für k < i = j ≤ m
= 0 sonst

(2) V σ0 = span(um+1, . . . , un) und somit V = V+ ⊕ V− ⊕ V σ0
(3) V+ ∈ Uσ+ und V− ∈ Uσ−
(4) rσ+ = k, rσ− = m− k, rσ0 = n−m.

Beweis:

(2) “⊇”: m < i ≤ n (1)⇒ ∀j ∈ {1, . . . , n}(σ(ui, uj) = 0) ⇒ ∀x ∈ V (σ(ui, x) = 0) ⇒ ui ∈ V σ0 .

“⊆”: v =
n∑
i=1

xiui ∈ V σ0 ⇒ ∀j ∈ {1, . . . , n}( 0 = σ(v, uj) =
n∑
i=1

xiσ(ui, uj) = xjλj) ⇒ x1 = . . . = xm = 0.

(3) Für v =
∑n
i=1 xiui ist σ(v, v) =

∑n
i=1 σ(ui, ui)x2

i =
∑m
i=1 λix

2
i .

(4) Aus (2) und (3) folgt mit Lemma 16.3: dim(V+) = rσ+ und dim(V−) = rσ−.

(b) Sei w̃ := (w1, . . . , wn) mit wi :=
{
|λi|−

1
2 ·ui für i = 1, . . . ,m

ui für i = m+1, . . . , n
.

Dann Mw̃(σ) = Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0).

Systeme linearer Differentialgleichungen Siehe: Forster, Analysis 2, §16.
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