89 Determinanten

Definition.
Fir n € Nsei S, := S({1,...,n}), die Gruppe aller Permutationen der Menge {1, ...,n}.

Man nennt S,, die symmetrische Gruppe (vom Grad n).

. . .. 1 2 n
Schreibweise fir o € S,,: 0 = (0(1) o2) ... o) )
Beispiele (Sa, S3).

1 2
2 1

. 1 2 3 1 2 3
2. Sela._(1 3 2>€Sgund,p.— <3 1 2)683.
1 2 3

Damn o7 = idnd 07 = (5 5§ ) 170 = p3) = 2. 72) = (1) = 3. 73) = p(2) = 1.

Weiter gilt p3(1) = p(2) =1, p3(2) = p(3) =1, p3(3) = p(1) = 3, woraus p> = id und damit p~1 = p? folgt.
k falls k #1,j

Definition. Fir 1 <i# j <mseit;; €S, definiert durch 7; ;(k) := {j falls k =4
i fallsk=j

1. S ={id,o} mit o = ( ), d.h. 0(1) =2 und o(2) = 1. Wegen 0% =id ist 0 = o~ L.

T € Sy, heifit Transposition, wenn es ¢ # j mit 7 = 7; ; gibt.

Fiir jede Transposition 7 gilt: 72 = id bzw. 77! = 7.

Satz 9.1. Sein > 1.

(a) [Sn] =n! .
(b) Zu jedem o € S,, gibt es m > 0 und Transpositionen 71, ..., 7, mit 0 = 172 ... 7, (0 = id, falls m = 0).
Beweis:

(a) Definition. Fiir jede Menge M sei S, (M) die Menge aller injektiven Abbildungen von {1,...,n} in M.

falls ¢ =
Firo:{1,...,n—1} - M und a € M sei o} : {1,...,n} — M definiert durch o} (i) := {Z(z) s?)nsstl "

Durch Induktion nach n zeigen wir: |M|=n = |S,(M)|=n!.
1.n=1: trivial. 2. n>1: S,(M)= U {o}:0€S,_1(M\{a})} =

aceM
= |8, (M)] = €2M|sn_1(z\4\{a})|Ié" EZM(nfl)!:(nfl)Ln:n!.

(b) Induktion nach k :=min{l <n:0(i) =i firl <i<n}.
1. k=0: Dann Vi € {1,...,n}(0(7) = %) und somit o = id.
2. k > 0: Da o injektiv ist, gilt dann o (k) < k. Mit 7 := 73 ;) gilt auBerdem 7o (k) = k und 70 (i) = 7(i) =i

fir ¢ = k+1,...,n. Nach I.V. haben wir deshalb 70 = 71 ...7,,, und somit 0 = 77 ... 7.
Definition. Eine Transposition 7; ; € S,, heifit Nachbarnvertauschung, falls j = i+1 oder 7 = j+1 ist.

Lemma 9.2. Jede Transposition 7 ist das Produkt einer ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen.

Beweis:

Sei 7 = 7 ; mit ¢ < j. Induktion nach j —

1. 7 —i¢=1: Dann ist 7 selbst eine Nachbarnvertauschung.

2. j—i>1: Danngilt () 7 =7j_1j 07 j-107j—1; (i <j—1), und nach L.V. ist 7; j_1 Produkt einer

ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen. Daraus folgt die Behauptung fir 7.
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Definition.

Ein Paar (¢, ) heifit Fehlstand der Permutation 7 € S,,, wenn 1 <14 < j < n und 7 (j) < 7(4) ist.
Fiir jede Permutation 7 € S,, sei a(w) die Anzahl der Fehlstédnde von 7, d.h.

a(m) = [{(i,4) : 1 <i<j<nAw(j) <7(i)}-

Ferner sei sign(r) := (—1)*™)  (Vorzeichen von ).

7 heiflt gerade falls a(w) gerade, d.h. sign(w) =1 ist. Andernfalls heifit 7 ungerade.

Lemma 9.3

Ist 7 € S,, eine Nachbarnvertauschung, so gilt a(r o) € {a(7)+1,a(n)—1} fiir jedes 7w € S,,.

Beweis:

Sei 7 = Tppyr und P := {(4,7) : 1 < i < j < n}. Offenbar gibt es genau ein Paar (¢,j) € P mit
(i), m(j) € {k,k+1}; und fiir dieses Paar gilt: 7(j) < (i) < (7om)(i) < (rom)(j). Fiir alle anderen Paare
(1,7) € P gilt dagegen 7(j) < 7(i) < (rom)(j) < (T om)(3).

Satz 9.4

(a) sign(id) = 1.

(b) sign(w o o) = sign(w) - sign(o).

(c) sign(r) = —1 fiir jede Transposition .
Beweis:
(b) HS. Ist 7 eine Nachbarnvertauschung, so sign(r o o) = —sign(o) = sign(r) - sign(o).

Beweis: sign(r o) = (—=1)*7°9) = (=1)*@*! = _(_1)%?) = _sign(s) und sign(r) = (—1)! = —1.
Nach 9.1b und 9.2 gibt es Nachbarnvertauschungen 7y, ..., 7 mit # =71, 0... 0 7.
Mit HS folgt also sign(mw o o) = sign(my) - - - sign(7) - sign(o) = sign(n) - sign(o).
(¢) Nach 9.2 ist 7 =71 o... o 7 mit Nachbarnvertauschungen 71, ..., 7 und k ungerade.
Folglich sign(7) = sign(7y) - - - sign(mg) = (—=1)¥ = —1.
Folgerung.
Eine Permutation ist genau dann (un)gerade, wenn sie Produkt einer (un)geraden Zahl von Transpositionen ist.
Die geraden Permutationen 7 € S,, bilden eine Untergruppe A,, von S,, (alternierende Gruppe).
Definition.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, n > 1 und d : R"*" — R.

Hat A € R™ ™ die Zeilen ay, ..., a, € R**™ so schreiben wir auch d(as, ..., a,) fiir d(A).

1. d heiBt multilinear, falls fiir k = 1,...,n und alle a;,z,y € R**", X\ € R gilt:
d(al, ey Qf—1, T+ AY, Gy 1, ...,an) = d(al, ey Qf—1, T, k41, ...,an) + A d(al, ey Qf—1,Y, Akt 1, ...,an).
2. d heiBt alternierend := Vaq,...,a, € R*" [Hi,j(l <i<j<n&a;,=a;)=dai,...a,) = 0].

3. d heifit normiert :< d(E,) = 1.
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Lemma 9.5. Ist d: R™*"™ — R multilinear und alternierend, so gilt fiir alle A, A’ € R™"*™:
(a) Entsteht A" aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so ist d(A’) = —d(A).
(b) Entsteht A’ aus A durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II, so ist d(A") = d(A).

(c) d(A) =d(Ey,)- ZWES,L Sign(ﬂ)'amu)'azw(z) © Gpg(n)-

Beweis:
(a) 0 =d(ay + ag,a1 + as,as,...,a,) = d(ar,a1,as,...,a,) + d(ag,as,as,...,a,) +
+ d(ay,az,as,...,a,) +d(ag,a1,as,...,a,) = d(ay,az,as,...,a,) +d(ag, a1, as, ..., a,).

(b) d(a1 + Aaj,as,...,a,) =d(a,as,...,a,) + A-d(aj,as,...,a,) =d(ai,az,...,a,) (j €1{2,...,n}).

(c) d(ay,...,an) = d(37 _; ariy€ips oy anzl Ani, €i,) =
ZZ:1 .. Z?nzl A1y oo Ay, - d(€5y ey €i)) =
Y orer, Qlx(l) -+ Onr(n) - A(€x(1)s s Ex(n)) @
Yores, in(l) -+ Qur(n) - A(€x(1), s Ex(n)) @
Yores, An(l) * -+ Ann(n) - Sign(m) - d(e, ..., en).
(1) Es sei F,, die Menge aller Abbildungen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}.

Die fragliche Gleichung folgt aus S,, = {w € F,, : 7 injektiv} und der Voraussetzung “d alternierend”.
(2) Aus (a) folgt durch Induktion nach k: Ist 7 = 7y - - - 7, mit Transpositionen 71, ..., 7, so

d(e‘n'(l)a ooy eﬂ'(n)) = (71)k'd(617 ) en) 9:4 Sign(ﬁ)'d(eh [x3) en)'

Definition.

Fiir A= (a;;) € ™" sei det(A) :=3_ .5 sign(m)-@ix(1) A2r(2) " Ann(n)- (Leibnizsche Formel)

Satz 9.6.
(a) Die soeben definierte Funktion det : R"*™ — R ist multilinear, alternierend und normiert.
Man nennt sie die Determinante.

(b) Ist d : R™*™ — R multilinear, alternierend und normiert, so gilt d(A) = det(A) fir alle A € R"*".

Beweis:

(a) 1. det(a1, ..., ak—1,aK+Abg, Ggy1, -, an) = D c SigN(T)a1r(1) (A (k) + Akr(k)) " Cnn(n) =
Y ores, SIBN(T) A1) Qrn(k) " Onr(n) T A D res, SIEN(T)A1r(1) *  Okr(h) ** Anm(n) =
det(ay,...,ap—1, 0k, Gkt1s - an) + Adet(ar, ..., ap—1,bk, Ay, .., an).

2. Seia1j =agj fir j=1,...,n. FirmeS,sein :==mor s Ferner S :={reS,:n(l) <n(2)}
Offenbar gilt () S, =S8} dLiJSj {r":7m eS8} und folglich

det(A) = Zresn Sign(7)a1r(1) - G1r(2) " - Cnn(n) @

Zﬁes; SigN(7m)a17(1) - G1r(2) " Anm(n) + Zﬂes;; sign (') a1 (1) - Q1rr(2) O (n) =
Yores: SIBN(T)a17(1) * Q1r(2) "+ Gnr(n) = Doress: SIBN(T)1r(2) - G1r(1) *** Gnr(n) = 0.
3. det(E) = Zﬂ'ES" sign(m)01x(1) * Onr(n) = 1.

(b) folgt aus 9.5c.
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Satz 9.7.

Ist (61 g) € R™*", wobei A und B quadratisch, so gilt det <1§ g) = det(A) - det(B).
Beweis:
1. Seien A, C fest. Wir definieren d : R'*! — R, d(B) := det (I(Z)l g)

d ist offenbar multilinear und alternierend. 4 C
Nach 9.5¢ gilt deshalb d(B) = d(E) - det(B) = det ( 0 E) - det(B).

2. Sei (61 g) = (aij)i,; und k :=n — [. Dann gilt det (‘61 g) = res, SIgN(T)a1r(1) - G2r(2) " * Cnr(n)

mit a;; = d;; fiir ¢ € {k+1,...,n},j€ {1,...,n}.

A C .
Es folgt det ( 0 E) =D ses, Sien(0)a1,(1) - 20(2) ** Aho (k) = det(A).

Korollar
Ist A= (a;;) € R™*™ eine obere [bzw. untere] Dreiecksmatrix, d.h. a;; = 0 fiir ¢ > j [bzw. i < j],
so gilt det(A) =ai1 ...  apn-

Beweis durch Induktion nach n mittels Satz 9.7

Satz 9.8. det(4%) = det(A)

Beweis:
Sei A = (a;;). Dann A® = (ai;) mit a;; := aj;. Es folgt det(At) = > ores, Sign(m) <@l gy ag g =

. . ()
= Z‘ITGS” SIgn(ﬂ-) CAr()1 7 Qr(n)n = Zﬂ—esn Slgl’l(ﬂ') CQ1p—1(1) " App—1(n) = det(A)
(x) Wegen sign(7) - sign(7~!) = sign(r o 7=1) = 1 ist sign(7~!) = sign(r).

Korollar. Die Abbildung R™*™ 5 A + det(A) ist auch bzgl. der Spalten von A multilinear und alternierend.
Folglich gilt fiir alle A, A’ € R™*" :

(a) Entsteht A" aus A durch Vertauschen zweier Spalten, so ist det(A’) = —det(A4).

(b) Entsteht A" aus A durch elementare Spaltenumformungen vom Typ II, so ist det(A’) = det(A).

Satz 9.9. Fiir A, B € R™*" gilt: det(AB) = det(A) - det(B).

Beweis:

Wie man leicht nachrechnet (siehe unten) ist die Abbildung dg : R"*" — R, dg(A) := det(AB) multilinear
und alternierend. Nach 9.5¢ gilt also det(AB) = dp(A) 3¢ g (E) - det(A) = det(B) - det(A).

1. dg(a1 + Aa},ag,...,a,) =det((a1 + Aa})B,a2B,...,a,B) = det(a1 B + A\a} B,as3B,...,a,B) =
det(a1B,asB, ... ,a,B) + Adet(a)B,asB,...,a,B) = dg(ai,as,...,a,) + A-dp(a},as,...,;an).

2. Sind zwei Zeilen von A gleich, so auch die entsprechenden Zeilen von AB, also dp(A) = det(AB) = 0.

Definition. Sei A = (akl)}c,l € R"™ und 4,5 € {1,...,n}.

1. Ajj; sei die (n—1)x(n—1)-Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

2. A;j sei die nxn-Matrix, die aus A entsteht, wenn man a;; durch 1 und alle anderen Komponenten, die
in der i-ten Zeile oder der j-ten Spalte stehen, durch 0 ersetzt.

3. Aj; sei die nxn-Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile durch e; := (0,1 ... d;,,) ersetzt.

4. A= (Ziij)ij € R™™ mit a;; = det(A%;) (Die zu A komplementdre Matriz)
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Lemma 9.10. Fiir jede Matrix A € R™"*" gilt:
(a) det(A;;) = (—1)" I det(A;j).

(b) det(A];) = det(A;).

(c) A-A=A-A=det(A4): E,.

Beweis:

(a) Durch i—1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j—1 Vertauschungen benachbarter Spalten kann man

Aj; auf die Form B := ((1) AO”> bringen. Also det(Aj;) = (=1)"""' - (=1)7"'det(B) = (—1)"*7det(Ay;).

(b) Durch Zeilenumformungen vom Typ II kann Aj; in Af; iiberfiihrt werden. Also gilt det(A;;) = det(A};).

(c) Seien ai, ..., a, die Zeilen von A. Dann gilt fiir alle i,k € {1,...,n}: D20, ayaze = D7 ajzdet(A];) ©

= Z?:l aijdet(al, ey A1, €5, ARt 1y -ney an) = det(al, ey A1, Z?:l Aij€5, A1y -y an) =
=det(ay, ..., a—1, i, Akt1, -y ) = det(A)d;. Also AA = det(A)E,,. Ebenso zeigt man AA = det(A)E,.

Satz 9.11 (Entwicklungssatz von Laplace).
Fiir jede Matrix A € R™*" gilt:
(a) det(A) = 3" (—1)"Ja;;det(Ai;)  (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

j=1
(b) det(A) =30 (—1)"a;;det(A;;)  (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

Beweis von (a):

Aus det(A) - B, = A- A folgt: det(A) = Do @il = i agzdet(A) L9102 sn (=) a;det(A;).

j=

Satz 9.12 (Die Vandermondsche Determinante).

1 o o ... of
1 o a% oo
Fiir alle ag, ..., 00, € R gilt: det | . . = I (o — ).
: : i<j<n
1 a, a2 ap

Beweis durch Induktion nach n:
Sei D,, die linke Seite der behaupteten Gleichung.

1. n = 1: trivial. 2. n > 1: Durch Spaltenumformungen vom Typ II erhalt man

1 ag o ... ozg_l 0 . 0 0
1 a; o ... ot o e —ag) oo ar — ) o Hag — ap)
D, =det | . . . =det | . . . =
1 a, a2 art o Y a, — ap) con a2 (o —ag) o Hay, — ap)
1 0 0 0 0
1 a;—ap ag(ag—ag) ... o %(a; —ag) o o — ag)
= det
1 an—ay ap(a, —ag) ... a’?(an—ag) a? Ha, — ap)

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile und Herausziehen der Faktoren («o; — ) folgt daraus

1 oy o2 ... a?_l
n . LV. 4
Dp= ][ (aj —ap)-det | : = [llaj—ao) II (r1—ai) = JI (aj—a).
j=1 2 n_1 7j=1 i<j<n—1 i<j<n
1 o of ... o
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Satz 9.13 (Cramersche Regel).

T
Sei A € R™ ™ mit den Spalten aq,...,a, € R". Seien ferner b € R", xz = : € R"™, und gelte A-x =1b.
Dann gilt fir i = 1,...,n: x;-det(A) =det(ay ... a;—1 b aj11 ... an) . o
Beweis:
Aus 9.10c und A-z = b folgt det(A)-x = A-A-x = A-b und somit det(A)-x; = Y, @yyob; =
= Z;-lzl det(ar ... aj—1 € ajiy1 ... ap)-bj =det(ar ... a;—1 b aj41 ... a,). (%) Die Matrizen A;-i und
(@1 ... aj—1 € aj11 ... ay) lassen sich durch elem. Spaltenumformungen vom Typ II ineinander tiberfiihren.

Satz 9.14 Sei K ein Korper und A € K™*™,

(a) A invertierbar <= det(A4) # 0.

(b) A invertierbar = det(A~!) = det(A)~L.

Beweis:

(a) “<”: Sei A nicht invertierbar, d.h. (nach 7.1b) rang(A4) < n. Dann sind die Zeilen von A linear abhéingig,

und A kann durch Zeilenumformungen vom Typ II in eine Matrix A’ umgeformt werden, bei der eine Zeile
Null ist. Dann det(A) = det(A’) = 0.

“=7: A€ GL(K;n) = det(A)det(A~1) 22 det(AA1) = det(E) =1 = det(A) # 0.

2

(b) folgt aus dem Beweis von (a) “=

Satz 9.15 und Definition (Die Determinante eines Endomorphismus).

Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f : V' — V ein Endomorphismus und sind v, w Basen von V,
so gilt det(M(f)) = det(M(f)).

Man kann deshalb definieren: det(f) := det(M(f)), wobei T irgendeine Basis von V' sei.

Beweis:
Nach Korollar zu Satz 6.6 existiert ein S € GL(n; K) mit M_(f) = S~ M_(f)-S.
Mit 9.9 und 9.14b folgt daraus det(M(f)) = det(S™1)-det(M(f))-det(S) = det(My(f)).

Lemma 9.16

Ist V endlichdimensionaler K-Vektorraum, so gilt fiir alle f,g € Hom(V,V):
(a) det(f) #0 <= finjektiv <= f ist Isomorphismus.

(b) det(go f) = det(g) - det(f).

(c) det(idy) = 1.

Beweis:

Sei ¥ Basis von V', A := M(f), B :== Mz(g).

(a) det(f) # 0 < det(A) # 0 & A invertierbar < f bijektiv.

(b) det(go f) = det(My(go f)) = det(BA) = det(B)det(A) = det(g)det(f).
(c) det(id) = det(E) = 1.
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610 Ringe, Polynome
Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins.

Definition.

0

Fiir a € R und n € N sei a” rekursiv definiert durch «® := 1 und a"*! := a” - a.

Bemerkung. Fiir a,b € R und m,n € N gilt: o™ = a™ - a", a™" = (a™)" und,
Definition. falls R kommutativ ist, (a-b)™ = a™-b".
R*:={x € R:3y€ R(xy=yx=1)}. Die Elemente von R* heiflen Einheiten von R

Lemma 10.1.
(a) a,be R* = abe R*
(b) R* mit der induzierten Verkniipfung (a, b) + ab ist eine Gruppe.

Beweis:
(a) a,b € R* = (Je,d€ R)ac=ca=1& bd =db=1 = (ab)(dc) = ac=1 & (dc)(ab) = db=1= ab € R*.

(b)) 1e R*&Vae R*(l.a=a). (i)a€eR*= (e R)ab=ba=1 = be R &ba=1
Definition. Ein Ring (R, +, ) heifit Integritdtsring, wenn gilt:
(i) R ist kommutativ.

(ii) R ist nullteilerfrei, d.h. Va,y € R(x #0& y # 0= zy # 0).
(iii) R besitzt ein Einselement 1 # 0.

Bemerkung. In jedem Integritdtsring gilt die Kirzungsregel: a-c=b-c& c# 0= a=0b.
Definitionen.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a, b, ay, ..., a, € R.

bla < Jc€ R(a=bc) (bist Teiler von a)

Ein Element d von R heifit gemeinsamer Teiler von ay, ..., an, wenn d|a; fir i = 1, ..., n.

Die Menge der gemeinsamen Teiler von aq, ..., a,, bezeichnen wir mit g7 (aq, ..., an).

ai, ..., a, heien teilerfremd, wenn gT(aq, ..., a,) C R* gilt.

(Dann ist sogar gT'(a1,...,an) = R*: e € R* = e’ =1 = a; =e(eq;).)

(a1, .oy ap) = {Z?:l XiQ; X1, ..., Ty € R} heifit das von ay, ..., a, erzeugte Ideal.
Definition (Euklidischer Ring)

Ein Integritatsring R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung d : R\ {0} — N gibt, so daf gilt:
Va,be R\ {0}3q,7 € Rla=gb+r & (r#0=d(r) <d(b))).

Satz 10.2.

Ist R ein euklidischer Ring und sind ay, ..., a,, € R, so existiert ein b € R mit (b) = (a1, ..., an).

Beweis:

Sei a := (ai,...,an) # {0}. Dann existiert ein b € a\ {0} mit (1) Vo € a(z # 0= d(b) < d(z)).

Wir zeigen (b) = a.
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1. (b) C a gilt wegen b € a.
2. Sei @ € a. Dann gibt es ¢,r € Rmit a =gb+rund (2) (r#0=d(r) <d(b)). Esist r=a —qb € a.
Wegen (1) gilt deshalb (r # 0 = d(b) < d(r)). Mit (2) folgt daraus r = 0. Also a = gb € (b).

Satz 10.3.
Sei R ein euklidischer Ring und seien ay, ..., an,b € R. Dann gilt:
(a) ai,...,an, teilerfremd <= 1€ (ay,...,an).

(b) aj,b teilerfremd fir i =1,....n = ay-...-ay, b teilerfremd.

Beweis:
(a) “<": ce gT(ay,...,an) & 1 € (ay,...,an) = ¢c|l = ¢ € R*.
“=7: Nach 10.2 existiert ein a € R mit (a) = (ay, ..., an).

teilerfremd
=

a1y ..., an € (a) = a € gT(aq,...,an) a€ R = 1€ (a).

(b) Nach Voraussetzung und (a) gibt es 21, Y1, ..., Tn,yn € R, so da 1 = z;a; +y;b flr i = 1,...,n.

Daraus folgt 1 = (z1a1 + 41b) - ... - (xnapn + ynb) und weiter durch Ausmultiplizieren
dz,z € R(1 = z-ay-...-a, + 2'b), also nach (a) ay-...-an, b teilerfremd.
Polynome

Sei K ein Korper.

Definition.

K® = {(a;)ieny € KN : InVi > n(a; = 0)}.

Die Elemente von K™ nennt man Polynome tber K.

Auf KM definiert man Addition + und Multiplikation - durch

(ao,al,...) + (bo,b1,...) = (CLO + bg, aq +b1,...),

k
(ag,ai,...)- (bo,b1,...) == (co,c1,...), wobei ¢ := > a;b—y = > a;b;.
i=0 itj=k

Satz 10.4.
KM mit obiger Addition und Multiplikation ist ein kommutativer Ring
mit Nullelement (0,0, ...) und Einselement (1,0,0,...).

Diesen Ring bezeichnet man mit K [¢] und nennt ihn den Polynomring tiber K in einer Veranderlichen.

Beweis:
Wir weisen nur die Eigenschaften der Multiplikation nach.

Seien f = (a;), g = (b;) und h = (¢;) Elementen von KM,

L frg=(Cioaibe-i)ren = (g beiti)ren = (X5_g bjar—i)ken = g f-

2. (fg) h= (T (X olagbimy))ex—i)ren = (o 3o ajbicjcr—iken = (j1+j§j3_k j1 bj; Cja Jken =
= (X000 aibjcnig)ken = (Cig @i X5 —g bjck—i—j)ken = f - (g - h)

3. f (g +h) = (i ai(b—i + cemi)ien = (Ciig aibe—s + Xt aich-iJken = f g+ f - h.

4. (1,0,0,...) - f = (d0i)i - (@i)s = (Zfzo Soiak—i)k = (ar)k = f.
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Bemerkung.
Fiir a,b € K gilt: (a,0,0,...) 4+ (0,0,0,...) = (a+b,0,0,...) und (a,0,0,...) g (6,0,0,...) = (ab,0,0,...).
Wir kénnen deshalb im folgenden a € K mit (a,0,0,...) € K[t] identifizieren.

Dadurch wird K zu einem Unterring von K[t].
Definition. t:=(0,1,0,0,...) € K™

Lemma 10.5.
(a) Fir f = (ag,a1,...) € K[t] mit Vi > n(a; =0) gilt f=>",a;t"
(Addition und Multiplikation sind hier in K[t] zu verstehen.)
(b) In K[t] gilt: Y77, ait’ = 37" bt/ &n <m = Vk < n(ay =by) & Yk > n(0 = by).
Beweis:
(a) 1. Durch Induktion nach i erhalten wir ¢ = (J;;) en:
0 =1=(1,0,0,...) = (b;);, T =1t = (85;5); (01;); = (Ch_g0i006-i)k = Fra—i)i = (Bir1a).
AuBerdem ist a - (bg)r = (ado;)i - (bg)r = (Zf:o aboibr—i )k = (abg)k-
Fiir f = (a;); mit Vi > n(a; = 0) gilt deshalb f =>"" (a;0;;); = > igait’.
(b) Sei Y1 a;itt = 3" bit' & n < m. Wir setzen a; := 0 fiir i > n, und b; := 0 fiir i > m.

Dann (a;); @ S gaitt =30 bt @ (b;); und folglich a; = b; fiir alle i € N.

Definition (Der Grad eines Polynoms).

Fir f = (a;)ien € K[t] sei deg(f) := {ng{n €N:an #0} Eﬁz ; i g (Grad von f)

Ist f # 0 und n = deg(f), so heiit a,, der Leitkoeffizient von f, und f heifit normiert, falls a,, = 1 ist.
Fiir £ € NU{—c0} sei £ + (—o0) := (—00) + & := —o0.

Lemma 10.6. f,g € K[t] = deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} und deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis:
Fir f =0V g =0 ist die Behauptung trivial.
Sei jetzt f = (a;)i, g = (b;); mit deg(f) =m € N und deg(g) =n € N.

Dann Vk > max{m,n}(ax + by =0) und ¢ = Zi‘c:o a;bg_; = {gmb” 70 El; l]z i z JJ:Z )

Folgerung.

K|t] ist nullteilerfrei und somit ein Integritatsring.

Satz 10.7.
Zu f,g € K[t] mit g # 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K[t] derart,
daBl f =¢qg+r und deg(r) < deg(g).

Beweis:

Eindeutigkeit: Gelte ¢-g +r = ¢'-g + r' und deg(r), deg(r’") < deg(g).

m

Dann ' —r = (¢ — ¢')-g und deg(r — r') < deg(g). Aus q # ¢’ wiirde deshalb deg(r — ") < deg(g) <
deg(q — ¢') + deg(yg) 1106 deg((q — ¢')-g) = deg(r — r’) folgen. Also ist ¢ = ¢’ und damit auch r = r’.
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Existenz: Durch Rekursion nach deg(f) definieren wir Polynome [5] und r, so daB

f= [g]g +r und deg(r) < m := deg(g).

1. deg(f) <m: r:=f, [g] = 0.

2. m<deg(f): f=> i yait’,g=> 1 ,bit' mit m <n und ay, by, #0. Sei f':=f—g LA
Dann deg(f’') < n = deg(f), und nach I.V. existieren [%,] und r mit [ = [?]g + 7 und deg(r) < m.
Es folgt f = f'+ g-g=t"7" = (3=t"7" + [fg/])'g+r~ Also [5] = pzt"Tm + [fj/]

Folgerung. K|t] ist ein euklidischer Ring.

Beispiel zur Polynomdivision

3tP— 2t 3 — 512 +1: 3 +¢2 —2t =3t2 — 5t + 12 Rest —27t2 + 24t + 1
35+ 34— 613

— 5t*4 73
— 5t*— 5t3 + 102
12¢3— 15¢2

1263+ 12t~ 24t
— 2Tt%+ 24t +1
Allgemeines Schema:
At AtV AT b art Fag  bpt™ by = T

ant"+ b1 5t e+ bogt" "

Cn1t" T "+ ait +ag wobel ¢ i= ap_i — by g

Definitionen.

Sei f=>",a;t' € K[t und X € K.

F(A) :=>"" ,a;\" € K nennt man das Ergebnis der Einsetzung von A in f.
A heifit Nulistelle von f, wenn f(\) = 0 ist.

f heiit konstant, wenn deg(f) < 0 ist.

Bemerkung.

f € K|t] ist genau dann konstant, wenn f = ag € K. In diesem Fall gilt f(\) = a fiir alle A € K.

Lemma 10.8.

Fir f,g € K[tfJ und A € K gilt: (f +9g)(A) = f(A) +9(A) und (f-9)(A) = F(A) - g(V).

Beweis des zweiten Teils:

Sei f=3",a;t" und g = > b;t". Ferner ¢, := Zf 0 @ibg—;. Dann gilt: f(A)-g(A) =

= (Do aiX') - (s bid) = Yo7k Mojog aibg A = S (0 aiby) At = S Ak = (f - g) ().

i+j=k
Lemma 10.9.
Ist A € K eine Nullstelle von f € K[t], so existiert ein ¢ € K[t] mit f = ¢-(t — \).

Beweis :
Nach 10.7 existieren ¢,r € K[t] mit f = ¢-(t — X\) + 7 und deg(r) < deg(t — \) = 1.
Dann 0 = f(A) = r(A) und deg(r) <0, also r = 0.

o4



Definition.

Fir f € K[t]\ {0} und X € K sei

u(f: ) 1= max{k € N: 3g € K[H)(f = (t - ) - g)}.

Ist A eine Nullstelle von f, so heifit pu(f; \) die Vielfachheit der Nullstelle A von f.
Bemerkung. Nach 10.6 und 10.9 gilt: f(A\) =0 = 1 < u(f;A) < deg(f).

Lemma 10.10.

Fiir f € K[t]\ {0} und k € N gilt: k= u(f;\) < Jg(f = (t —N)*-g & g(\) #0).

Beweis :

“=" folgt aus der Definition von u(f;A) mittels Lemma 10.9.

“<": Sei f = (t — A)*-g mit g(\) # 0. Dann ist k < p := pu(f; \) und f = (t — \)*-q fiir ein ¢ € K[t].
Aus (t—MNF.g=f=(t—\Hq folgt g=(t—N)*"F.q und weiter k= p wegen g(\) # 0.
Satz 10.11.

Sind Ay, ..., Ay paarweise verschiedene Nullstellen von f € K[t] \ {0} so existiert ein g € K[t] mit
(1) f=@E=A)H .- (t— Ap)H* - g, wobel p; := u(f; M) fur i =1,...k, und

(i) g(\)#0fiiri=1,... k.

Ist g konstant, so sagt man “f zerfdllt in Linearfaktoren”.

Beweis durch Induktion nach k:
Nach 10.10 existiert h € K[t] \ {0} mit f = (¢t — A1)"* - h und h(A\1) # 0.

Offenbar sind dann s, ..., A Nullstellen von h. — Fall 1: k¥ = 1. Dann ist nichts weiter zu beweisen.
Fall 2: k£ > 1. Nach I.V. existiert ein g, sodaBl h = (t—Xa)"2-.. .-(t=A)"* g, wobei v; := p(h; A;) und g(A;) #0
fir i =2,...,k. Wegen h(A1) # 0 ist auch g(A\1) #0. Esfolgt f = (t— A1) - (E— X)) ... (t — Ag)"* - ¢

und daraus mit 10.10 v; = u(f; ;).

Folgerung.
Ist f € K[t] und deg(f) =n > 0, so hat f hochstens n verschiedene Nullstellen.

Lemma 10.12.

Ist K unendlich, so gilt: f,g € K[t] & VA € K(f(A\) =g(A\) = f=g).

Beweis:

Nach Voraussetzung hat f — g unendlich viele Nullstellen; nach obiger Folgerung ist also f — g = 0.
Bemerkung

Ist K = {ag,...,an}, so ist f:=(t —ag) - ... - (t — a,) € K[t] vom Nullpolynom verschieden,

aber trotzdem f(\) =0 fiir alle A € K.

Lemma 10.13.
Fiir Q = (fi;)i; € K[ und A € K gilt det(Q)()\) = det (fij(A))

Beweis:

i,J

. 0.8
det(@) = Zﬂ'GSn Slgn(ﬂ-)fhr(l) T fnﬂ'(n) 1:>

= det(Q)(N) = Yres, sign(m) fin(1)(A) - far(n) (A) = det (fi; (N)), ;-
Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom P € C[t]\ {0} zerfallt in Linearfaktoren.
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611 Eigenwerte

Definition

Sei V ein K-Vektorraum, f € End(V) und A € K.

1. X heifit Figenwert von f, wenn es ein v # 0 aus V mit f(v) = Av gibt.

2. Ist X Eigenwert von f, so heifit jedes v € V'\ {0} mit f(v) = Av ein Eigenvektor von f zum Figenwert .
3. Eig(f; ) :={veV: f(v) = v} heiBt Figenraum von f bzgl. A.

Bemerkungen.

(i) Eig(f; M)\ {0} ist die Menge der zu A gehorigen Eigenvektoren von f.

(ii) A ist Eigenwert von f <= Eig(f;\) # {0}.

(iii) Eig(f;A) = Ker(f — A-idy), insbesondere Eig(fa;A) = Los(A — A\-E,;0) fir A € K™*™.

Beweis von (iii): v € Eig(f;\) < f(v) = w < f(v) = =0< (f — Aidy)(v) = 0.

Satz 11.1.
Ist dim(V) < oo, so gilt fiir f € End(V) und A € K: A Eigenwert von f <= det(f — Aidy) =0.

Beweis :
.16a

Nist EW EY Ker(f — Aid) # {0} & f — Aid ist nicht injektiv 22 det(f — Aid) = 0.

Beispiele.

1. A= (:iorfg _Cz;naa) mit o« & {n -7 :n € Z}: Nach §5, Beisp. 2 ist f4 eine Drehung um den Winkel «.
Deshalb ist anschaulich klar, dafl f4 keinen Eigenwert hat.

cosa  sina . . t .
2. B = . : Sei v1 := (cos £,s8in £)* und vy := (—sin &
sina —cosa ! (cos 3, 2) 2 ( 2’

der Geraden R-v;. Deshalb hat fg die Eigenvektoren v; zum EW A\; =1 und v zum EW Xy = —1.

v = (v1, vg) ist eine Basis von R? mit M_(fg) = ((1) _01 )

3. Sei I C R ein Intervall und V = D(I;R) der unendlichdimensionale R-Vektorraum der auf I beliebig oft

cos %)t fp ist die Spiegelung an

differenzierbaren Funktionen. Der Endomorphismus f : V — V| ¢ — ¢’ hat jedes A € R als Eigenwert, denn

die Funktion oy : I — R, x — e** ist Eigenvektor zu \. [%6)‘9: = e ]

Satz 11.2.
Sind Ay, ...,, A\x paarweise verschiedene Eigenwerte von f € End(V), so gilt:
(a) Ist v; Eigenvektor von \; (i = 1,..., k), so ist das Tupel (v1, ..., vg) linear unabhéngig.

(b) Die Summe Eig(f; A1) + ...+ Eig(f; \g) ist direkt.

Beweis :

(a) Induktion nach k:

1. k = 1: v; linear unabhangig, denn v; ist Eigenvektor und damit ungleich 0.

2. k> 1: Nach IV sind vy, ..., vp—1 linear unabhangig. Sei nun Zle a;v; = 0. Durch Anwenden von f bzw.
durch Multiplikation mit A\, erhalten wir daraus Zle a; A\v; = 0 und Ele a; A\pv; = 0. Durch Subtraktion
folgt Zi:ll a;(A; = Ak)v; = 0 und daraus mit IV a;(A; — Ag) =0 firi=1,... . k—1.

Wegen \; # A\ fiir i = 1, ..., k—1 folgt nun oy = ... = ap_1 = 0, also auch agvy = 0 und damit ay = 0.

56



(b) Sei ug + ... + ux = 0 mit w; € Fig(f; ;) furi=1,..,k. Z.z.: up = ... =up =0.
Annahme: i € {1,....,k}(u; #0). Dann o.E.d.A. uy,..,ur #0und v,y; = ... =ux =0mit 1 <r < k.
Also sind uyq, ..., u, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und somit nach (a) (w1, ..., u,)

linear unabhéngig, woraus u; + ... + u, # 0 und weiter u; + ... + ug # 0 folgt. Widerspruch.

Definition. Sei A € K™*".
A [bzw. v] heifit Eigenwert [bzw. Eigenvektor] von A 1< X [bzw. v] ist Eigenwert [bzw. Eigenvektor] von f4.
Eig(A; \) := Eig(fa; A) heifit Eigenraum von A bzgl. A.

Das charakteristische Polynom

Definition.
Fir A = (aij) € K™ "™ gel Py := det(A — t'E) S K[t]
P4 heif3t charakteristisches Polynom der Matrix A.

Lemma 11.3.
(a) Fir A€ K™ und A € K gilt: Pa(\) = det(A — X\E,).
(b) Sind A, B € K™*™ darstellende Matrizen von f € End(V), so ist P4 = Pg.

Beweis:

(a) Pa(\) = det(A — t-E)(\) ‘%2 det((aij - t-aij)(A))U — det (aij - A.(sij)ij — det(A — \E,).

(b) Nach dem Korollar zu Satz 6.6 existiert S € GL(n; K) mit B = S71AS. Dann Pp = det(B — t-E) =
det(S~1AS — S~1(tE)S) = det(S~1(A — tE)S) 2 det(A — tE) = Py.

Lemma 11.4.

Sei A = (ai;)i; € K™™ und P4 = >, a;t*. Dann gilt:

(a) deg(Pa)=n.

(b) ap = (=1)".

(€) an_1=(=1)""ai +...+ ann).

(d) ag = det(A).

() Pa zerfillt = 3A1, e Ap € K(Pa= (M —8).or- (An —1)).

Beweis
(a),(b),(c) Sei S/, := S, \ {id}. Dann P4 =det(A—t-F)=(a;1 —t) ... (@pn —t) + P/ mit
P = Zwesg SigN(7) - Gir(1) * - -+ * Gur(n) WA 35 1= ay; — Oyt

deg(P') < max{}"} ; deg(qir(s)) : 7€ S} <n—2 (O.EdA.n>2).

deg((a11 —t) ...  (apn — 1)) = deg(ar; —t) + ... + deg(an, —t) = n.

Sei (a11 —1t) ...+ (ann —t) = D1y Bit'. Dann oy, = By = (—1)", an—1 = Bno1 = (=1)" Har + ... + ann).
(d) ap = P4(0) = det(A — 0-FE) = det(A).

(e) Nach Voraussetzung ist P4 = (A; —t)*1-...-(Ag—t)"*-a mit a € K\ {0} und pi1+...+pu = deg(P4) @ .
Daraus folgt Py = a- H?:l()\i —t) fiir passende A, ..., \, € K, sowie (—1)" © an = (—1)"a, also a = 1.
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Definition.

Fir f € End(V) (dim(V) < o0) sei Py := P4, wobei A eine darstellende Matrix von f (siehe L.11.3b).
Py heiBt charakteristisches Polynom des Endomorphismus f.

Bemerkung. Fiir alle A € K gilt:

(a) Pr(A) = det(f — Midy).

(b) A ist Nullstelle von P; <= X ist Eigenwert von f.

Beweis:

(2) Pr(A) = Pa(N) "2 det(A — AE) & det(f — Aidy). [(x) A — AE ist darstellende Matrix von f — \idy.
olgt aus (a) un 1.

(b) folg (a) und 11.1

Beispiele.

1. A(gosa sma) Pp = (cosa — t)? 4 sin? a = 2 — 2t cos o + 1.
sina cosa

Nullstellen von Pa: Ajs = 3(2cosa + V4cos?a — 4) = cosav + Veos? o — 1.
Im Fall [cosa] < 1 (d.h. wenn a & {n -7 :n € Z}) besitzt A also keinen (reellen) Eigenwert.
9 A— (C?SO[ sin o )

sina  —cosa

Py = (cosa —t)(—cosa —t) —sin® a = —(cos? a — t?) —sin?a = > — 1 = (t — 1)(t + 1).

A hat somit die Eigenwerte Ay =1 und Ay = —1.  Bestimmung der Eigenrdume: Sei § := %
cosa — 1 sin « [ cos? B — sin? 5 — 1 2sin (3 cos 3 _ —2sin? 8 2sinBcosf
sinc —cosa—1/) 2sin 3 cos 3 —cos?f+sin®3—1) \2sinfBcosf —2cos?3
cosa+1 sin a [ cos? B — sin® 3+ 1 2sin 3 cos 3 _ 2cos? 3 2sinBcosf
sina  —cosa+1/) " 2sinfcosf  —cos?fB+sin®B+1) \2sinfcosf  2sin®
C oA cos 3 C o 1y —sin 3
= Eig(4;1) =R <sinﬁ> und Eig(4;-1) = R( cos 3 >
3. A— (_1 2) Pa=(-1-0)4—1)+6=12—3t+2=(t—1)(t—2).

Eigenwerte: A\; =1 und A\s = 2. Bestimmung der Eigenrdume:

(‘% g)@(é _03> :>Eig(A;1)_R<‘I)). (_:1)’ g)@(é _02) ;»Eig(A;2)_RG>.

0 -1 1
-2t 3 -1 1 -1 1
=—t(t?—t)+3(t—-1)—2(t—1)=—(t—1)(t* —1) = —(t — 1)%(t + 1). Eigenwerte: \; =1 und Ay = —1.
Eigenraume:
-1 -1 1\ (11 -] T 1 0
M=1(-3 =3 3|2 (0 0 o0 |, Eig41)={ a2 | :z1422—25=0}=span(| 0], [ 1])
—2 -2 2 00 0 T3 1 1
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
No=-1:[-3 -1 3|20 -4 6|20 2 -3],
—2 -2 4 0 —4 6 0 0 0
T 1
Eig(A;=1)={| @2 | 121 — 224+ 23=0& 220 — 323 =0} =R | 3
I3 2
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A1 0
Abkiirzung. Diag(Ay, ..., An) = (Nidsj)i; =
0 An
Lemma 11.5.
(a) Seien f € End(V), (v1,...,v,) eine Basis von V und Ay, ..., A\, € K. Dann gilt:

M(f) = Diag(Ai, ..., \n) <= Vj e {l,..,n}(v; ist Eigenvektor von f zum Eigenwert A; ).
(b) Seien A, S € K™*" wvq,...,v, # 0 die Spalten von S und Ay, ..., A\, € K. Dann gilt:

A-S = S-Diag(M1, ..., \n) <= Vj € {1,..,n}(v; ist Eigenvektor von A zum Eigenwert J;).
Beweis:
(a) Nach Definition von M(f) gilt: M_(f) = Diag(A1, ..., \n) < Vj e {1,..,n}(f(v;) = Ajv,).
(b) Die Behauptung folgt aus A-S = (Avy ... Av,) und S-Diag(A1, ..., A\n) = (Av1 -+ Apvp).
Definition.

Ein Endomorphismus f : V — V heifit diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von f besitzt.

Eine Matrix A € K™*" heifit diagonalisierbar, falls f4 : K™ — K™ diagonalisierbar ist.

Lemma 11.6.
(a) A€ K™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € K™*" gibt,

so daB ST'AS eine Diagonalmatrix ist.
(b) Hat f € End(V) die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ..., A, (n= dimV’), so ist f diagonalisierbar.

Beweis :

(a) “=7: Sei (v, ..., v,) eine Basis aus Eigenvektoren von f4 und seien Ay, ..., A,, die zugehorigen Eigenwerte.
Fiir S := (vy ... vy) gilt dann: A-S = S-Diag(\1, ..., A) (nach 11.5b) und S invertierbar (nach 5.14).

“<": Sei S = (v1 ... vy,) invertierbar und S~'AS = Diag(\y, ..., \,). Dann ist (vy,...,v,) eine Basis von
K™ (nach 5.14), und nach 11.5b gilt: v; ist Eigenvektor zum Eigenwert A; (j =1,...,n).

(b) Fiir j =1, ..., n sei jeweils v; ein Eigenvektor von f zu A;. Dann ist (v1,...,v,) nach 11.2a eine Basis.

Satz 11.7.

Sind Ay, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von f € End(V) und ist dim(V') < oo, so sind dquivalent:
(i) f diagonalisierbar

(ii)) V =Eig(f; M) @ ... @ Eig(f; Ax)

(iii) dim(V) = dimEig(f; A1) + ... + dim Eig(f; Ax).

Beweis :

1. (i) & V besitzt Erzeugendensystem aus Eigenvektoren < V = Eig(f; A1) + ... + Eig(f; Ax) L2 (ii).

2. Sei U; := Eig(f;\;) und U := Uy + ... + U. Nach 11.2 und 4.12 (Korollar) gilt dann U =U; @ ... d Uy,
4.10b

und dim(U) = dim(U;) + ... + dim(Ug). Folglich: (ii) & V=U & dim(V) = dim(U) < (iii).
Definition. Ist A Eigenwert des Endomorphismus f : V' — V, so definiert man:
Geometrische Vielfachheit von A := dim(Eig(f;\)),

(Vielfachheit von A als Nullstelle des

algebraische Vielfachheit von X := pu(Pr; A) charakteristischen Polynoms von f)
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Satz 11.8.

Ist dim(V) =n < co und f € End(V), so gilt:

(a) Fir jeden Eigenwert A von f ist dimEig(f;\) < p(Py; A).

Das charakteristische Polynom Py zerfallt in Linearfaktoren und

(b) f diagonalisierbar <=
dim Eig(f; A\) = pu(Pr; A) fiir jeden Eigenwert A von f.

Beweis :
(a) Wir wéhlen eine Basis 7 := (v1, ..., v,) von V, so dafl (v1, ..., v;) Basis von Eig(f; A) ist. Sei A := M_(f).
A 0 A—t 0
Darm A= | 0 A , A—-tE,= 0 A—t mit A’ € Kn—kxn—k
0 A 0 A —t-E,_j

Es folgt Py = det(A—t-E,,) = (A\—t)F-det(A’'—t-E,,_x) = (A\—t)¥- P4, und somit dimEig(f;\) =k < p(Py; A).
(b) Seien Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von f (i.e. Nullstellen von Py), und sei p; := pu(Pf; A;).
Nach 10.11 ist Py = (t — Ay)** - ...« (t — Ap)"* - g und somit n = deg(Py) = p1 + ... + i + deg(g).

Daraus folgt: (1) p1 + ...+ pup < n,

)
(2) Py zerfallt in Linearfaktoren <= n = pq + ...+ ug.
)

Nach 11.7 gilt: (3) f diagonalisierbar <= n =4d; + ...+ dg, wobei d; := dim Eig(f; \;).

(2)__,;3

Aus (1)-(3) und (a) folgt die Behauptung: “<”: Py zerfallt und d; = p; ) f diagonalisierbar.

. 3),(a),(1 a
‘=7 fdlag.()(:g() n=d+..+dpx <pp1+...+u<n (:>) n=yp+ ...+ und d; = p;.

Bemerkung.

Ist A € K™*" eine darstellende Matrix von f € End(V), so gilt dimEig(f;\) = dim Eig(A4; ).
Beweis: Sei A = M_(f). Wie man leicht sieht, gilt dann Eig(f; \) = ®5(Eig(4;\)).

Definition.

A, B € K™*" heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix S mit B = S~1AS gibt.

Lemma 11.9.
(a) “dhnlich” ist eine Aquivalenzrelation auf K™*™.
(b) A,B e K™ " sind genau dann &hnlich, wenn es eine Basis ¥ von K™ mit B = M_(f4) gibt.
(¢) Zwei Matrizen sind genau dann &hnlich,
wenn sie darstellende Matrizen desselben Endomorphismus sind.
(d) Sind A, B € K™*™ dhnlich, so ist rang(A) = rang(B), det(A) = det(B) und P4 = Pg.
(e) Eine Matrix A € K™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.
Beweis:

(a) klar. (b) Satz 6.4. (c) Korollar zu Satz 6.6. (d) Lemma 7.2, Satz 9.14, Lemma 11.3b.
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6§12 Euklidische und unitidre Vektorrdume

Fir z =2 +iy € C sei
Z := x — iy (die zu z konjugiert komplexe Zahl),
Re(z) := z (Realteil), Im(z) := y (Imaginérteil), |z| := y/22 + y? (Absolutbetrag).

Fiir 2,21,20 € Cgilt: 21 + 20 =21 + 23, 2122 = Z1 - 22, Re(z) = %(z—i—f), Im(z) = %(z —2), |2|? = 2z,

1

und zeR&Re(z)=zeIn(z)=0&2=7%2.

Fir A = (aij)iyj € C™*™ gei A = (@)z,] e Cmxn,

Dann gilt: A+ B=A+B, AB=A-B, (At = AT, det(A) = det(A).
Im Folgenden werden wir ausschliefilich Vektorrdume iiber den Kérpern R oder C betrachten und meist K
anstelle von R oder C schreiben. Um Verwechslungen mit dem konjugiert Komplexen zu vermeiden, werden

wir Basen von jetzt an mit @, 9, w (statt u, v, w) bezeichnen.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung o : V x V' — K heifit Sesquilinearform, wenn fiir alle
v, v, w,w €V und X\ € K gilt:

(S1) o(v+v,w)=0c(v,w)+ o, w) und o(lv,w) = Ao (v,w),

(S2) o(v,w+w') =o(v,w) +o(v,w) und o(v, \w) = Ao (v, w).

Im Falle K = R gilt stets A = ), und man spricht dann auch von einer Bilinearform o.

Man bezeichnet o als nicht-ausgeartet, wenn gilt:

() YVveVVweV(o(v,w)=0)=v=0) und (i) Vw € V(Vv € V(o(v,w) =0) = w = 0).

Definition. Eine Sesquilinearform o : V x V — K| fiir die gilt Vz,y € V(o(z,y) = o(y,x)), wird im
Falle K = R als symmetrische Bilinearform (kurz sBF) und im Falle K = C als Hermitesche Form (kurz
HF) bezeichnet. Fiir solche Formen verwendet man anstelle von o(z,y) héufig auch die Notation (z,y).

Insbesondere gilt dann o(z,z) = (x,z) € R fir alle z € V.

Beispielsweise definiert K” x K* — K, (2,y) — x% -5 = 3" | x; - 7, eine nicht-ausgeartete sBF bzw. HF.
Eine sBF bzw. HF o : V x V — K heifit positiv definit, wenn o(xz,x) > 0 fir alle x € V' \ {0} gilt. Man
spricht dann auch von einem Skalarprodukt auf V und nennt das Paar (V, o) im Falle K = R einen euklidischen

Vektorraum, sowie im Falle K = C einen unitdren Vektorraum. Die oben betrachtete Form K" x K" — K,

(z,y) — z% - 7 ist ein Skalarprodukt auf K", das so genannte kanonische Skalarprodukt.

Achtung! Es kann o(v;,v;) > 0 fiir alle Vektoren v; einer Basis sein, ohne dafl o positiv definit ist.
[Beispiel: 0(<x1> ) ot ) == T1y1 — T2y2]

T2 Y2
Beispiele.

Der Hilbertsche Folgenraum ¢* = (V,0) mit V := {(z;);en € RY : 377 2? < 0o} und o(z,y) 1= > oo iy
ist ein euklidischer Vektorraum; ebenso der Raum Cf0,1] aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R mit

punktweiser Addition und Skalarmultiplikation, und dem Skalarprodukt o(f,g) := fol f)g(t)dt.
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Zum kanonischen Skalarprodukt im R?

Fiir z € R” (n = 1,2,3) ist |z = /(z,2) = Y., 7 die Léinge des Vektors x bzw. der Abstand des Punktes
x vom Nullpunkt. — Sei jetzt 0 # = = (i;) cR?2und 0 #£y = (g;) € R2.

Ist a; € [0, 7] der Winkel zwischen e; und z, so gilt: 21 = ||z||- cos a, und o = ||z|- sin a,.

Ist ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen « und y, so gilt ¢ = |, — a| und somit
x +x x,
(1) cos(p) = cos(ay — ) = COS Qg COS yyy + sin g sin oy, = LWL T 1202 (. v) ,
]Il ]Il

(2) {(xz,y) =0 < cos(p) =0 & p= g < x,y senkrecht zueinander,

(3) llz =yl = llz]* + llyllI* = 2cos(@)lzl|lyl| (Cosinus-Satz)

[Beweis von (3): [|lz — y[* = (& —y,z —y) = (v,2) = 2(w,9) + (v, 9) = [[2]* + [ly]|* — 2cos() [ z]l[|y] ]

Vereinbarung.

Soweit nichts anderes gesagt wird,

sei V' im folgenden stets ein euklischer bzw. unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Definition.

1. ||v]| :== v/ (v, v) heifit die Norm (oder Ldnge) von v € V.

2. v,w € V heilen orthogonal (oder senkrecht) zueinander (geschrieben vl w), falls (v, w) = 0.

Lemma 12.1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle v,w € V gilt: (i) |[{(v,w)| < ||v||-[|lw], (i) [{v,w)| = ||Jv|-|w|| < v,w linear abhéngig.
Beweis:

(v, w)
w, w)

. Dann gilt: (%) (v — Aw,w) = (v,w) — Mw,w) = 0.

Ferner gilt 0 # v — Aw und somit 0 < (v — Aw, v — Aw) © (v —Aw,v) = (v,v) — ANw, v).

1. Seien v, w linear unabhéngig. Setze A :=

—~

Daraus folgt 0 < (v, v)(w, w) — (v, w){w,v) = ||v]|?||w]|* = (v, w) (v, w) und weiter |{(v,w)| < |Jv]| - ||w].

2. Tt w = av, 50 |(v,w)| = |al(v, v) = Jal o[> "= o] ]|

Definition.

Wegen 12.1(i) kann man im Fall K = R fiir v,w € V' \ {0} definieren: < (v,w) := arccos m € [0, ).
Dann ist (v, w) = ||v||-[|w]||- cos < (v, w).

Lemma 12.2.

(a) Die Abbildung V' — Ry, v — ||v|| ist eine Norm, d.h. es gilt
(i) fvll=0 < v=0,
(i) ||IMv|| = [A]|Jv]| fir alle A € K,
(iii) v+ wl| < flofl + [lw]-
(b) Die Abbildung d: V xV — Ry, d(v,w) := ||[v — w|| ist eine Metrik, d.h. es gilt
(i) dv,w)=0 & v=uw,
(ii) d(v,w) = d(w,v),
(iil) d(v,w) < d(v,u) + d(u,w).
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Beweis:
(a) (1) Klar. (i) M| = /Ow, o) = /AN (v, 0) = |A[y/(0,0) = |A] - ||v].
()

(1) [lv + wl* = (v +w,v + w) = (v,0) + (w,w) + (v, w) + (w,v) = [[]|* + [w[* + (v, w) + (v,w) <

< ol + [lwl® + 2lv]l-wll = (ol + wl)? () (v,w) + v, w) = 2Re((v, w)) < 2w, w)| < 2|Jv]|-[w].

(b) (i) v —wll =l = (w—o)| =1+ |lw—wvl. (i) lv—wl=(v—-u)+ (u-w)]<|v—ul+[u—w]
Lemma 12.3.

Fiir alle v, w, vy, ...,v € V gilt:

(@) [lvr + ...+ vl = |lor|* + ... + [lvg]|?, falls v; Lo; fiir alle 1 < i # j < k.

(b) viw = (v,v+w) = |jv|

(c) vi(w—v) = (v,w) = |jv|>*

Beweis:

@) [lor + ..+ oel? = (O v X vid = 3 (v vy) = Y0 (v, vi).

1<i,j<k
(b) (v,v £ w) = (v,v) £ (v,w). (¢) {v,w) = (v,v+ (w —v)).
Definition.
Seien vy, ...,v; € V.

(v1, ..., V) heift Orthogonalsystem (OGS) : <— {Ul’ -+ U 0 und (v, v5) = 0 fiir .

alle 4,7 € {1, ...k} mit i #
(v1, ..., vg) heiit Orthonormalsystem (ONS) : <= (v;,v;) = 0;; fur alle ¢, € {1, ..., k}.
(v1, ..., vg) heiBt Orthonormalbasis (ONB) von V' : <= (vy,...,vx) ist ein ONS und zugleich Basis von V.

Bemerkung. Die Standardbasis des K™ ist eine ONB.

Lemma 12.4.

(a) Jedes OGS (vy,...,v;) ist linear unabhéngig.

(b) Ist (v1,...,v,) eine ONB von V, so gilt v = i (v, v;)v; fiir jedes v € V. (Entwicklungsformel)
Beweis: -

(a) Zle av; =0 = (Zle a;v;,v5) =0 = Zle a;(vi,v;) =0 = a;{vj,v;) =0 = a; =0.
(b) Sei v =37, a;v;. Dann (v,v;) = >0 | @ (vi, v5) = ;.

Folgerung. Ist o = (v1,...,v,) eine ONB von V und f € End(V), so gilt M;(f) = ((f(v;),v)))

i5=1,n’
Definition.
Fiir M CV sei Mt :={zeV:Vye M(xLly)}. Dann gilt: M LM*L.

Ist M ein Untervektorraum, so heiit M+ das orthogonale Komplement von M.

Lemma 12.5.

Fiir beliebige Teilmengen M, N von V gilt:
(a) M+ ist ein Unterraum von V.

(b)) M C N = Nt C ML

(c) M+ = span(M)*.

(d) M C (ML
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Beweis:

(@)v,we M+ &ANecK=VyeMuvly& wly)=Vyec M+ w Ly)=v+Iwe Mt
(b)ve Nt = Vye N(vly) MEY Vy e M(vly) = ve M,

(c)ve Mt & M C {v}t @ span(M) C {v}+ & v € span(M)*.

(d)veM = Ve e Mt (zlv) = ve (ML

Definition.
Zwei Unterrdume U, W C V heilen orthogonal (in Zeichen U LW), falls (v,w) =0 fiir alle u € U, w € W.
Eine Summe Uy + ... + Uy von Unterrdumen U; heiBt orthogonal, falls U; L U; fir i # j.

Lemma 12.6.

(a) Jede orthogonale Summe ist direkt.

b)Y V=UasW&UIW = W=U' & U= (UH)" .

Beweis :

(a) folgt aus 12.4a (genauso, wie 11.2b aus 11.2a).

(b) 1. W C U+: trivial.

2. ULt CW: SeiveUt. Dannv=u+wmit u € U und w € W.

Es folgt 0 = (u,v) = (u,u) + (u,w) = (u,u), also v = 0 und somit v =w € W.
3. Aus Symmetriegriinden gilt auch U = W= und folglich U = (U+)+.

Definition.
Ist V=U @ U, so sei pr; die zu dieser Zerlegung gehérige Projektion von V auf U (vgl. 5.11), d.h. pry; :
V — U ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit Vz € U(pry (z) = ) und Vo € UL (pry(z) = 0).

Man nennt pr;; (v) die orthogonale Projektion von v auf U, und v — pry;(v) € U+ das Lot von v auf U.

Lemma 12.7.

Ist U ein Untervektorraum von V und (vy, ..., vy, ) eine ONB von U, so gilt:

V=U®U" und pry(v) = 0% (v,0;)v; fiir alle v € V.

Beweis :

Fir v € V sei f(v) := Y00, (v, v3)v;.

Dann gilt f(v) € U und (v — f(v),v;) = (v,v;) — > it (v, v:){vs, v) = (v,v;) — (v,v;) =0 fir j = 1,...,m,
also v — f(v) € Ut und folglich v € U + U~+. Damit haben wir bewiesen, da8 V = U @ U~ ist und f, idy —f

die zu dieser Zerlegung gehdrenden Projektionen sind, d.h. insbesondere f = pry;.

Lemma 12.8.

Sei U ein Untervektorraum von V mit V = U @ U~. Dann gilt fiir alle v € V:

I+ llo = pry (v)]%.

(a) v —pry(v)Lpry(v) und folglich [[v]* = [Jpry (v)
(b) pry(v) #uelU = [lv—pry@)] <llv—ul.
Beweis von (b): Wegen 0 # pry;(v) —u € U und v — pr;(v) € Ut gilt

lv = ull? = lv = pro (V)]I* + [Ipry (v) = ul]? > |lv — pry (W)
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Satz 12.9. (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).
(a) Sei (wi,...,wi—1) ein ONS in V und v € V' \ W, wobei W := span(wy, ..., wi_1).

Sei ferner w := v — pry,(v) (das Lot von v auf W) und wy, := ﬁ
w
Dann ist (wy, ..., wx) ein ONS und span(wy, ..., wg) = span(wy, ..., Wk_1, V).
w) k-1
7=, wobel wy, == v — > (v, wi)w.
([wyll i=1
Dann ist (wy, ..., w,) eine ONB von V und fiir k = 1, ..., n gilt span(vy, ..., vx) = span(wy, ..., wg).

(b) Sei (v1,...,v,) eine Basis von V, und sei fiir k = 1,...,n: wy :=

Beweis:

(a) Nach 12.7ist V = W @ W+, also ist pry, definiert und pry, (v) € W, sowie w = v —pry, (v) € WL. Wegen
v ¢ W ist auBerdem w # 0. Es folgt wy, € W und ||wg|| = 1. Folglich ist (w1, ..., wy) ein ONS.

Aus wy, = ”71”(11 — pry (v)) und pry(v) € W folgt wy, € span(wy, ..., wr—1,v) und v € span(wy, ..., wy) und
somit span(wy, ..., wg) = span(wy, ..., Wg_1, v).

(b) Mittels (a) zeigt man durch Induktion nach k, da§ (wy, ..., wy) ein ONS mit

span(wy, ..., wx) = span(vy, ..., vg) ist.

Korollar.

(a) Ist dim(V) < oo, so besitzt V eine ONB, und jedes ONS in V kann zu einer ONB von V ergénzt werden.

(b) Fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V gilt V =U @ U+,

Beweis: (a) Sei 4 = (v1,...,0m) ein ONS in V. @ ist linear unabhéngig, kann also zu einer Basis von
(v1,...,v,) von V erginzt werden. Aus dieser erhdlt man mittels 12.9b eine ONB (wq, ..., w,) von V. Wie
man leicht sieht, gilt fir i =1,...,m w; =v;. (b) folgt aus 12.7 und 12.9.

Im folgenden sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitarer Raum und

U, W seien Untervektorraume von V.

Bemerkung. Nach Lemma 12.6b und Korollar (b) zu 12.9 gilt: V =U @ U+ und (UL)+ =U.
Definition.

Fiir @ # M, M’ C V definiert man den Abstand von M und M’ durch

dM,M") :=inf{||lz —y|| :z e M &y e M'}.

Fiir g € V sei d(q, M) := d(M, q) := d(M,{q}) = inf{||x — q|| : = € M}.

Lemma 12.10.

Sei M =p+Uundseige V.

Der Punkt £ := p + pry; (¢ — p) heifit dann der Fupunkt des Lotes von ¢ auf M. — Es gilt:

(a) £€ M und ¢—{=pry.(q—p)

(b) Vo e M\{{}g—2 ¢ U" & |lg— 1| < |lg - =)

() dla,M)=lla—tll = (lg = pl* — llpry (¢ — p)|*)7

Beweis :

(a) Nach Definition von pry; gilt pryy(¢ —p) € U und ¢ — € = (¢ — p) — priy(¢ — p) = pryL(q — p).
(b) 1. Sei # € M mit g —x € U+. Dann gilt g —p=(¢—2) +(r —p) mit g—z € ULt und x —p € U.
Folglich x = p+ (x —p) = p+ pry(g — p) = L.
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2. Seil#x € M. Dann 0 < ||[{—x|| und {—x € U, g—¢ € U*. Esfolgt ||g—£||> < ||g—£|*+||f—=|? = |[g—=| >
(c) d(q, M) = ||g — £|| folgt aus £ € M und (b). Die zweite Gleichung folgt aus (a) und 12.3a.

Lemma 12.11 (Abstand zweier affiner Unterrdume)
(a) dlp+Uq+W)=d(p—q,U+W)=|pruiw)L—9l-
(b) Fira€p+U und b € g+ W sind dquivalent:
D) dp+Uqg+W)=lla=bll, (i)a—beU+W)*, (i) a—b=pry w(p—q).
(¢) a,d €ep+U&bl cqg+W&ka—bad -bVecU+W)L&UNW={0} = a=d &b=V.
(d) Esgbtaep+Uundbeqg+W mita—be (U+ W)=,

Beweis :

@ {z—y:zep+U&ycqg+Wi={p—u)—(g+w):uecU&weW}t={(p—q) —v:veU+W}
Folglich d(p + U,q + W) = d(p — ¢,U + W) "= [lpry sy (0 — 0)|-

(b) Es gilt [prawy: (0 — )l 2 dp+ Usg+ W) = da+ b+ W) 2 [lpry s (a — b))l

Folglich: d(p+U,q+ W) = [la —b]| & prswy. (a—b)| = lla—b] "B a—be (U+W)",

Ferner gilt (p —q) — (a —b) € U+ W und deshalb (a—b:pr(U+W)L(p—q) & a—bG(U—i—W)J-).
(c) Mit (b) folgt @ — b= priwye(¢—p) =a' — b und somit a —a’ =b—-b' € UNW = {0}
(d)Seia=p—-—vundb=qg+wmituecU&weW &u+w=pry, wp—q).
Danmna—b=p—u—q—w=(p—q)— (u+w) € U+W)",.

Lemma 12.12.

Fiir U,H CV und n = dim(V) < oo gilt:

(a) U ist UVR der Dimension dim(V) -1 <= 3cc V\{0}(U = {c}*).

(b) H ist Hyperebene <— 3Jce V\{0},a e K(H={2 €V :{x,c) —a=0}).

Beweis:

(a) Esist V=U@@ U™, also n = dim(U) 4+ dim(U*) und U = U++.

dim(U)=n—-1 & dim(U+) =1 & Jcc V\{OH UL =Kc) & Fe e V\{0}(U = (Ke)t).

(b) H Hyperebene & H =p+ U mit dim(U) =n—1 @ Ip,ceV(e#0& H=p+{c}t) &
< dp,ceV(c#0& H={x:{(x—p,c)=0}) < Ip,ceV(c#0& H={x: (x,¢c) — (p,c) =0})
Bemerkung.

Ist H={r €V :(r,c) —a=0} mit c#0,s0 H= XA+ {c}* mit/\::ﬁ.

Ist |||l = 1, so nennt man ¢ (x,c¢) —a =07 die Hessesche Normalform der Hyperebene H.

Lemma 12.13 (Abstand eines Punktes zu einer Hyperebene)

Ist H={x €V :{(x,c) —a =0} mit ||c|| =1, so gilt fiir jedes ¢ € V: d(q, H) = |{(q,¢) — a.
Beweis:

Esist H=ac+ U mit U = {c}*+, U+ =K.

Nach 12.10 gilt mun d(g, H) = g — €] = llpry (¢ — ac)|| = [{g — ac,)| = (g, ) — al.
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Bemerkung. (Schnittpunkt von Gerade und Hyperebene)
Ist die Gerade G = p + Ko nicht parallel zur Hyperebene H = {z : (z,c¢) — a = 0},
soist s:=p— w-v der Schnittpunkt von G und H.

(v,¢)

Beweis: G nicht parallel zu H = v & {c}t = (v,¢) #0& (s,¢) —a = (p,c) — w(v,c) —a=0.

(v,c)
Definition (Spiegelung an einer Hyperebene).
Fiir a € V mit [ja]| =1sei sy, : V =V, sq(x) := 2z — 2(z, a)a.
Offenbar ist s, die Spiegelung an der zu a senkrechten Hyperebene {a}*.

Lemma 12.14.
Fiir a € V mit |ja]| =1 gilt:

(a) s, ist lineare Abbildung mit s,(a) = —a und s,(z) = = fiir alle z € {a}*.
(b) Ist v = (v1,...,upn—1,a) eine ONB von V, so gilt M;(s,) = <§ 01>.
(¢) sqos, =1id.
(d) det(s,) =—1.
Beweis: (a), (b) klar. (c),(d) folgen aus (b).
Das Vektorprodukt im R3
Schreibweise: |A| := det(A).
Definition.
T Y1 T2Y3 — T3Y2
Firz= |22 | ER3undy= |y | €ER¥seiz xy:=| 2391 — 2193 (Vektorprodukt)
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1
€1 €2 €3 o I3 Tr1 I3 rT X2
Merkregel: zxy=|x1 22 x3|=¢€ -
& Y ' 2 ' Y2 Y3 Y1 ys ° Y1 Y2

Y1 Y2 Y3
Rechenregeln. Fiir z,z’,y,y', 2 € R3 gilt:
x1) (z4+a)xy=zxy+z xuy,

X
[\

(

( zx (y+y)=zxy+zxy,

(x3) Maxy=ANzxy) =z x My,

( Yyxzr=—-xrXy,alsozrxz=0,

( zxy=0 & z,y linear abhangig,
T1 Ty I3

(x6) (xxy,z)=|y1 Y2 Y3l
Z1 Z9 zZ3

(x7) (zxy,z)=(xxy,y) =0,
(x8) [l x yl* = ll=|*lyll* = (z,y)?,
(x9) Mz xyll = [z - [ly[l - sin % (@, y).
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Beweise:
(x5) “&”: zx Az = Mz x x) = 0. “=": z,y linear unabhéngig = rang <x1 2 a:3> =2 =

Y1 Y2 Y3
dimspan(<x1> , <I2> , (xg)) =2 = o.EdA. (<$1> , (@)) lin.unabh. =
Y1 Y2 Y3 Y1 Y2

Ty T2
Y1 Y2
Tr1 T2 X3
=Y Y2 Y3
Z1  Z2 Z3

r1 X3
Y1 Y3

r1 T2
Y1 Y2

T2 X3
Y2 Y3

(x6) (& x y,2) = 21 -

(x7) folgt aus (x6)

(x8) llzlPP[lyll* — (,9)* = (21 + 23 +a3) - (y§ + y3 +y3) — 2Tyf — 23y3 — 23y3 — 2x191 222 — 201Y123Y3 —
2aay213ys = T3Y3 + 235 + 23y + 2TY3 + a3 + 23Y7 — 272yswaye — 223y171Ys — 221 Yew2y1 = |z X y|?
(x9) Sei ¥ :=< (x,y). Nach Definition ist ¢ € [0, 7] und somit sin¢ > 0.

lz %yl = llz*yll* = (z,9)* = llPPllyl* — lz|*[yl|* cos® & = [|z[*|yl|* (1 — cos® ¥) = [|||*[ly[|* - sin® ¥.

Lemma 12.15.

uwweERI&v=uxw#0&c= I+ pw = )\:%

Beweis: ¢ x w = Au xw) & u x c= pu(u x w) = (cxw,v) = Nv|* & (u x ¢,v) = pllv

(u X ¢,v)

und 4=

[

Lemma 12.16.
Seien G = p 4+ Ru, G’ = ¢ + Rw Geraden im R3. G, G’ seien nicht parallel, d.h. v := v x w # 0 und
RuNRw = {0}. Nach Lemma 12.11 gibt es eindeutig bestimmte Punkte a € G, b € G' mit d(G,G’) = |la—1||.

<U} X ”(p”_QQ)’ 'U>’ W= <u X ﬁp_Q)’ 'U>.

Behauptung: a = p+ Au und b = ¢ + pw mit A =
Beweis:

Nach 12.11 ist zu zeigen: prgyirw): (P —q) = (p+ Au) — (¢ + pw).

Sei ¢ := prryre (P — ¢). Nach 12.15 ist dann ¢ = (=\)u + p/w mit N = %7”02’1» und ' = %

Wegen Rv = (Ru + Rw)* gilt andererseits ¢ = (p — q) — prg, (p — ) = p — ¢ + awv fiir ein @ € R, und folglich
(w X ¢,v) = (w x (p—q),v) + (w X (av),v) = (w x (p—q),v), sowie (u X ¢,v) = (u x (p—q),v).

Somit pr(gyyru)t (P —¢) =p—q—c=(p+Nu)— (¢4 p'w) = (p+ Au) — (¢ + pw).

Definition (Gramsche Determinante)
(v1,v1) ... (v1,Um)
Fir vy, ..,V € Vsei  G(v1,...,0p,) := det _ :
<Uma U1> e <Uma Um)
Ist U ein Untervektorraum von V und @ = (uq, ..., Uy, ) eine ONB von U, so definiert man
dety : U™ — K, detg(v1, ..., vn) := det(®5 1 (v1) ... 5" (vm)).
Die Abbildung det; : U™ — K ist multilinear (d.h. linear in jedem Argument) und alternierend (d.h.
dety(v1,...,vm) =0, falls 3,5 € {1,....m}(i # j & v; = v;)).

Ist (v1,...,vn) linear abhéngig, so G(v1,...,vm) = 0.
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Lemma 12.17. Sei (v1,...,v,,) linear unabhéngig in V.

(a) G(vi,...,v) = |detgz(vy, ..., v,)|?, falls @ eine ONB von span(vy, ..., Uy,).

(b) Ist (v1,..., ) ein OGS, 50 G(v1, ..., V) = [|U1]|? - ... - [[om |2

(¢) 1<i#j<m = Gv1,...;0-1,0 + ANV}, Vig1, ..., V) = G(V1, ..., Um).

Beweis:

(a) Sei A = (a;;) mit v; = Y, a;u;. Dann ist detg(vi, ..., vm) = det(A) und a;; = (vj,u;) (weil « ONB).
Ferner gilt (vi,v;) =3, , auiluj0uw = 32, avilyy, also ((vi,v5))i; = A . A und deshalb

G(1y ey V) = det((vi, vj>)i,j = det(At)det(Z) = det(A)det(A) = |det(A)|>.

(b) Sei u; := ||v;||"tv;. Dann ist @ := (uy, ..., u,,) eine ONB von span(vy, ..., v,,) und folglich

detg(v1, .oy vm) = |lU1]l -+ [Jom]| - detg(ur, ooy ttm) = ||v1]| - - - ||om ||, woraus mit (a) die Behauptung folgt.

(c) Seii=1. G(vi + A\vj, va, ... V) = |deta(v1 + Avj, v, ooy v ) |2 = |deta (V1 ey v) | = G(V1,4 oy V).
Abkiirzung. vol(v1, ..., V) := \/G(V1, ..y Um)

Lemma 12.18.

(a) wol(v1) = /et ({or, or)) = [l .

(b) wol(vy,v2) = [[v1]l - [Jvz|| - sin  (v1, v2).

(¢) vol(vy,...,;vm) = vol(vi, ..., Um—1) - ||U}, ||, wobel v}, := vy, — pryy(ve) mit U := span(vy, ..., Um—1)
Beweis:

(a) vol(v1) = /det({v1,v1)) = [Jv]].

(b) Mit o :=< (v1,v2) € [0, 7] gilt:

vol(vy,v2) = ([ur|? - [loal|* = (v1,02)*)!/2 = ([[or|*[oall* = Joall[lv2]® cos® @)/ = Jlun | - 2| - sin .

(c) Fall 1: (v1,...,0m—1) lin. abh.: Dann vol(vy,...,vy) =0 =wvol(v1, ..., Vm—1).

Fall 2: v, € span(vy,...,vm—_1): Dann vol(vy,...,vy) =0 und v/, = 0.

!

Fall 3: (v1,...,0,) lin. unabh.: Sei @ = (uy, ..., um—1) eine ONB von U und u,, := |[v},|| 10!,

Dann ist @ := (uq, ..., 4y, ) eine ONB von span(vy, ..., vy) = span(vy, ..., Un_1, U, )-

Ferner vol(vy,...,0m—1) = |det(A)|, wobei A = (a;;) € K™~1*m=1 mit v; = Z;’;}l ai;u; (j=1,...,m—1),
sowie vol(vy,...,Um) 1247 vol(vy,...,vm—1,v),) = |det(A")], wobei A’ = 61 ||U9 |> (wegen v, =
m

[l ||+ tm). Folglich vol(v1, ..., vm) = |det(A)] - [|vl, ]| = vol(vi, ..., Vm—1) - ||UL,]]-

Bemerkung. Ist (v1, ..., v ) linear unabhéngig., so nennt man vol(vy, . .., vy, ) das (m-dimensionale) Volumen

des von vy, ..., v, aufgespannten Parallelotops.
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§13 Sesquilinearformen und Matrizen; die adjungierte Abbildung
Definition.

Ist V ein K-Vektorraum mit Basis © = (vq, ..., v,) und o eine Sesquilinearform auf V',
so nennt man Mg (o) := (U(Ui’vj))i,j € K=" die darstellende Matriz von o bzgl. v.

Bemerkung.

(1) Firz= (21 ... 2,)* € K" und y = (y1 ... yn)® € K" gilt offenbar

o (D2 ivi, D Yivi) = D2, o (03, 05)T5 = 2% My (0)-7.
(2) A,BeK™" &Va,y e K'(2*Ag=2"By) = A= B. [zum Beweis: ef A = a;;]

Lemma 13.1.
Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis ¢ = (v1, ..., v,), und sei
Sesq(V') die Menge aller Sesquilinearformen o : V x V' — K. Dann gilt:
(a) Die Abbildung Sesq(V) — K™"*", o — M (o) ist bijektiv.
(b) o € Sesq(V') ist genau dann eine sBF bzw. HF, wenn M (c) = M, (o) ist.
(¢) Fir o € Sesq(V) sind dquivalent:

(i) YveV(Vwe V(o(v,w)=0)=v=0),

(ii) Yw e V(Vv € V(o(v,w) =0) = w =0),

(iil) detM;(o) # 0.
Beweis :
(a) injektiv: My(o) = My(1) = o(vi,v;) = 7(vs, v5) (i, )) gy o(v,w) =7(v,w) (Yo,w € V).
surjektiv: Sei A = (a;;) € K"*".
Dann wird durch o(3; zivi, >, yivi) == >, ; 70,575 eine Sesquilinearform o mit Mz (o) = A definiert.
(b) Sei A := M;(0). Dann gilt Vz,y € K" (m = yv Az =2t Ztg) und folglich:
Vo, w € V(o(v,w) = o(w,v)) & Yo,y € K'(a¥Ay =yt AT) & Va,y € K" (2T Ay = o® Ztg) o A=A"
(c) Wir zeigen nur —(7) < —(iii). Sei A :== M;(o). Jv e V\{0}Vw € V(o(v,w) =0) < Jz € K"\ {0}
Vy € K" (2* A7 = 0) & Jz € K*\ {0}(2*A = 0) & fu nicht injektiv < det(A%) =0 < det(A) = 0.
Lemma 13.2 (Transformationsformel).
Sei V ein endlichdim. K-Vektorraum mit Basen 9, w, und sei S := MY (idy/) die zugehérige Transformations-
matrix.  Fiir jede Sesquilinearform o auf V gilt dann: M (o) = STM(0)S.
Beweis :
Es ist S = (¢;5)i; mit w; = Y, ¢;jv.  Folglich: o(wy, w;) = o(3; cikvi, ), cavi) = >, Ej ciko (Vi, V)Tl
Lemma 13.3. Sei V ein K-Vektorraum, © = (vq, ..., v, ) eine Basis von V und o € Sesq(V). Dann gilt:
(a) o Skalarprodukt <= es existiert ein S € GL(n;K) mit STM;(0)S = E,.
(b) o Skalarprodukt = detM; (o) > 0.

Beweis :
(a) “<=": Sei S = (c;;) und w; := S°r_| ¢;50;. Dann M (0) = S* M, (0)S = E,, und somit
o>, wiws, Y, yiw;) = Z” 20475 = 2%y fiir alle z,y € K”. Folglich ist o ein Skalarprodukt.
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(a) “=" und (b): Sei @ eine ONB von (V,o). Dann S := MZ(idy) € GL(n;K) und E,, = My(o) =

w

St M (0)S. Mit T := S~ folgt daraus T T = M(0); also detM (o) = det(T) - det(T) = |det(T)|*> > 0.

Satz 13.4.
Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (vy,..,v,) und sei o : V x V — K eine sBF bzw. HF.

Firr=1,...,n sei A, := (0(vi,vj))i j=1,.r. — Dann gilt:

o positiv definit <= det(A,) >0 firr=1,...,n.

Beweis:

“=": Lemma 13.3b.

“<": Sei jetzt det(A,) > 0 fur r = 1,...,n. Durch Induktion nach n zeigen wir, dafl o positiv definit ist.

L. n=1: o(Avg, Avy) = | A2 (vy,v1) = |A\|?det(Ay) > 0, falls dvy # 0.

2. n > 1: Sei U := span(vy,...,v,—1). Nach LV. ist o|U positiv definit. Nach 12.9 besitzt U eine ONB
(w1, ..., wpn—1) bzgl. |U. Ferner ist w := (w1, ..., Wnp—1, Wy) mit w, 1= v, — nz_:ll o (vn, w;)w; eine Basis von V

En— 0 ) Bleibt zu zeigen o (ws,, wy,) > 0. Nach 13.2 existiert S € GL(n; K) mit

mit M (o) = <
w 0 o (Wp, wy,)
M (o) = S*M;(0)S = ST A,S. Folglich o(wy, w,) = detM (o) = |det(S)[? - det(A,) > 0.

Die adjungierte Abbildung

Satz 13.5.

Sei 0 : V x V — K eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf dem endlichdim. K-Vektorraum V.

(a) Zu jeder Linearform ¢ € V* existiert genau ein v € V mit Vo € V(p(z) = o(z,u)).

(b) Zu jedem f € End(V) existiert genau eine Abbildung f24 : V — V mit o(f(v),w) = o(v, f*4(w)) fiir
alle v,w € V. Diese ist linear und wird der zu f adjungierte Endomorphismus genannt.

Beweis :

(a) Fiir v € V bezeichne o(-,v) die Linearform V' — K, z +— o(z,v). Ferner bezeichne 7 die Abbildung

V - V* 7(v) :=0o(-,v), und V den K-Vektorraum (V,4+, ) mit « : K x V — V, Xev := A-v. (Man rechnet

leicht nach, daf3 V tatséichlich ein K-Vektorraum ist.)

Hilfssatz. T ist ein Isomorphismus von V auf V*.

Beweis: 1. 7 linear, denn 7(v + Aew)(z) = o(z,v + Aew) = o(x,v) + o(z, \w) = o(x,v) + \o(z,w) =
7(v) + Ar(w). 2. 7 injektiv, da o nicht ausgeartet: 7(v) =0 = Vz € V(o(z,v) =0) = v =0.
3. Da V endlichdim. und jede Basis von V auch Basis von V ist, gilt dim(V*) = dim(V) = dim(V).

Nach Hilfssatz existiert zu jedem ¢ € V* genau ein u mit ¢ = 7(u), d.h. mit Vo € V(p(z) = o(z, u)).

(b) Sei w € V gegeben. Die Abbildung v % o(f(v), w) ist linear, d.h. ein Element von V*. Nach (a) existiert
genau ein w’ € V mit Yo € V(o (f(v),w) = o(v,w')); wir setzen f2d(w) :=w'.

Linearitdt von w +— f*(w): o(v, f*% w1 + Aws)) = o(f(v), w1 + Mwz) = o(f(v),w1) + Ao (f(v),w2) =
(v, [ (w1)) + Ao (v, f24(w2)) = o (v, [ (w1) + A2 (w2)) (Vv) = [ (wi + dwa) = [ (w1) + A (w2).
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Im folgenden sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).

Satz 13.6. Die Abbildung End(V) — End(V), f — f2¢ ist semi-linear. Auerdem gilt fiir alle f € End(V):

(a) (f2Had = f, d.h. (f2d(w),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V.

(b) Ker(f*d) = (Imf)* und Ker(f) = (Imf2d)+.

(c) rang(f) = rang(f").

(d) Ist & cine ONB von V' (bzgl. (-,-)), so gilt M, (f*9) = Mo (f)° fiir alle f € End(V).

Beweis :

Yo, w e VI[(f(v), > (v, f(w)) &
)

{g(v), (v,9°(w))] = Yv,w e V((f + Ag)(v), w) = (v, f*!(w)) +
Mo, g*(w)) = (v, £*4(w) + Ag™!(w))]

w) = (v, g*
= Yw € V[(f +Ag)*!(w) = (f** + Ag**)(w)].
a) (f*4(v), >=<’w frdw) = (f(w),v) = (v, f(w)).

b) w € Ker(f*!) & f*4(w) = 0 & Yo((v, f*4(w)) = 0) & Yo((f(v),w) = 0) & w € Im(f)*.

c¢) dim(Imfad) = n — dimKer(f2!) = n — dim((Imf)*) = dnnIm( ).

Q) () = (4 0),00), 2 (o 1), = (Fo),,- Malh) =0 ((fwi)v)

)

/_\A/_\,_\

Definition. Ein Endomorphismus f : V — V heit normal, wenn f o f2d = fad o f gilt.

Satz 13.7. Fiir jedes f € End(V) gilt:

(a) fmnormal <= (f(v), f(w)) = (f24(v), f24(w)) fiir alle v,w € V.

(b) f normal = Ker(f) = Ker(f*!) und Eig(f;\) = Eig(f2, ) fiir alle A € K.

Beweis :

(a) “=7: fnormal = (f(v), f(w)) = (v, f*9f(w)) = (v, 24 (w)) "= (F2(v), 24 (w)).
o, ) = (F0), fw) =), 2 w) T (0, £ w)).

(b ) L f() =0 (f(v). () =0 & <fad( ), f24(v)) =0 & f*4(v) = 0.

2. Nach 13.6 ist (f — Aid)*d = fad — Xid. Daraus folgert man, da8 auch f — \id normal ist.

Somit gilt Eig(f; \) = Ker(f — Aid) = Ker(f2d — X-id) = Eig(f2d; X).

Satz 13.8 (Spektralsatz fiir normale Abbildungen).

Es sei f € End(V) und das charakteristische Polynom P; € K[t] zerfalle in Linearfaktoren.

Dann gilt: f normal <= V besitzt eine ONB aus Eigenvektoren von f.

Beweis:

“=7: Induktion nach n = dim(V). Sei n > 1. Nach Voraussetzung besitzt f einen Eigenwert . Sei v;
ein Eigenvektor von A mit ||v1]| = 1. Dann gilt V = Kv; @ U mit U := (Kvy)*. Es gilt f(U) C U und
FUU) CU. Bew.: (x,v1) = 0= (f(2),01) = (2, f29v1)) "= (2, Xvy) = 0 und (£24(z),v1) = (2, f(v1)) =
(z, Av1) = Xz, v1) =0]. Daraus folgt, daB auch f|U normal ist. Ferner gilt Py = (A —t) - Pyy (siehe (x)).
Also zerfillt auch Py in Linearfaktoren und wir konnen die I.V. auf f|U anwenden. Danach besitzt U
eine ONB (vg, ...,v,) aus Eigenvektoren von f|U. Wegen v; LU ist dann (vy,ve,...,v,) eine ONB von V

bestehend aus Eigenvektoren von f. (*) Sei @ = (ug, ..., u,) eine Basis von U und B := M (f|U). Dann

ist ¥ := (v1,us, ..., up) Basis von V und M;(f) = (3 g) Es folgt:
A0 A—t 0
Pf—det(<0 B>—t-E)—det< 0 B_tE, >—(>\—t)~det(B—t'En1)_(>\—t)~Pf|U‘

“<”: Sei ¥ eine ONB aus Eigenvektoren von f. Dann ist D := M(f) eine Diagonalmatrix. Mit 13.6d folgt
M (f24) = D. Da D, D Diagonalmatrizen sind, gilt D-D = D-D, woraus fof2d = fadof folgt.
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Definitionen.

1. Ein Endomorphismus f : V — V heifit selbstadjungiert, falls f = f24.

—t
Ist A € K"*" g0 nennt man A die zu A adjungierte Matrix.

2
3. Eine Matrix A € K"*™ heiit hermitesch bzw. (im Fall K = R) symmetrisch, falls A = A
4

—t

Eine Matrix A € K™"*" heifit unitir bzw. (im Fall K = R) orthogonal, falls A=t = A",

Bemerkungen.

1. Ist ¥ ONB von V und f € End(V), so gilt: f selbstadjungiert <= M;(f) hermitesch.

2. A e K™ " ist genau dann hermitesch, wenn A = A%,

3. Fir A € K"*" sind folgende Bedingungen dquivalent:
— A ist unitdr (bzw. orthogonal), d.h. A - AT =A% A= E,.
- At A=E,
— Die Spalten von A bilden eine ONB von K.
— Die Zeilen von A bilden eine ONB von K'*".

4. Ist A € K™ " unitér bzw. orthogonal, so |det(A)| = 1.

Beispiel
10 5 10

A=|(5 —-14 2 Py = (10 — t)- _lé_t 11275‘5'
10 2 -11

(10 — £)[t2 + 25t + 150] — 5[5t — 75] 4 10[150 + 10¢] = (15 + )(100 — 2 + 125

)
2

5 -5 5 10 1 -1 =2
Eig(A;15) =R [ 1 |, denn: 5 =29 2 — |10 =24 12
2 10 2 —26 0 12 -6
0 1 25 5 10
Eig(4;-15) = Eig(A4;15)t =R | -2 | +R[ -1 |. [| 5 1 2
1 -2 10 2 4
_5_ 0
5 0 1 V30
1 1 1 fo . _ | L =2
(ﬁ y \/g —12 s % —; ) 1st ONB aus EV S = \/@ \/g
- 2 1
V30 VB
Lemma 13.9.

—11—1¢

~

SO Ut OO =

5 10
’*10"1415 2‘
— (154 £)(15 + £)(15 — 1).
—1 -2
2 -1
0 0
12
0 0]
0 0
15 0 0
,StAS=10-15 0
0 0 -15

Ist f € End(V) selbstadjungiert (bzw. A € C™*™ hermitesch), so ist Py (bzw. P4) von der Form

(Alft)(Anft) Hlit)\l,..

Beweis:

Nach L.11.4e und dem Fundamentalsatz der Algebra gilt Py = (A; —¢) - ...+ (A, — t) mit Aq, ..

., An € R. Folglich sind alle Eigenwerte von f (bzw. A) reell.

LA, €C

Noch zu zeigen: A\; € R (i =1,...,n). Da X := \; Eigenwert von A ist, existiert ein v € C\ {0} mit Av = Awv.
Dann A(v,v) = (Av,v) A herm. (v, Av) = (v, \v) = X{v,v) und (v,v) # 0, also A = X, d.h. A € R.
Die Aussage fiir selbstadjungiertes f € End(V) folgt mit obiger Bemerkung 1.

Satz 13.10.

(Hauptachsentransformation oder Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen)

Ist f € End(V) selbstadjungiert, so besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren von f.

Beweis: f selbstadj. = f normal 1984189 Behauptung.

73



Korollar. Ist A € K™*" hermitesch, so besitzt K" eine ONB aus Eigenvektoren von A.

Lemma 13.11.

Ist A € K™*™ hermitesch und (v1,...,v,) eine ONB von K™ mit v; € Eig(4; \;) fiir j =1,...,n,

so gilt: ST1AS = Diag(\1, ..., \,) € R™¥" wobei S := (v; ... v,) € K" und S~ = 5t

Beweis :

(11.5b) 13,9
=

Av; =Ny (j=1,...,n) S=YAS = Diag(A1,..., \n). Aj Eigenwert von A = A; € R.

Satz 13.12. (Hauptachsentransformation fiir symmetrische Bilinearformen)

Zu jeder sBF bzw. HF o auf V existiert eine ONB @ von (V, (-, -)), so dal M (o) reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis:

Sei ¥ eine ONB von V und A := M (o). Dann A = A°. Nach 13.11 gibt es eine Diagonalmatrix D € R™*"
und eine unitdre Matrix S mit gtAS = D, also CYAC = D, wobei C := (Cij)ij = S. Sei @ = (wy, ..., wy)
mit w; ;= 3, ¢;jv;. Da C unitir ist, ist auch @ eine ONB. Nach 13.2 gilt M (o) = C* M, (0)C = D.

Beispiel

Frage: Welche geometrische Gestalt hat die Menge @ := {<il ) € R?: ax? + 201120 +ax3 =1} ?
2

@

B
Py=(a—t)2—p2=(a+B—t)(a—b+t). Eigenwerte: \; =+ 8, \a =a — f.

A—)\lE: (%ﬁ fﬁ)’ (%1 :\}§<i> A_)\QE: <g g), Vg 1= <_11>

1 -1 A 0
S:(Uva)\}i<1 1); D:StAS<01 )\2>.

Q={reR?: 242 =1} ={Sy:y e R? & (Sy)tA(Sy) =1} = {Sy:y e R2 & y*Dy =1} =
2 2

* Y Y
= {y1v1 + yovo : MiyF + Aoys = 1} © {y1v1 + yovy : a—é + b—; =1}
] 0 Q 3 1 — 1
(x) Ist Ay > 0 und Az # 0, so setzen wir a := I und b := Tl

Sei A := ( g) Dann Q = {z € R? : 2% Az = 1}. Wir bestimmen eine ONB aus Eigenvektoren von A.

S

Im Fall 4 ist @ eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel, a und b sind jeweils die Hauptachsen.
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8§14 Orthogonale und unitdre Endomorphismen
In diesem Abschnitt sei V stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.

Definition.

Ein Endomorphismus f : V' — V heifit orthogonal bzw. unitir, wenn (f(v), f(w)) = (v, w) fir alle v,w € V.

Lemma 14.1.

Fiir jeden orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismus f: V — V gilt
(a) [|f(v)]] = ||v| fir alle v € V.

M) v,weV &vlw = f(v)Lf(w).

(c) f ist Isomorphismus und f~! ist ebenfalls orthogonal bzw. unitér.
Q)

(

Beweis:

Ist A € K ein Eigenwert von f, so |A| = 1.

(c) Wegen (a) ist f injektiv, also ein Isomorphismus.

Ferner (f~1(v), f~1(w)) = (f(f~1(v)), f(f~1(w))) = (v, w) fiir alle v,w € V.
(@) [loll = £ )|l = Al = Aol = |A[=1.

Bemerkung.
feEnd(V)& Yo e V(| f(w)| =|vll) = f orthogonal bzw. unitir. (Beweis folgt spéter.)

Lemma 14.2.

Fiir f € End(V) gilt: f orthogonal bzw. unitir <= f2do f =idy (d.h. f3d = f71).
Beweis:

S Yo, w((f(0), w) = (), @) = (o, f (@) = f* = f

s flof=idy = (F(o), ) = o, FAFW)) = (o, w).

Korollar. Jeder orthogonale bzw. unitdre Endomorphismus von V' ist normal.

Lemma 14.3. Sei f € End(V) und © = (v1,...,v,) eine ONB von V. Dann sind dquivalent:
(i)  f ist orthogonal bzw. unitér.
(if) M (f) ist orthogonal bzw. unitér.
(iii) (f(v1),-, f(vn)) ist ONB von V.
Beweis :
Sei A := M;(f). Nach 13.6d ist dann At = M (f24).
“i)<(ii)”: f orthog. bzw. unitar 142 fMdof=idy & A" A-E.
“O)=(i)": (f(ve), fvs)) = (vi, v5) = b5
)= (1) (FOSsmava), FOS;y5v0)) = Doy wallz (F(vi)s £(vg)) = D245 a5 (i vg) = (30, 2403, D25 Y505)-
Korollar.
(a) Ist f € End(V) orthogonal bzw. unitér, so |det(f)| = 1.
(b) Ist o = (v1,...,vy,) eine ONB von V und w; = Y"1 | ¢;;v; fiir j = 1,...,n, so gilt:
W ONBvon V <« S :=(¢;;) € K"*" ist orthogonal bzw. unitér.
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Definition.

O(n) :={A € GL(n;R) : A=' = A%} | (orthogonale Gruppe)

SO(n) :={A € O(n) : det(A) = 1} , (spezielle orthogonale Gruppe)

U(n):={A € GL(n;C): A=t = Zt} , (unitdre Gruppe)

Bemerkung.

1. O(n) ist Untergruppe von GL(n;R), SO(n) Untergruppe von O(n) und U(n) Untergruppe von GL(n; C).

2. Die Matrizen aus SO(n) nennt man auch eigentlich orthogonal.

Lemma 14.4.
Ist A € O(2), so gibt es ein « € [0, 27], so dal A = (cosa —sma) oder A = <cosa s )

sina  cos« sinae —cosa

Im ersten Fall ist f4 eine Drehung um den Winkel o und det(A4) = 1.

Im zweiten Fall ist f4 eine Spiegelung an der Geraden R- (Z?S 2 ) und det(A) = —1
2

s a— (20 ) (14
Beweis:

Sei A = (Z 2) € O(2). Dann a®> +b% =1, ¢+ d?> = 1 und ac + bd = 0. Fiir die komplexen Zahlen
z = a+ibund 2’ := d+i-cgilt daher |z| = |2/| = 1 und 22’ = (ad—bc)+i(ac+bd) = ad—be = det(A) = £1.
Fall 1: det(A) =1. 22/ =1=21?=22 = /=2 = d=a&c=-b = A= <z _ab>.

Wegen a? + b? = 1 existiert (genau) ein « € [0, 27| mit a = cosa und b = sin a.

Fall 2: det(A4) = —1. Analog zu Fall 1 folgt jetzt d = —a & ¢ =b.
Fiir den Rest siehe §11, S.58.

Lemma 14.5.

Sei A € O(3). Dann ist det(A) = £1 ein Eigenwert von A, und es gibt eine ONB ¢ und ein « € [0, 27|,
+1 0 0

sodal Mz(fa)=| 0 cosa —sina

0 sina cosa
Im Fall 41 ist f4 die Drehung mit Drehachse Rv; um den Winkel a.
Der Unterraum Rovs 4+ Rvg wird in diesem Fall Drehebene genannt.

-1 0 0 1 0 0
Im Fall —1 gilt Mj(fa)=| 0 1 0] -0 cosa —sinw
0 0 1 0 sina cosa

fa setzt sich also zusammen aus der Drehung um die Achse Rv; mit Winkel o und
der Spiegelung an der Drehebene Rvy 4+ Rus.

Beweis:

1. Wir zeigen, dafl det(A) Eigenwert von A ist: Das charakteristische Polynom von A hat den Grad 3 und
besitzt deshalb mindestens eine reelle Nullstelle A\. Man wéhle eine ONB @ = (v1, v, v3) mit Av; = Av;. Die
. g) mit € € 0(2).

Es gilt also det(A4) = A-det(C) und somit det(A) = A, falls det(C) = 1. Ist dagegen det(C) = —1, so folgt
mit 14.4, dal C und folglich auch A die Eigenwerte 1, —1 hat.

darstellende Matrix von f4 bzgl. dieser ONB hat die Gestalt
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2. Da wir jetzt schon wissen, dafl det(A) Eigenwert von A ist, kdnnen wir in 1. 0. E.d.A. A = det(A)
annehmen. Wegen det(A4) = A-det(C) # 0 mufl dann aber det(C) = 1 und damit C' € SO(n) sein. Nach

. cosa —sina
14.4 ist C also von der Form .
sina  cosa

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra zusammen mit Satz 13.8 und dem Korollar zu 14.2 folgt:

Satz 14.6.
Ist V unitdr und f € End(V) unitér, so besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren von f.

Korollar. Ist A € C™*™ unitér, so besitzt C" eine ONB aus Eigenvektoren von A.

Lemma 14.7.
Ist V euklidisch, dim(V) > 1 und f € End(V') orthogonal,
so besitzt V einen Untervektorraum W mit f(W) = W und dim(W) € {1, 2}.

Beweis:

Sei ¥ eine ONB von V und A := M;(f). Wir betrachten den Endomorphismus g : C* — C”, g(z) := Az.
Da A orthogonal ist, ist g unitédr. Sei 0 # 2z € C™" und A € C, so daf} Az = Az.

Es gibt z,y € R® mit z = x +iy. Dann gilt Av+iAdy = Az = Az = (a+if)(z+1iy) = (ax — By) +i(Bz + ay).
Wegen A € R™*"™ folgt daraus Az = ax — By und Ay = Sz + ay. Wir haben also f4(Rx + Ry) C Rz + Ry.
Daraus folgt f(W) C W fir W := &5(Rz + Ry). Da f injektiv ist, gilt sogar f(W) = W.

Satz 14.8.
Ist V euklidisch und f € End(V') orthogonal, so besitzt V' eine ONB ¢ mit
+1
+1 0 wobei fir j =1,...,k
-1
_ . - [cos¥; —sind;

Ms(f) = - : Aj = (SMJ_ cos 9, > € 50(2)

0 -1

Ay mit m # ¥; € ]0,27].
Ay,

Beweis durch Induktion nach n = dim(V):

Nach Lemma 14.7 existiert ein Unterraum W C V mit 1 < dim(W) < 2 und f(W) = W. Dann ist auch
FYW) = W, woraus folgt Yo € Wivw € W((f(v),w) 27 (v, fL(w)) = 0), d.h. fF(WL) C W

Damit haben wir f zerlegt in zwei orthogonale Abbildungen g := f|W € End(W) und h := fIW+ €
End(W+). Wegen dim(W+) < n kénnen wir auf & die I.V. anwenden und erhalten eine Basis ' von W+ der
gewiinschten Art. Ist dim(W') = 1, so gibt es einen Eigenvektor w € W mit ||w|| = 1 zu einem Eigenwert +1.

Erganzt man 9’ an passender Stelle durch w zu o, so hat diese Basis von V die gewiinschten Eigenschaften.

Im Fall dim(W) = 2 gibt es eine ONB (w1, wz) von W, so M, (g) eine der folgenden Formen hat

10 1 0 -1 0 cosv —sind .
(O 1) oder (0 _1) oder(O —1>Oder(sin19 Cosﬂ>m1t7r7é19€]0,27r[.

Indem man w; und wy an passenden Stellen in ¢’ einfligt, erhilt man eine Basis © der gewiinschten Art.
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Satz 14.9.
Sei V ein euklidischer Vektorraum und f : V — V eine (nicht notwendig lineare) Abbildung.
f heiflit Isometrie oder Bewegung, wenn Yv,w € V(|| f(v) — f(w)] = |lv — w] ).

Es gilt: f ist orthogonaler Endomorphismus <= f ist Isometrie mit f(0) = 0.

Beweis:

=7 f () = f)ll = [1f (v = w)l] = o = w].

‘=

W) [IF @I = 11f () = fO)I = flv = 0[] = |lv]l.

(2) {f(v), f(w)) = (v, w).

Beweis: [1£(0) 2+ [Lf(w)l[* = 2(f(v), f(w)) = |f(v) = f@)|I2 = l[v = wl|® = [o]]* + Jw]* - 2(v,w) &
{(f (), f(w)) = (v, w).

B3) f(v+w) = f(v) + f(w).

Beweis: || f(v+w) — f(v) — f(w))|]* =

1F (0 +w) |2+ [ F@)I2 + [ F @) ]2 = 20 (v + w), F@)) — 2(f (v +w), f(w)) + 2(f(v), f(w)) "=
o+ w2 + [o]]2 + [[w]]? = 200 + w,v) — 2(v + w, w) + 2w, w) = [|(v +w) — v —w]|? = 0.

(4) f(\w) = Af(v). [Beweis wie fiir (3)]
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§15 Die Jordansche Normalform

Im folgenden sei V stets ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Definition.

Sei U ein Untervektorraum von V und f € End(V). U heiit f-invariant, falls f(U) C U gilt.
Lemma 15.1.

Ist f € End(V) und U ein f-invarianter Unterraum von V, so ist Py ein Teiler von Pr.
Beweis:

Sei ¥ = (v1,...,v,) Basis von V und 1 < k < n, so daf @ := (vy, ..., v}) Basis von U. Sei ferner m :=n — k.

. A * . A %
Damn gilt: M, (f) = (0 B) mit A = My(f|U), Ppy = det(A— t-Ey), Py = det(( 0 B) —t-E,) =
dor [ 4T ) det(A — t-Ey) - det(B — t-Ev) = Py - det(B — t-Eyy)
et =det(A —t -det(B —t-E,,) = -det(B —t-E,,).
0 B-tE, » flv

Definition.

f € End(V) heiit trigonalisierbar, wenn es eine Basis ¥ von V gibt, so dal M;(f) obere Dreiecksmatrix ist.
Eine Matrix A € K™*" heif}t trigonalisierbar, wenn f, : K™ — K™ trigonalisierbar ist.
Lemma 15.2.

Sei f € End(V), © = (v, ..., v,,) eine Basis von V, und V; := span(vy, ...,v;) fir j =1,...,n.
Dann gilt: f(V;) CV; fir j =1,...,n < My(f) ist eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis :

Sei My(f) = (asj)i;. Danngilt: f(V;) CV; (j=1,..,n) &

< f(n),..., f(vj) €span(vy,...,v;) (j =1,...,n) & f(v;) € span(vy,...,v;) (j=1,...,n) <
& >0 av € span(vy, .., v;) (j=1,...n) & ajq1,=...=an; =0(j=1,..,n).

Satz 15.3 (Trigonalisierungssatz).

Gilt dim(V) =n, f € End(V) und Aq, ..., A\, € K, so sind dquivalent:

(i) V besitzt eine Basis o, so dafl M;(f) eine obere Dreiecksmatrix mit Ay, ..., A, in der Diagonalen ist.
(i) Pr=(M—1t)-...- (A — ).

- 28.6.2010
Beweis :
(i)=(ii): Sei A := My(f). Dann Py =det(A —t-E) = (A —t)-...- (A, — 1).
(ii)=(i): Induktion nach n: Sei n > 2 und v; ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. M Gz - ain
0 a2 --- azy
Wir ergénzen (v1) zu einer Basis @ := (vq,v5, ...,v,,) von V. Dann ist M, (f) =
0 an2 -+ apn

Wir definieren h € Hom(W, Kvy), g € End(W) durch h(v}) := ayjo1 und g(v) := 310, aijvp (5 =2,...,n).
Dann ist Pr = (A —t) - Py, also P, = (A2 —t) - ... (A, —t). Nach LV. besitzt W deshalb eine Basis
W = (va, ..., Vp), so dal M (g) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen Mg, ..., A, ist.

Sei ¥ := (v1,...,v,). Wegen Yw € W(f(w) = h(w) + g(w)) ist dann M;(f) = </B1 Mf(g)>
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Korollar.

f € End(V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn Py in Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel. 3 4 3
V=R3iund f:=fymit A= -1 0 —1|. Dannist Py =(2—1¢)3, also \; = Ay = A3 = 2, und fiir
1 2 3

1
D:=(e1 —ea+tes, ea—eg,e3) gilt My(f) = 2
0

o O N
NN W

Lemma 15.4.

Sei f € End(V) und ¢ = (v1,...,v,) eine Basis von V, so dafl

M (f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale A1, ..., A, ist.
Fir g; .= f — A\vidy (i =1,...,n) gilt dann:

(a) ¢:(V;) C V;_q, wobei V; :=span(vy,...,v;) (i=1,...,n).
(b) gro-0gn =0.

()1<k<n&A=...=X\ = v1,...,0; € Ker(gf).

Beweis :
Sei A = (aij)ij = My(f)-

(a) gi(’U) _ aijvy + ...+ a;;v; — )\ﬂ]j e Vi1 fallsg < ’L .
J a1;v1 + ...+ ajv; — v, € Vi falls j =4 (denn aj; = \;)

(b) Mit (a) folgt (gi0...09,)(Vn) C (g10...0gn-1)(Va-1) C (g10...0gn—2)(Vs—2) € ... C g1(V1) C Vo = {0}.
(¢) Induktion nach k: 1. k=1: g1(v1) = f(v1) — Ayv1 = 0.

2. k > 1: Nach LV. haben wir vy,...,v5_1 € Ker(gF™') C Ker(g¥). Somit gilt:
I

Il<

g (vp) = g’f_l(gl(vk)) = g’f_l(cukm + . apEvE — AUg) = g’f_l(alkvl + .t Qk—1,kVE—1) 0.

Definition.

Sei K ein Koérper. Eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen
+:RXxR— R, ®:RxR— R,®: K xR— R heifit K-Algebra, wenn gilt:
(i) (R,+,®) ist ein Ring mit Eins,

(ii) (R,4+,©®) ist ein K-Vektorraum,

(iii) Fur alle a,b e R, A€ K gilt: M@ (a®b)=(A0a)@b=a® (AOD).
Bemerkung.

1. Der Polynomring K[t] zusammen mit seiner auf K x K|[t] eingeschrinkten Multiplikation als skalarer
Multiplikation ist eine K-Algebra.

2. Fiir jeden K-Vektorraum V ist der in §5 eingefiithrte K-Vektorraum End(V') zusammen mit o (der Kom-
position von Abbildungen) als Ringmultiplikation eine K-Algebra. Das Einselement ist dabei idy .

3. Fiir jeden Korper K ist der K-Vektorraum K"*" zusammen mit der iiblichen Multiplikaition von Ma-
trizen eine K-Algebra. Insbesondere ist K selbst eine K-Algebra.

Definition.

Ist (R, +,®,®) eine K-Algebra, so definiert man fiir jedes r € R den FEinsetzungshomomorphismus

O, K[t] = R, (31 ait)) =31 ja; ®r" , wobei r’ := 15, r'tl :=r' @r.
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Schreibweise: Fiir p € K[t] und r € R sei p(r) := D, (p).

Lemma 15.5.

®, ist sowohl Ring- als auch Vektorraumhomomorphimus, d.h. fiir alle p,q € K[t] und A € K gilt:
(p+q)(r) =p(r) +4q(r), (pg)(r)=p(r)®q(r), (Ap)(r)=AOp(r).

Zum Beweis siehe Lemma 10.8.

Von besonderer Bedeutung sind die Einsetzungshomomorphismen

Oy K[t] = K, p— p(A) fir A € K (siehe §10), sowie @y : K[t] — End(V), p — p(f) fiir f € End(V).
Lemma 15.6.

Fiir f € End(V) und p, q € K[t] gilt:

(a) p(f) e q(f) = q(f) o p(f)-
(b) Ist U ein f-invarianter Unterraum von V', so p(f)(x) = p(f|U)(x) fir alle x € U.

(c) Ker(p(f)) ist f-invariant.

Beweis :

(a) p(f) o a(F) "= (pa)(£) = (ap)(f) =" a(f) o p(F).

(b) Seig:=flU. 2 €U = p(f)(x) =Y, af' () = X, aig'(z) = (X, airg') (@) = p(g)(x).

(¢) w € Ker(p(f) = p(f)(@) =0 = p(f)(f(x) = (0(f) o (@) 2 (f o p(f))(@) = F(p(f)(x)) = 0.

30.6.2010

Lemma 15.7.
f€End(V) & p,q € K[t] teilerfremd & p(f)oq(f) =0 = V = Ker(p(f)) ® Ker(q(f)).

Beweis :

Nach Satz 10.3a gibt es p’, ¢’ € K[t] mit 1 = p'p + ¢'q, also (nach 15.5) idy = p'(f)op(f) + ¢’ (f)oq(f).

LV = Ker(p(f)) + Ker(q(f)):

Sei € V. Dann z = idy (z) = v+ v mit u := (¢'(f)og(f))(x) und v := (p'(f)op(f))(x).

Esist p(f)(u) = (p(f)od' (f)oa(f)(@) =" (p(f)oa(f)oq ())(x) = (0oq'(f))(x) = 0 und ebenso g(f)(v) = 0.
Also z = u+v € Ker(p(f)) + Ker(q(f)).

2. Die Summe ist direkt:
y € Ker(p(f)) NKer(q(f)) = y=idv(y) = @'(f) o p(f) () + (¢'(f) e a(f)(y) = p'(£)(0) + ¢'(£)(0) = 0.

Satz 15.8.

Sei f € End(V). Sind py,...,pr € K|[t] paarweise teilerfremd, und ist p;(f) o...opp(f) =0,

soist V =Ker(p1(f)) ® ... ®Ker(pr(f))-

Beweis durch Induktion nach k:

Sei p:=p; und q := py - ... pg. Nach 10.3b sind p, ¢ teilerfremd. Mit L.15.7 folgt V = Ker(p1(f)) @ U,
wobei U := Ker(q(f)) f-invariant ist (nach L.15.6¢). Sei g := f|U. Dann pa(g) o ...opr(g9) = q(g) L1360
= q(f)|U = 0. Nach 1.V. gilt also U = Ker(pz2(g)) @ ... ® Ker(pi(g)).

Es folgt V = Ker(p1(f)) ® Ker(p2(g)) @ ... & Ker(pg(g)). Somit mufl nur noch Ker(p;(g)) = Ker(p;(f)) fir
i=2,...,k gezeigt werden: Ker(p;(f)) C Ker(q(f))=U =

= Ker(pi(f)) = {z € U : pi(f)(x) = 0} "% {w € U : py(9)(2) = 0} = Ker(p; (9)).
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Satz 15.9 (Zerlegung in Hauptraume).

Sei f € End(V) und Py = (A —t)#* - ... - (A\g — £)** mit paarweise verschiedenen Aq,..., \; € K.

Fiir g; ;== f — \;-idy gilt dann:

(a) V =Ker(¢i") & ... Ker(g,"*)

(b) dimKer(g!") = p,; firi=1,... k.

Beweis:

(1) Fiir p; == (t = X\)" gilt pi(f) = gi".

Nach 15.3 besitzt V eine Basis © = (v1,...,v,), so daf gilt:

(2) M;(f) ist obere Dreiecksmatrix mit Diagonale Ar,..., A1, ... s ks oeey Ak

Mit 15.4b folgt daraus g{" o...o gi* = 0 und weiter mit 15.8 und (1) die Behauptung (a).

®)

Wir haben nun dimKer(g{") + ... + dimKer(g}*) = dim(V) = deg(Py) = p1 + ... + .

Zum Beweis von (b) geniigt es also, p; < dimKer(g!") fiir ¢ = 1,..., k zu zeigen.
Wegen der Kommutativitét von K[t] reicht es, denn Fall ¢ = 1 zu behandeln:
Nach (1) und 15.4c gilt vy, ...,v,, € Ker(gi"). Also ist 1 < dimKer(g}").

Definition.
Ist A Eigenwert von f € End(V') mit algebraischer Vielfachheit u, so nennt man
Hau(f; ) := Ker(f — Aidy)* den Hauptraum von f zum Eigenwert A.

Nachtrag: Fir A € K™*" sei Hau(A4; \) := Hau(fa, A).

Bemerkung.

(a) Eig(f; \) = Ker(f — Aidy) € Hau(f; ). (b) Hau(f; A) ist f-invariant.

Beweis von (b): Sei g := f — Aidy und U := Hau(f; A).

zeU=XxeUk&g(g(x)) =9g(g"(x) =0= Az,g9(x) e U = f(z) =g(x) + \x € U.

Definition.

Ein Endomorphismus f heifit nilpotent, wenn es ein k € N mit f* = 0 gibt.
Lemma 15.10.
Sei f € End(V), dim(V) =n > 1und k > 1 mit f* =0, fF=1 £ 0.

, 1
Fiir U; := Ker(f*) gilt dann: () U; C Ui = f (Uy). (b)) i<k = U; # Upyar.

Beweis:

(a) i) =0 = [H(@) = f(f@) =0. z€ [ (U)& fla) Ui s [(f) =0z € Ui,

(b) Aus (a) folgt durch Induktion nach i: U; = U1 & i <1 = Uy =Uj4g.
Mit fF=1 £ 0= f* (also Uy_, # Uy) folgt daraus die Behauptung.

Satz 15.11.

Sei f € End(V) und dim(V) =n > 1. Aquivalent sind:
(i)  f ist nilpotent.

(ii) f* =0 firein k € {1,...,n}.

(ili) Pr=(—t)™.
(

5.7.2010

iv) Es gibt eine Basis © von V, so dal M;(f) obere Dreiecksmatrix mit lauter Nullen in der Diagonale.
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Beweis:

“(i)=(ii),(iv)”: Sei k minimal mit f* = 0. Wegen f° = idy # 0 ist k > 1. Sei U; = Ker(f?).

Nach L.15.10 haben wir {0} =Uy G U1 & ... S Up =V, also k < dim(V) = n.

Wir wihlen eine Basis © = (vq,...,v,) von V, so daf} gilt:

Es gibt 0 =ng <n; <...<n,=nmit Uy =span(vy,...,v,,) firl=1,... k.

Behauptung: M (f) ist von der gewiinschten Form.

Beweis: Sei 1 < j < n. Dann existiert ein [ € {0,...,k — 1}, so dai n; < j < ny4;1. Es folgt v; € U1 und
weiter f(v;) € U; C span(vy,...,v-1). Also f(v;) =Y., aj;v; mit a;; =0 fir i = j,...,n.

“(iv)e(iii)”: Satz 15.3.  “(ii)=-(1)”: trivial.

“(iv)=(ii)": Aus 15.4b folgt f™ = 0. Man kann auch direkt M (f)™ = 0 zeigen.

Definition. Sei g € End(V).
Ein m-Tupel & von Vektoren aus V heifit g-zyklisch, wenn es ein u € V gibt, so dafl
= (g™ (u), g™ ?*(u),...,g(u),u) und m =min{i : g*(u) = 0}.

Ein Unterrraum U von V heifit g-zyklisch, wenn es eine g-zyklische Basis von U gibt.

0 1 0

Abkiirzung;: Jp, = = (0it1,5)i,; € K™,
0 . 0

Bemerkung.

Ist @ = (u1,...,un) eine Basis des Unterraums U, so gilt:

@ ist g-zyklisch <= U ist g-invariant und M (g|U) = Jp,.

Satz 15.12.

Sei g ein nilpotenter Endomorphismus von V und k := min{i : g* = 0}.

Dann gibt es s1,...,s; € N und g-zyklische Unterrdume Ul(l), ceey Us(ll), RN Ul(k), ceey Us(f), so dafl
v=ulo. otPe. .. ... oUMe...oUY wd dmU") =

~(4) 1),

Wahlt man in jedem UJ@ eine g-zyklische Basis 4, und setzt dann v := 4, i)

~(1 _(k
..*u;)* ...... *ug)*...*usk,

so ist v eine Basis von V und es gilt

J1
s1-mal
Ji
Jo 0
. S9-mal
M(g) = 5
0
Jk
Sp-mal

Jk
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Beweis:
Sei U; := Ker(g%). Dann {0} = Uy g U, ; g Un_1 ; U.=V.
Wir definieren rekursiv Unterrdume Wy, ..., Wy (beginnend mit Wy):
1. Wy sei ein Unterraum von V' (= Ug) mit V = U1 & Wy
2. Seijetzt 1 <l < kund Wi, ..., Wy schon definiert, sodaB V =U;_1&W;®...®Wr und U, = U;_1 & W,.
Dann g(W)) € g(U)) € Uy, und g(W,) NU;_» < {0}.
() €W, & g(z) €Uy = x€WiNG (Ua) = WiN U1 = {0}]
Wegen g(W;),U;—2 C Uj—1 und g(W;) NU;—2 = {0} existiert ein Unterraum W;_; von U;_; mit
U1 =U,_2®W;_1 und g(W;) C W;_;.
Schliefllich setzen wir noch Wy := {0}. Nach Konstruktion gilt dann
1) V=W&.. &W,
(2) gW) CW_4 firl=1,...,k, und g|W; injektiv fur I = 2,... k.
[Die Injektivitat von g|W; folgt aus W; N Ker(g) C W; N U;—; = {0}.]
Aus (2) folgt weiter:
(3) Ist2 <! <kund @ = (wy,...,w,) eine Basis von Wi, so ist g(@) = (g(w1), . .., g(w,)) linear unabhéngig

in W;_1 und kann zu einer Basis von W;_; ergénzt werden.

Durch Tteration von (3) kommt man wie folgt zu einer Basis von V =W, & ... ¢ Wy.

w%k), ......... ,wglz), Basis von W,
w%kfl), ......... ,wg’,:;l) , g(wgk)), ...... , g(wglz)), Basis von Wj_1
_ k— _ k— _ k _ k .
w%l), .. ,wg), ......... gk 2(w§ 1))7 L 2(wgk,11))79k 1(@05 )), L 1(w§,}), Basis von W;
Es sei UJ@ = span(gi_l(wj(.i)), e 7g(wy)), wy))

Wegen w]@ € W; CU; = Ker(g") gilt g(gi’l(wy))) =0, also UJ@ g-zyklisch.

7.7.2010

Bemerkung. Wegen U; = Uy @ W1 und Uy = {0} ist stets W; = Uy = Ker(g).
Beispiele.

01 3 0 0 2
1. g=famitAd=[0 0 2|,42={0 0 0], 4%=0.

0 0 O 0 0 O
k=3, Uy={0}, Uy =span(e;), Uy = span(er,ez), Uz =R3.
Us = Us @ span(es) ~» Ws3 := span(es). g(es) = 3e1 + es
Uy = Uy @ span(g(es)) ~» Wa := span(g(es)). g*(es) = e1

U, = Uy @ span(g?(e3)) ~ Wy := span(g?(e3)).

Somit © = (g%(es), g(es), e3) = (2e1, 3e1 + 2ea, e3) und M(g) =

O OO
OO =
O = O
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01 -1 0
. . 101 -1 1 9
2. g=fymit A= 01 -1 1l A% =0.
00 0 O
k=2, Uy={0}, Uy =span(er,es+e3), Uy =R
Us = U @ span(es,eq) ~ Wy :=span(es, eq). gles) = —(e1 +ea+e3), gles) =ea+e3
Uy = U @ span(g(es), g(ea)) ~ Wi = span(g(es), g(es)).
01 00
. 0 00 O
Somit 0 = (g(e3), e3, g(eq), e4) und M;(g) = 00 0 1
0 00 O
Definition.
A1l 0
Unter einem Jordankdstchen versteht man eine Matrix der Form \-E,, + J,, =
-1
0 A
Eine quadratische Matrix A heifit Jordanmatriz (oder in Jordan Normalform), wenn sie die Gestalt
Ay 0
A= hat, wobei Ay,..., Ay Jordankéstchen sind.
0 Ay
Bemerkung.

Ist g € End(V) nilpotent und f = g + A-idy, so ist die darstellende Matrix von f

bzgl. der in 15.12 fiir g konstruierten Basis © eine Jordanmatrix.

Satz 15.14 (Jordansche Normalform)
Zerfallt das charakteristische Polynom von f € End(V) in Linearfaktoren,

so gibt es eine Basis © von V' derart, dafi M;(f) eine Jordanmatrix ist.

Beweis:

Sei Py = (A1 — )" - ...« (A — t)"* mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ag.

Sei g; := f — \isidy und V; := Ker(g!"") = Hau(f; \;). Nach 15.9 gilt dann V =V; & ... V.
Firi=1,...,k gilt:

(1) V; ist g;-invariant und g¢;|V; ist nilpotent. [(g;|Vi)* = gt |Vi = 0]

(2) V; ist f-invariant und f|V; = ¢;|V; + A;-idy,

Nach (2) und obiger Bemerkung besitzt V; eine Basis (¥, so daB B; := My (f|Vi) eine Jordanmatrix ist.
B 0

Dann ist 9 := 91 % ... 9(¥) eine Basis von V und es gilt M (f) =
0 B,
Somit ist auch M;(f) eine Jordanmatrix.
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816 Verschiedenes

Satz 16.1 (Cayley-Hamilton).

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V) und Py € K[t] das charakteristische Polynom von f.
Dann gilt P¢(f) = 0.

Beweis:

Sei A eine darstellende Matrix von f. Wir zeigen Pa(A) =0. Sei Pa =Y . a;t".

Sei B:= A—t-E € K[t]"™ ", sowie B € K[t]"*" die in §9 definierte komplementire Matrix zu B.
Nach Lemma 9.10c gilt dann B - B = det(B) - E.

Nach Definition von B (siehe §9) haben alle Komponenten von B einen Grad < n.

Folglich B = " LCph_1 + ... +t-Cy + Coy mit C; € K™ ™, und somit

B-B= (""" Cp1+...+1-C1 4+ Co)-(A—t-E) =

t(=Chq) +t" 1 (Cr1 A= Cpa) + ...+ t-(C1A — Cp) + CoA.

Andererseits gilt

B-B =det(B)-E = Py-E = (X}_, apt*)-E =

t"(an-E) + t" Y(ap_1-E) + ...+ t(a;-E)+apFE.

Komponentenweiser Koeffizientenvergleich (siehe Lemma 10.5b) ergibt:

an, B = —C,_1

an-1E=Cph_1A—Cph_s

al-E = ClA — C()

ag-E = ChA

Durch Multiplikation mit A™ bzw. A”~! bzw.... und anschlieBender Addition erhalten wir

an A" + ap 1 AV 4+ 4 agE = —Cp_1 A" + (Cr1A—Cp2)A" 14+ . 4+ (C1A - Cy)A+ ChA = 0.
Py(4)

Bemerkung: Fiir zerfallendes Py folgt der Satz schon aus 15.3-15.5.

Der Sylvestersche Trigheitssatz

Sei V' ein n-dim. K-Vektorraum und o eine symmetrische Bilinearform bzw. Hermitesche Form auf V.

Lemma 16.2.

Zu jeder Basis © von V' gibt es eine Basis @ von V, so dafl

M, (o) reelle Diagonalmatrix und &hnlich zu M (o) ist.

Beweis:

Sei 7 : K" x K" — K, 7(z,y) = 0(®s(z),P5(y)). Dann ist 7 eine sBF bzw. HF auf K". Nach 13.12

existiert eine ONB @ von K", so dal M (7) eine zu M (7) &hnliche reelle Diagonalmatrix ist. Dann ist
= ®;(w) eine Basis von V mit o(u;, u;) = o(Ps(w;), Ps(w;)) = 7(w;, wj), also M (o) = M (7). Ferner

U @
M (o) = M;(7) und deshalb M (o) dhnlich zu M;(o).
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Definitionen.

V¢ ={veV:Vwe V(ic(v,w) =0)} (Ausartungsraum von o)

rg = dim(Vy)

rq = max{dim(U) : U € U7} mit U] :={U : U Untervektorraum von V & Vv € U \ {0}(o(v,v) > 0)}
r? ;= max{dim(U) : U e U7} mit U? := {U : U Untervektorraum von V & Vv € U \ {0}(c(v,v) < 0)}
Lemma 16.3.

Fiir jede Zerlegung V =V, & V_ & V¢ mit V, € U7, V_ €U gilt dim(Vy) = r¢ und dim(V_) =17
Beweis von dim(V,) =r7:

Zu zeigen: dim(U) < dim(Vy) fiir alle U € U]. — Sei also U € U{. Dann gilt U N (V- @ Vy) © {0} und
folglich dim(U) < n — (dim(V_) + dim(Vy)) = dim(V7.).

[(¢) Usu=v1+v&neV_&uwelVy = uwelU&o(u,u)=0c(v,v1) <0 = u=0]

Satz 16.4.

Sei o eine sBF bzw. HF auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V.

(a) Fir jede darstellende Matrix A von o gilt:
r{ = Anzahl der positiven Eigenwerte von A (gezéhlt mit Vielfachheiten)
r? = Anzahl der negativen Eigenwerte von A (gezéhlt mit Vielfachheiten)

r§ = Vielfachheit des Eigenwerts 0.
(b) o besitzt eine darstellende Matrix der Gestalt Diag(1,...,1,-1,...,—1,0,...,0).

Beweis:
(a) Sei ¥ eine Basis von V und A := M;(0). Nach 16.2 existieren Aq,..., A, € R und eine Basis & von V,
so daB M (o) = Diag(M1,. .., ) und M (o) &hnlich zu A. Dabei kénnen wir 0.E.d.A. annehmen, daf§
Aoy A >0, Agg1y -y A < 0und Appg1,..., A, =0, wobei 0 <k <m < n.
Sei V :=span(uy,...,ur) und V_ := span(ug41, ..., Um).
Dann gilt:
>0 firl<i=j<k
(1) o(us,u;) S <0 firk<i=j<m
=0 sonst
(2) V¥ = span(Um41, - - -, Up) und somit V=V, & V_ ® Vy
(3) Vo eU7 und V_ € UZ
4)r] =k, r7=m—k, r§ =n—m.

Beweis:

(2) “2":m<i<n @ Vje{l,...,n}(o(us,uj) =0) = Ve e V(o(u;,z) =0) = u; € Vy.

“C7w = zn:la:zuz eVy = Vied{l,...,n}(0=0(v,u;) = f:lxicr(ui,uj) =2j\j) = x1=...=T, =0.
(3) Fiir v ;Z?:1 ziu; ist o(v,0) = Y1 o(ui, us)a? = E:i;)\la:f

(4) Aus (2) und (3) folgt mit Lemma 16.3: dim(V}) =r§ und dim(V_) = 7.

_1 Lo
(b) Sei w := (wy,...,wy,) mit w; := il i f}.H‘Z-— L...,m )
Uu; firi =m+1,...,n

Dann M (o) = Diag(1,...,1,—-1,...,—1,0,...,0).
Systeme linearer Differentialgleichungen Siehe: Forster, Analysis 2, §16.
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