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Aufgabe 29

(a) 0 = σ(v + w, v + w) = σ(v, v) + 2σ(v, w) + σ(w,w) = 2σ(v, w) ⇒ σ(v, w) = 0.

(b) 1. u ∈ Rv ∩W ⇒ ∃α ∈ R(u = αv & σ(v, u) = 0) ⇒ ∃α(u = αv & ασ(v, v) = 0) ⇒ u = 0.

2. Sei u ∈ V . Gesucht λ ∈ R, so daß u− λv ∈ W , d.h. σ(v, u− λv) = 0. Lösung: λ := σ(v,u)
σ(v,v) .

(c) Induktion nach n := dimV . 1. n = 1: trivial.
2. n > 1: 2.1. ∀v, w(σ(v, w) = 0): trivial.
2.2. sonst: Nach (a) existiert ein v1 mit σ(v1, v1) 6= 0. Sei W := {w ∈ V : σ(v1, w) = 0}. Nach (b) gilt
V = Rv1 ⊕ W . Somit dimW = n − 1 und nach I.V. besitzt W eine Basis (v2, ..., vn) mit σ(vi, vj) = 0 für
alle i 6= j ∈ {2, ..., n}. Dann ist (v1, v2, ..., vn) eine Basis von V mit σ(vi, vj) = 0 für alle i 6= j ∈ {1, ..., n}.

Aufgabe 30

(a) Sei f := fA. Nach Voraussetzung und 13.6d ist −A = A
t

die darstellende Matrix von fad bzgl. der
kanonischen Basis. Also fad = −f und somit f ◦ fad = fad ◦ f .

Sei λ ein Eigenwert von f , d.h. f(v) = λv für ein v 6= 0.
Es folgt λ〈v, v〉 = 〈f(v), v〉 = 〈v,−f(v)〉 = 〈v,−λv〉 = −λ〈v, v〉 und somit −λ = λ, d.h. λ rein imaginär.

(b) Spur(AA
t
) =

∑
i

∑
ν aiνaiν =

∑
i,ν |aiν |2.

Im folgenden sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉, und es sei f ∈ End(V ).Aufgabe 31

(a) v ∈ (fad(U⊥))⊥ ⇔ ∀y ∈ fad(U⊥)(〈v, y〉 = 0) ⇔ ∀w ∈ U⊥(〈v, fad(w)〉 = 0) ⇔
⇔ ∀w ∈ U⊥(〈f(v), w〉 = 0) ⇔ f(v) ∈ U⊥⊥ ⇔ f(v) ∈ U ⇔ v ∈ f−1(U).

(b) f normal ⇒ Ker(f) = Ker(fad) ⇒ Ker(f)⊥ = Ker(fad)⊥.
Vorl. ⇒ (Imf)⊥ = Ker(fad) ⇒ Im(f) = Im(f)⊥⊥ = Ker(fad)⊥. Ebenso: Im(fad) = Ker(f)⊥.

(b) f ◦ g = 0
(1)⇒ (f ◦ g)ad = 0

(2)⇒ gad ◦ fad = 0
(3)⇒ g ◦ f = 0.

(1) h = 0 ⇒ ∀v, w(〈h(v), w〉 = 0 = 〈v, 0〉) ⇒ had = 0.

(2) ∀v, w(〈f(g(v)), w〉 = 〈g(v), fad(w)〉 = 〈v, gad(fad(w))〉) ⇒ (f ◦ g)ad = gad ◦ fad.

(3) f normal ⇒ Ker(f) = Ker(fad) und [nach (b)] Im(f) = Im(fad).

gad ◦ fad = 0 ⇔ Im(fad) ⊆ Ker(gad) ⇔ Im(f) ⊆ Ker(g) ⇔ g ◦ f = 0.

Aufgabe 32

(a) Wegen f2 = f gilt ∀v ∈ V (v − f(v) ∈ Ker(f)). Mit Im(f)⊥Ker(f) folgt daraus für alle v, w ∈ V :
〈f(v), w〉 = 〈f(v), f(w)+ (w− f(w))〉 = 〈f(v), f(w)〉 = 〈f(v)+ (v− f(v)), f(w)〉 = 〈v, f(w)〉. Also fad = f .

(b) f(x) = λx & f(y) = µy ⇒ fad(y) f normal= µy ⇒
λ〈x, y〉 = 〈f(x), y〉 = 〈x, fad(y)〉 = µ〈x, y〉 ⇒ (λ−µ)〈x, y〉 = 0 ⇒ 〈x, y〉 = 0


