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Aufgabe 29

(a) 0 =0+ w,v+w)=0(v,v)+20w,w)+o(w,w) =20(,w) = o(v,w)=0.

ML ueRvNW = JacRu=av&o(v,u) =0) = Ja(u=av & ac(v,v) =0) = u=0.
2. Sei u € V. Gesucht A € R, so daB uw — Av € W, d.h. o(v,u — Av) = 0. Losung: X := o(v,u)

o(vw) "’

(¢) Induktion nach n := dimV. 1. n = 1: trivial.

2. n>1: 2.1. Yo,w(o(v,w) = 0): trivial.

2.2. sonst: Nach (a) existiert ein v; mit o(vy,v1) # 0. Sei W := {w € V : o(v1,w) = 0}. Nach (b) gilt
V =Rou; & W. Somit dimW = n — 1 und nach L.V. besitzt W eine Basis (vg, ..., v,) mit o(v;,v;) = 0 fiir
alle i # j € {2,...,n}. Dann ist (v1,va, ..., v,) eine Basis von V' mit o(v;,v;) = 0 fiir alle i # j € {1,...,n}.
Aufgabe 30

(a) Sei f := fq. Nach Voraussetzung und 13.6d ist —A4 = Zt die darstellende Matrix von f29 bzgl. der
kanonischen Basis. Also f24 = — f und somit fo f2d = fado f.

Sei A ein Eigenwert von f, d.h. f(v) = v fiir ein v # 0.
Es folgt A(v,v) = (f(v),v) = (v, —f(v)) = (v, =) = —A(v,v) und somit —\ = A, d.h. X rein imaginir.

—t o
(b) Spur(AA™) =32, 2, awt@i = >, , |ai|*.

kqug)lgﬁ dgxi sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), und es sei f € End(V).
(2) v e (AU & vy € AU (v, y) = 0) & Yw € UL ({v, [4(w)) = 0)

& VYw e ULH({(f(v),w) =0) & flv) e Ut & f(v) eU s ve f~HU).

(b) f normal = Ker(f) = Ker(f29) = Ker(f)* = Ker(f29)"*.

Vorl. = (Imf)* = Ker(f29) = Im(f) = Im(f)*+ = Ker(f29)*. Ebenso: Im(f24) = Ker(f)*.

(b B (fogd=0% gdoyd—0 2 gos=.

) f
(1) h=0 = Yo,w((h(v),w) =0= (v,O}) = hd =0.
(2) Yo, w((f(g(v),w) = (g(v), f4(w)) = (v, g4 (f24(w)))) = (fog)*® =g o f2d.
(3) f normal = Ker(f) = Ker(f24) und [nach (b)] Im(f) = Im(f29).
@dofd—0 o Im(fad) - Ker(gad) < Im(f) CKer(g) & gof=0.

og=0 = @

Aufgabe 32
(a) Wegen f2 = f gilt Vo € V(v — f(v) € Ker(f)). Mit Im(f) LKer(f) folgt daraus fiir alle v,w € V:
(f(0),w) = {f(0), f(w) + (w— f(w)) = {f(v), f(w)) = {f(v) + (v = f(0)), f(w)) = (v, f(w)). Also 29 = f.

(b) flz) = Az & f(y) = py = f9y) "Eay =
Nz,y) = (f(2),y) = (z, f9y)) = pla,y) = A—p)(z,y) =0 = (z,y) =0



