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Aufgabe 25

(a) Das Schmidtsche Verfahren angewandt auf (ε1v1, ..., εnvn) liefere die ONB (u1, ..., un).
Wir zeigen uk = εkwk durch Induktion nach k:
1. u1 = ‖ε1v1‖−1ε1v1 = ε1‖v1‖−1v1 = ε1w1.

2. u′k = εkvk −
∑

i<k〈εkvk, ui〉ui
IH= εk(vk −

∑
i<k〈vk, εiwi〉εiwi) = εk(vk −

∑
i<k〈vk, wi〉|εi|2wi) = εkw′

k.
uk = ‖u′k‖−1u′k = ‖εkw′

k‖−1εkw′
k = εk‖w′

k‖−1w′
k = εkwk.

(b) Beweis durch Induktion nach k:

1. k = 1: trivial. 2. k > 1: w′
k = vk −

∑
i<k〈vk, wi〉wi

(∗)
= vk und deshalb wk = ‖vk‖−1vk.

(∗) Nach I.V. ist, für 1 ≤ i < k, wi = ‖vi‖−1vi und deshalb 〈vk, wi〉 = 0.

Aufgabe 26

(a) Grassmann: Sei v := b× c und w := a× v.

w1 = a2v3 − a3v2 = a2(b1c2 − b2c1)− a3(−(b1c3 − b3c1)) =
(a2c2 + a3c3)b1 − (a2b2 + a3b3)c1 = (a1c1 + a2c2 + a3c3)b1 − (a1b1 + a3b3 + a2b2)c1 = 〈a, c〉b1 − 〈a, b〉c1.

Ebenso zeigt man wi = 〈a, c〉bi − 〈a, b〉ci für i = 2, 3.

Jacobi: a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 〈a, c〉b− 〈a, b〉c + 〈b, a〉c− 〈b, c〉a + 〈c, b〉a− 〈c, a〉b = 0

(c) Sei u := a× b, v := b× c, w := c× a.

1. Seien a, b, c lin.abh.; o.E. c = αa + βb. Dann b× c = α(b× a) und c× a = β(b× a).

2. Seien u, v, w lin.abh. Dann o.E. w = αu + βv0. Ist w = 0, so a, c lin.abh. Sei jetzt w 6= 0.

〈b, u〉 = 0 & 〈b, v〉 = 0 ⇒ 〈b, w〉 = 0 ⇒ b ∈ w⊥. Ausserdem a, c ∈ w⊥.

Also dim span(a, b, c) ≤ dim(w⊥)
w 6=
= 2 und somit (a, b, c) lin.abh.

Aufgabe 27

Hilfssatz: (x, y) lin.unabh. und z = x× y ⇒ {x, y}⊥ = Rz und span(x, y) = z⊥.

Beweis: 0 6= z ∈ span(x, y)⊥ & dim span(x, y) = 2 ⇒ {x, y}⊥ = span(x, y)⊥ = Rz ⇒ span(x, y) = z⊥.

1. Nach Lemma 8.2b gilt E ∩ E′ = a + W1 ∩W2.

2. Wegen “E,E′ nicht parallel” ist W 6= W ′, also dim(W + W ′) = 3 und somit dim(W ∩W ′) = dim(W ) +
dim(W ′) − dim(W + W ′) = 4 − 3 = 1. Aus Hilfssatz folgt v⊥ = W und (v′)⊥ = W ′, also w ∈ W ∩ W ′.
Wegen W 6= W ′ ist (v, v′) lin. unabhängig; folglich w 6= 0 und somit W ∩W ′ = Rw.

Aufgabe 28

(a) Sei A = (aij) mit f(vj) =
∑

i aijvi (j = 1, ..., n).
Sei ũ eine ONB von V und sei B = (bik) mit vi =

∑
k bkiuk (i = 1, ..., n).

Dann f(vj) =
∑

i aij

∑
k bkiuk =

∑
k(

∑
i bkiaij)uk, also detũ(f(v1), ..., f(vn)) = det(BA) = det(A)det(B)

und somit vol(f(v1), ..., f(vm)) = |detũ(f(v1), ..., f(vn))| = |det(A)|·|det(B)| = |det(f)| · vol(v1, ..., vn).



(b) Induktion nach n: 1. vol(v1) = ‖v1‖.

2. Sei 1 < n: Sei U := span(v1, ..., vn−1) und v′n := vn − prU (vn). Dann vol(v1, ..., vn) 12.18c=

= vol(v1, ..., vn−1) · ‖v′n‖
12.8a
≤ vol(v1, ..., vn−1) · ‖vn‖

I.V.
≤ ‖v1‖ · . . . · ‖vn−1‖ · ‖vn‖.

(c) Wir konstruieren ein OGS (w1, ..., wn), so daß
ϕ(w1, ..., wn) = ϕ(v1, ..., vn) und vol(w1, ..., wn) = vol(v1, ..., vn).

Dann ϕ(v1, ..., vn) = ‖w1‖ · . . . · ‖wn‖
12.17b= vol(v1, ..., vn).

w1 := v1, wk := vk − prUk
(vk), wobei Uk := span(w1, ..., wk−1).

Beh.: ϕ(w1, ..., wk−1, vk, ..., vn) = ϕ(w1, ..., wk, vk+1, ..., vn).

Bew.: Es ist wk = vk +
∑k−1

i=1 λiwi und deshalb
ϕ(w1, ..., wk−1, vk, ..., vn) = ϕ(w1, ..., wk−1, vk + λ1w1, vk+1..., vn) =
= ϕ(w1, ..., wk−1, vk + λ1w1 + λ2w2, vk+1..., vn) = . . . = ϕ(w1, ..., wk−1, wk, vk+1..., vn).

Daraus folgt ϕ(v1, ..., vn) = ϕ(w1, ..., wn).

Ebenso erhält man vol(v1, ..., vn) = vol(w1, ..., wn).


