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Aufgabe 25

(a) Das Schmidtsche Verfahren angewandt auf (e1v1, ..., e,0y,) liefere die ONB (uq, ..., uy,).

Wir zeigen uj, = epwj, durch Induktion nach k:

L. up = |lervr||~tervr = epf|vr]| ~tor = eqwy.

2. Uy = ek — g (kU )i = e (Vk — i (Vs Siwideiwi) = ek (v — 5 (v, wi)|ei[Pws) = g
uk = ug || 7t = llewwy |~ enwy, = enflwi |7 wg = exwr

(b) Beweis durch Induktion nach k:

L k=1 trivial. 2. k> 12 wy, = v — D, (v, wi)w; ® v und deshalb wy, = ||vg|| = oy

(x) Nach LV. ist, fiir 1 <i <k, w; = ||v;||"*v; und deshalb (v, w;) = 0.

Aufgabe 26

(a) Grassmann: Sei v :=b X ¢ und w :=a X v.

w1 = agvs — azvy = az(bica — bacy) — ag(—(bics — bser)) =

(agca + ascs)by — (agbs + agbs)er = (arc1 + asea + ases)by — (a1by + asbs + asba)er = (a, c)by — (a,b)cq.
Ebenso zeigt man w; = (a,c)b; — {(a, bye; fir i = 2,3.

Jacobi: a X (bx ¢)+bx (¢xa)+cx (axb)=/{a,c)b— {a,bc+ (b,a)ec— (b,c)a+ {(c,bla — (c,a)b=10
(c)Seiu:=axbv:i=bxc, w:=cXa.

1. Seien a,b,c lin.abh.; 0.E. ¢ = aa+ $b. Dann b x ¢ = a(b x a) und ¢ x a = (b X a).

2. Seien u,v,w lin.abh. Dann 0.E. w = au + Bv0. Ist w = 0, so a, ¢ lin.abh. Sei jetzt w # 0.

(byu) =0& (b,v) =0 = (bw) =0 = bew’. Ausserdem a,c € wt.

Also dimspan(a,b,c) < dim(w?) “Z° 9 und somit (a,b,c) lin.abh.

Aufgabe 27

Hilfssatz: (z,y) lin.unabh. und z =z x y = {z,y}* = Rz und span(z,y) = 2.

Beweis: 0 # z € span(z,y)* & dimspan(z,y) =2 = {z,y}* = span(z,y)t = Rz = span(z,y) = 2.

1. Nach Lemma 8.2b gilt ENE' = a + W1 N Wh.

2. Wegen “E, E' nicht parallel” ist W £ W', also dim(W + W') = 3 und somit dim(W NW’') = dim(W) +
dim(W’) — dim(W + W’) = 4 — 3 = 1. Aus Hilfssatz folgt v* = W und (v/)* = W', also w € W N W',
Wegen W # W ist (v,v’) lin. unabhéngig; folglich w # 0 und somit W N W' = Ruw.

Aufgabe 28

(a) Sei A = (a;;) mit f(v;) =, aiv; (j=1,...,n).

Sei @ eine ONB von V und sei B = (bj) mit v; = >, bpsug (i =1,...,n).

Dann f(vj) = >, aij > p b = >, (>, briaij)ug, also detg(f(v1), ..., f(vn)) = det(BA) = det(A)det(B)
und somit vol(f(v1), ..., f(vm)) = |deta(f(v1), ...y f(vn))| = |det(A)|-|det(B)| = |det(f)| - vol(v1, ..., vn).



(b) Induktion nach n: 1. vol(vy) = ||v1]|.

2. Sei 1 < n: Sei U := span(v1, ..., 0n—1) und v}, := v, — pry (v, ). Dann vol(vy, ..., vy) 1218

, 2.8a I.V.
= 00l (V1, e V1) - [0 S 0001, ey vnt) - ol S ot omea ] ol

(¢) Wir konstruieren ein OGS (wy, ..., wy), so dafl
(W1, ooy Wp) = @(V1, ey V) und vol(wy, ..., wy,) = vol(V1, ..., Uy).

12.17b
Dann @(v1, ..., 05) = [Jwi| ... Jwnl 7= vol(vy, ..., vn).

wy 1= V1, Wy := vk — Pry;, (vk), wobei Uy, := span(wy, ..., Wx—1).
Beh.: (w1, ..o, Wp—1, Vs ey V) = @(W1, eery Wiy Vg 14 -vvy Un ).

. k-1
Bew.: Es ist w, = v, 4+ >,_; Ajw; und deshalb

O(W1y ooy W1, Uk vey Up) = QW15 vey Wh—1, UV + AW, Vg1 -0y Upy ) =

= (w1, o, W1,V + MWL+ AW, Uk 10, Un) = oo = P(W1, ooy W1, Whe, Vh 1015 V)
Daraus folgt ¢(v1,...,vn) = (w1, ..., wy).

Ebenso erhdlt man wvol(vy, ..., v,) = vol(wy, ..., wy,).



