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Aufgabe 9

(a) Z* = {1, -1}, Z ist ein Integritatsring und ein euklischer Ring mit d : Z\ {0} — N, = — |z|.

(b) Q* =Q\ {0}, Q ist ein Integritdtsring und ein euklischer Ring mit d : Z\ {0} = N, z — 1.

(¢) R* ={1,3,7,9}. Es handelt sich nicht um einen Integrititsring (da z.B. 2z 5 = 0), also nicht um einen
euklidischen Ring.

(d) (R™*™)* = GL(n;R). Es handelt sich fiir n > 2 nicht um einen Integrititsring, da nicht kommutativ.
Fiir n = 1 gilt R = R und das ist, wie jeder Korper, ein Integritatsring und mit d(z) := 1 auch ein eukl. Ring.
Aufgabe 10

(a) ¢,d € ggT(a,b) = c|ld&dlc = d=cx&c=dy = d=dyz = 1=yx = y € R".

(b) Reicht zu zeigen: ¢T'(ao,...,an,b) = gT(a,b). Wegen a € ggT(aq, ..., a,) gilt (d € ¢T(ag, ..., an) < d|a).
Es folgt: d € gT(ag,-..,an,b) & dla & dlb < d € gT(a,b).

()db&dr&a=qgb+r = dla. da&db&r=a—qb = d|r.

(d) Aus der Voraussetzung folgt mit (¢): gT(ag,a1) = ¢T(ar,a2) = ... = gT(ani1,an2) = gT(ans1)
und somit ggT(ag, a1) = ggT(an+1) D apr1-

(e) “<"degT(@) &d=Y jza;, = de gT(a@) &Vbe gT(a)(bld) = d e ggT(a).

“=": Nach Satz 10.2 existiert ein b € R mit (b) = (ag,...,a,). Seid € ggT(ag,...,an). Aus (b) = (ag, ..., an)
folgt a; € (b) (i =0,...,n), also b € gT(ay, .., a,) und somit b|d. Aus b|d, d.h. d € (b).

Aufgabe 11

(a) Da der Polynomring euklidisch ist, kénnen wir nach Satz 10.2 0.E. n = 1 annehmen. Dann gilt fir A € K
und zwei beliebige Elemente f1-g, fi-h € (f1): M(f1-9)+ fi-h=Ag+h)f1 € (f1).

Also handelt es sich um einen Untervektorraum.

(b) Gesucht f € R[t] mit f1, fa, f3 € (f) (d.h. f|f; fir i =1,2,3) und f € (f1, f2, f3).

Esgilt fi = (t —1)(t+1), fo = (t — 1)?, f3 = 2t(t — 1). Sei deshalb f :=t — 1. Dann f|f; (i = 1,2,3) und
fi—fo=—-142t—1=2(t—1)=2falso f=1fi —+f2 € (f1, [z, f3).

() (fi, for f3) = (f) ={h-(t —1): h € R[t]}. Deshalb ist z.B. (t(t — 1));en eine Basis von (f1, f2, f3).
[Lineare Unabhingigkeit: Zn%)\iti(t —1)=0= (t—1)- f%)Aiti =0 = _Zn%/\iti =0 "% )\ =0]

(d) (5 + 3t +13 —2) : (2 — 2t + 1) = t* + 263 + 6t2 + 11t + 16 Rest 21t — 18, denn

(t* 4+ 2t + 6t2 + 11t +16) - (12 — 2t + 1) + 21t — 18 =
16 4+ 25 + 6t* + 1143 + 16¢2 — 2t° — 4t* — 1263 — 22¢2 — 32t + t* + 2t3 + 612 + 11t + 16 + 21t — 18 =
0 +3t* +3 — 2 und grad(21t — 18) < grad(t? — 2t + 1).



Aufgabe 12

(a) Fo(f):=t-f.

Fy injektiv, denn (¢ - f = 0= f =0). Fp nicht surjektiv, denn ¢ - f # 1 fiir alle f € RJ[¢].
(b) Fu(Eig ait?) i= 3005 aigat’,

Fy surjektiv, denn Y i a;t' = F1 (Y[, a;t"™). Fy nicht injektiv, denn F(1) = 0.

(c) Etwa U :=span(t,t3,#°,...) und W := span(t®, 2 ¢4,...).

F:U — R[], Y ait? ™ — S0 Jait und G : W — R[t], >0 a;t* — Y7 a;t" sind Isomorphismen
und Rt =U e W.



