
MATHEMATISCHES INSTITUT Sommersemester 2010
DER UNIVERSITÄT MÜNCHEN
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Aufgabe 5

(a) σ hat 10 Fehlstände: (1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (2,3),(2,4),(2,5), (3,4),(3,5), (4,5). Also sign(σ) = 1.

ρ hat 5 Fehlstaende: (1,3), (2,3), (4,7), (5,7), (6,7). Also sign(ρ) = −1.

τ :=
(

1 2 3 4 5
4 1 5 3 2

)
hat 7 Fehlstände: (1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (3,4),(3,5), (4,5).

Also sign(τ) = −1 und sign(σ ◦ τ) = −1.

(b) Kurzschreibweise für Permutationen: (a1 a2 . . . an) :=
(

1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
(4 1 2 5 6 3) = 〈3, 6〉 ◦ (4 1 2 5 3 6) = 〈3, 6〉 ◦ 〈5, 3〉 ◦ (4 1 2 3 5 6) = 〈3, 6〉 ◦ 〈3, 5〉 ◦ 〈3, 4〉 ◦ (3 1 2 4 5 6) =

〈3, 6〉 ◦ 〈3, 5〉 ◦ 〈3, 4〉 ◦ 〈2, 3〉 ◦ (2 1 3 4 5 6) = 〈3, 6〉 ◦ 〈3, 5〉 ◦ 〈3, 4〉 ◦ 〈2, 3〉 ◦ 〈1, 2〉.

(c) (i) Sei σ := 〈a1, ..., ak〉 und τ := 〈ak, ..., al〉. Dann gilt:

στ(ai) = σ(ai) = ai+1 für 1 ≤ i < k

στ(ai) = σ(ai+1) = ai+1 für k ≤ i < l

στ(al) = σ(ak) = a1,

στ(x) = σ(x) = x für x ∈ {1, . . . , n} \ {a1, . . . , al}. Folglich σ ◦ τ = 〈a1, . . . , al〉.

(ii) Aus (i) folgt 〈a1, ..., ak〉 = 〈a1, a2〉 ◦ 〈a2, a3〉 ◦ . . . ◦ 〈ak−1, ak〉 und somit sign(〈a1, ..., ak〉) = (−1)k−1.
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(a) A →


1 1 1 −1
0 0 −2 2
0 −2 0 2
0 2 2 0

.

 0 −2 2
−2 0 2
2 2 0

 −1→

 2 2 0
−2 0 2
0 −2 2

 →

 2 2 0
0 2 2
0 −2 2



det(A) = det

 0 −2 2
−2 0 2
2 2 0

 = −det

 2 2 0
0 2 2
0 −2 2

 = −2 · det
(

2 2
−2 2

)
= −2(4− (−4)) = −16.

B →


−1 3 3 3
0 8 12 12
0 12 8 12
0 12 12 8

.

 8 12 12
12 8 12
12 12 8

 →

 8 12 12
0 −10 −6
0 −6 −10

.

det(B) = −det

 8 12 12
12 8 12
12 12 8

 = −det

 8 12 12
0 −10 −6
0 −6 −10

 = −8(100− 36) = −512.




1 2 3 . . . n
2 2 3 . . . n
3 3 3 . . . n
...

...
... . . .

...
n n n . . . n

 →


−1 0 0 . . . 0
2 2 3 . . . n
3 3 3 . . . n
...

...
... . . .

...
n n n . . . n

 →


−1 0 0 . . . 0
−1 −1 0 . . . 0
3 3 3 . . . n
...

...
... . . .

...
n n n . . . n

 →



−1 0 0 . . . 0
−1 −1 0 . . . 0
−1 −1 −1 . . . 0
...

...
... . . .

...
−1 −1 −1 . . . 0
n n n . . . n


det(Cn) = (−1)n−1n.

(b) det(B) =
∑

π sign(π)b1π(1) · . . . · bnπ(n) =
∑

π sign(π)(−1)1+π(1)a1π(1) · . . . · (−1)n+π(n)anπ(n) =

=
∑

π sign(π)(−1)1+π(1)+...+n+π(n)a1π(1) · . . . ·anπ(n) =
∑

π sign(π)(−1)2(1+...+n)a1π(1) · . . . ·anπ(n) = det(A).
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Entwicklung nach der letzten Zeile ergibt:

det(An) = βn · det(An−1)− 1 · det
(

An−2 0
∗ −1

)
= βn · det(An−1) + det(An−2)

Z.B. im Fall n = 5:

det


β1 −1 0 0 0
1 β2 −1 0 0
0 1 β3 −1 0
0 0 1 β4 −1
0 0 0 1 β5

 = β5 · det(A4)− det


β1 −1 0 0
1 β2 −1 0
0 1 β3 0
0 0 1 −1

 =

= β5 · det(A4) + det

 β1 −1 0
1 β2 −1
0 1 β3

 = β5 · det(A4) + det(A3).

Anderer Beweis: Da alle anderen Summanden den Faktor Null enthalten, gilt

det(An) =
∑

π∈Sn
sign(π)a1π(1) · . . . · anπ(n) =∑

π∈Sn,π(n)=n sign(π)a1π(1) · . . . · an−1π(n−1) · βn +∑
π∈Sn,π(n)=n−1,π(n−1)=n sign(π)a1π(1) · . . . · an−2π(n−2) · (−1) · 1 =∑
σ∈Sn−1

sign(σ)a1σ(1) · . . . · an−1σ(n−1) · βn +
∑

σ∈Sn−2
sign(σ)a1π(1) · . . . · an−2π(n−2) =

βn · det(An−1) + det(An−2).
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Sei B ∈ Rn×n fest und d : Rn×n → R, d(A) :=
∑n

i=1 det(a1, ..., ai−1, Bai, ai+1, ..., an).

1. d ist multilinear, da A 7→ det(A) multilinear bzgl. der Spalten von A ist.

2. d alternierend: Sei z.B. a1 = a2. Dann d(A) = det(Ba1, a1, a3, ..., an) + det(a1, Ba1, a3, ..., an) = 0.

Somit gilt:

d(A) 9.5c= d(En) ·det(A) = det(A) ·
∑n

i=1 det(e1, ..., ei−1, Bei, ei+1, ..., en) = det(A) ·
∑n

i=1 bii = det(A) · tr(B).


