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(a) Sei A :=


1 x0 x2

0 . . . xm
0

1 x1 x2
1 . . . xm

1
...

...
1 xm x2

m . . . xm
m

. Nach Voraussetzung ist det(A) =
∏

i<j≤m

(xj − xi) 6= 0.

Es gibt also (genau) ein

 a0
...
am

 ∈ Rm+1 mit A ·

 a0
...
am

 =

 b0
...
bm

,

d.h. a0 + xia1 + x2
i a2 + . . .+ xm

i am = bi für i = 0, . . . ,m. Sei also p :=
∑m

i=0 ait
i.

(b) Spezialfall: A = Diag(λ1, . . . , λn). Nach Voraussetzung sind λ1, . . . , λn paarweise verschieden (denn
wäre z.B. λ1 = λ2, so wäre dim(Eig(A;λ1)) ≥ 2).

BA = AB = (
∑n

k=1 λiδikbkj)i,j & BA = (
∑n

k=1 bikλkδkj)i,j ⇒ λibij = bijλj (∀i, j) ⇒ bij = 0 für i 6= j.

Nach (a) gibt es p =
n−1∑
i=0

cit
i ∈ K[t], so daß p(λj) = bjj für j = 1, . . . , n. Es folgt p(A) =

∑
i ciA

i =

=
∑

i ciDiag(λi
1, . . . , λ

i
n) = Diag(

∑
i ciλ

i
1, . . . ,

∑
i ciλ

i
n) = Diag(p(λ1), . . . , p(λn)) = B.

Allgemeiner Fall: Nach Voraussetzung existieren S ∈ GL(n;K) und paarweise verschiedene λ1, ..., λn, so daß
A = S−1DS mit D := Diag(λ1, ..., λn).

AB = BA ⇒ DSBS−1 = SBS−1D
Spezialfall⇒ es gibt ein p ∈ K[t] mit grad(p) ≤ n−1 und SBS−1 = p(D).

⇒ B = S−1p(D)S = S−1 · (
n−1∑
i=0

ciD
i) · S =

n−1∑
i=0

ciS
−1DiS =

n−1∑
i=0

ciA
i = p(A).
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PA = (−2− t)[(1− t)(7− t) + 2]− 2[(7− t)− 6]− 7[−1− 3(1− t)] =
−(2 + t)(9− 8t+ t2)− 2(1− t) + 7 + 21(1− t) =
−t3 + 8t2 − 9t− 2t2 + 16t− 18− 2 + 2t+ 7 + 21− 21t =
−t3 + 6t2 − 12t+ 8 = (2− t)3.

Nach Satz 15.3 ist also A trigonalisierbar.

Bestimmung eines Eigenvektors v1 von fA zum Eigenwert 2:

A− 2E =

−4 1 3
2 −1 −1
−7 2 5

 −→
 2 −1 −1

0 −1 1
0 − 3

2
3
2

 : v1 =

 1
1
1

.

Ergänze zu Basis ũ := (v1, e2, e3). Sei W := span(e2, e3).

Ae2 =

 1
1
2

 = v1 + e3, Ae3 =

 3
−1
7

 = 3v1 − 4e2 + 4e3, Mũ(fA) =

 2 1 3
0 0 −4
0 1 4

.



Sei h ∈ Hom(V,Rv1) mit h(e2) = v1, h(e3) := 3v1; und g ∈ End(W ) mit g(e2) = e3, g(e3) = −4e2 + 4e3.

Dann ∀w ∈W (fA(w) = h(w) + g(w)) und M(e2,e3)
(g) =

(
0 −4
1 4

)
Bestimmung eines Eigenvektors v2 von g zum Eigenwert 2:

g(xe2 + ye3) = 2xe2 + 2ye3 ⇔ −4ye2 + (x+ 4y)e3 = 2xe2 + 2ye3 ⇔ x = −2y.

Sei v2 := −2e2 + e3. Dann ist (v2, e3) Basis von W und ṽ := (v1, v2, e3) Basis von V .

Ferner: Mṽ(fA) =

 2 1 3
0 2 2
0 0 2

, denn


f(v1) = 2v1
f(v2) = h(v2) + g(v2) = v1 + 2v2
f(e3) = h(e3) + g(e3) = 3v1 + (−4e2 + 4e3) = 3v1 + 2v2 + 2e3

.

Nach Vorlesung gilt Mṽ(fA) = S−1AS mit S := (v1 v2 e3).
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(a) Induktion nach k: 1. k = 1: trivial.
2. k > 1: Sei v1 + ...+ vk ∈ U . Dann auch λkv1 + ...+ λkvk ∈ U & λ1v1 + . . .+ λkvk = f(v1 + ...+ vk) ∈ U .
Daraus folgt (λk−λ1)v1 + . . .+(λk−λk−1)vk−1 ∈ U und weiter (nach I.V.) (λk−λi)vi ∈ U für i = 1, ..., k−1.
Wegen λk − λi 6= 0 ist also vi ∈ U für i = 1, ..., k−1. Mit v1 + ...+ vk ∈ U folgt daraus auch vk ∈ U .

(b) Seien λ1, . . . , λk die Eigenwerte von f (ohne Wiederholungen) und sei Vi := Eig(f ;λi) (i = 1, ..., k).
Nach Voraussetzung ist V = V1 + . . . + Vk. Mit (a) folgt daraus U ⊆ (U ∩ V1) + . . . + (U ∩ Vk). Wegen
Eig(f |U ;λi) = U ∩ Vi (klar) folgt weiter U = Eig(f |U ;λ1) + . . .+ Eig(f |U ;λk), d.h. f |U diagonalisierbar.
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Sei p =
m∑

i=0

ait
i und q =

n∑
i=0

bit
i. Ferner ck :=

k∑
i=0

aibk−i.

1. p(r)⊗ q(r) = (
m∑

i=0

ai � ri)⊗ (
n∑

i=0

bi � ri) =
m∑

i=1

n∑
j=1

(ai � ri)⊗ (bj � rj)
(∗)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

(aibj)� ri+j =

=
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

(aibj)� rk =
m+n∑
k=0

(
∑

i+j=k

aibj)� rk =
m+n∑
k=0

ck � rk = (p · q)(r).

(∗) (ai � ri)⊗ (bj � rj) = (ai � ri)⊗ (bj � rj) = ai � (ri ⊗ (bj � rj)) = ai � (bj � (ri ⊗ rj)) = (aibj)� ri+j

2. (λ · p)(r) = (
∑n

i=0 λait
i)(r) =

∑n
i=0(λai)� ri = λ�

∑n
i=0 r

i = λ� p(r)


