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Aufgabe 41
1 =z a3 xg"
1 oz 22 ... P
(a) Sei A:= | . . |- Nach Voraussetzung ist det(A) = [ (x; —z;) #0.
: : i<j<m
1 2, 22 T
ap ao bo
Es gibt also (genau) ein | @ | eR™Mmit A-| @ | = |,
QA am bm

d.h. ap + zia1 + 2as + ...+ 2lay, =b; fir i =0,...,m. Seialso p:=) " a;t"

(b) Spezialfall: A = Diag(M1,...,A,). Nach Voraussetzung sind A1,...,\, paarweise verschieden (denn
wire z.B. A1 = \g, so wire dim(Eig(4;A1)) > 2).
BA=AB = (ZZ:l )\idikbkj)i,j & BA = (ZZ:l bik)\kdkj)i,j = )\zbm = bij>\j (VZ,]) = bij =0 fir ¢ 75 j
n—1
Nach (a) gibt es p = Y ¢;t* € K|t], so daB p(\;) = b;; fiir j =1,...,n. Esfolgt p(A) =3, ¢A" =
i=0

Allgemeiner Fall: Nach Voraussetzung existieren S € GL(n; K) und paarweise verschiedene Aq, ..., A, so daf}
A= S71DS mit D := Diag(A1, ..., \y).

AB=BA = DSBS~'=SBS-1D P o gibt ein p € K[t] mit grad(p) < n—1 und SBS~! = p(D).
n—1 n—1 n—1

= B=S"pD)S=8"1- (Y eD)-S= 3 ¢S7IDS =Y ;A" = p(A).
i=0 i=0 i=0

Aufgabe 42

Pr=(—2-0)[Q—t)(T—t)+2 —2[(7T—t)—6] —7[-1—3(1 —t)] =
—(24+t)(9—-8t+t3) —2(1 —t) +7+21(1 —t) =

—3 482 — 9t —2t2 + 16t — 18 — 2+ 2t + 7+ 21 — 21t =

—t3+ 612 — 12t +8 = (2 —t)3.

Nach Satz 15.3 ist also A trigonalisierbar.

Bestimmung eines Eigenvektors v1 von f4 zum Eigenwert 2:

-4 1 3 2 -1 -1 1
A-2F = 2 -1 -1|]—|0 -1 1 tvp =11
7 2 5 0o -3 3 1
Ergianze zu Basis @ := (v1, ez, e3). Sei W := span(es, e3).
1 3 2 1 3
Aes = | 1| =vy+e3, Ae3 = | —1 | = 3v; — 4es + 4eg, Mﬁ(fA) =10 0 —4
2 7 01 4



Sei h € Hom(V,Ruvy) mit h(eg) = vy, hes) := 3vy; und g € End(W) mit g(es) = e3, g(ez) = —4es + 4es.
—4
Dann Vw € W(fa(w) = h(w) + g(w)) und M 1 (g) = <(1) 4 )

Bestimmung eines Eigenvektors v, von g zum Eigenwert 2:

g(xes + yes) = 2zes + 2yes & —4dyes + (x + 4y)es = 2xes + 2yes < x = —2y.

Sei vy := —2e9 + e3. Dann ist (va,e3) Basis von W und ¢ := (v1, v, e3) Basis von V.
2 1 3 f(v1) =20,

Ferner: My(fa)=0 2 2], denn { f(ve) = h(v2) + g(v2) = v1 + 20 .
0 0 2 f(es) = h(es) + g(es) = 3vy + (—4ea + de3) = 3v1 + 202 + 2e3

Nach Vorlesung gilt M. (fa) = S71AS mit S := (v; v2 e3).
Aufgabe 43

(a) Induktion nach k: 1. k = 1: trivial.

2. k> 1: Sei v1 +... + v € U. Dann auch Agv1 + ... + \gvg, € U & Mvr + ...+ Ao = f(v1 + ... +vi) € UL
Daraus folgt (A —A1)v1+...+ (A — Ag—1)vk—1 € U und weiter (nach IL.V.) (A, —X\)v; e U firi =1, ..., k—1.
Wegen A\, — \; #0ist alsov; € U furi=1,....,k—1. Mit v; 4+ ... + v € U folgt daraus auch vy € U.

(b) Seien Ay, ..., \x die Eigenwerte von f (ohne Wiederholungen) und sei V; := Eig(f; \;) (i = 1,..., k).
Nach Voraussetzung ist V.= V4 + ... + V4. Mit (a) folgt daraus U C (UNWVy) + ...+ (UNVy). Wegen
Eig(f|U; \i) = U NV, (klar) folgt weiter U = Eig(f|U; A1) + ... + Eig(f|U; Ax), d.h. f|U diagonalisierbar.
Aufgabe 44

m . n ) k
Sei p= 3 a;t* und ¢ = >_ b;t". Ferner ¢ := Y a;bp—;.

=0 1=0 1=0
Lpr)@qr) = (R aor)a(Lhor) =3 Y (uor) e b or) 2 Y S (ab) oriti =
i=0 i=0 i=1j=1 i=1j=1
m—+n & m—+n & m—+n &
= > Y (abj)ort= 3 (> abj)ort= 3 cxOr®=(p-q)(r).
k=0 i+j=k k=0 it+j=k k=0

(+) (@ @) @ (b; ©17) = (a; ©1) @ (0; ©17) = 0; © (I @ (b; ©17)) = ; © (b; © (r' ®17)) = (asdy) © r'F

2. (A-p)(r) = (X Aait') () = Zio(Mai) O 1" =A@ 30,1t =A@ p(r)



