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Aufgabe 37

(1) k 6= j ⇒ ∀i(aijaik = 0). [Beweis: k 6= j ⇒
∑n

i=1 aijaik = 0 ⇒ ∀i(aijaik = 0).]

Wegen ∀j(
∑

i a2
ij = 1) existiert zu jedem j ein i mit aij > 0.

Def.: Sei π(j) minimal, so dass aπ(j)j > 0.

(2) j 6= k ⇒ π(j) 6= π(k). [Beweis: j 6= k & aπ(j)j > 0 & aπ(k)k > 0
(1)⇒ π(j) 6= π(k).]

(3) aij = δi,π(j)

Beweis:
1. i 6= π(j). Dann i = π(k) für ein k 6= j. Wegen aπ(k)k > 0 und (1) folgt daraus aij = 0.

2. i = π(j). Aus
∑

ν a2
νj = 1 und aνj = 0 für alle ν 6= π(j) folgt a2

π(j)j = 1 und somit aπ(j)j = 1.

Aufgabe 38

(i)⇒(ii): ∀u ∈ U,w ∈ W (〈u, w〉 = 〈f(u), w〉 = 〈u, f(w)〉 = 〈u, 0〉 = 0) ⇒ W⊥U
12.6a⇒ W = U⊥.

(ii)⇒(i): Für alle u, u′ ∈ U und w,w′ ∈ W gilt:
〈f(u + w), u′ + w′〉 = 〈u, u′ + w′〉 = 〈u, u′〉 = 〈u + w, u′〉 = 〈u + w, f(u′ + w′)〉.

(ii)⇒(iii): u ∈ U & w ∈ W ⇒ u⊥w ⇒ ‖u + w‖2 = ‖u‖2 + ‖w‖2 ⇒ ‖f(u + w)‖ = ‖u‖ ≤ ‖u + w‖.

(iii)⇒(ii): Annahme: W 6= U⊥. Nach 12.6a gibt es dann u ∈ U und w ∈ W mit 〈u, w〉 6= 0.

O.E.d.A. 〈u, w〉 > 0. Sei vλ := −u+λw. Dann ‖vλ‖2 = 〈−u+λw,−u+λw〉 = 〈u, u〉+λ2〈w,w〉−2λ〈u, w〉 =
‖f(vλ)‖2 + λ(λ‖w‖2 − 2〈u, w〉), also ‖vλ‖ < ‖f(vλ)‖ für hinreichend kleines λ > 0. Widerspruch.

Aufgabe 39

(a) “⇐”: Sei β = 2π − α. Dann R(β) =
(

cos α − sin(−α)
sin(−α) cos α

)
=

(
cos α sinα
− sinα cos α

)
= R(α)t.

Für D :=
(

1 0
0 −1

)
gilt ferner D−1 ·R(α) ·D = D ·R(α) ·D = R(α)t.

“⇒”: Es ist PR(α) = (cos α− t)2 + sin2 α = t2 − 2 cos α · t + cos2 α + sin2 α = t2 − 2 cos α · t + 1 und ebenso
PR(β) = t2 − 2 cos β · t + 1. R(α), R(β) ähnlich ⇒ PR(α) = PR(β) ⇒ cos α = cos β ⇒ α + β = 2π.

(b) Es gilt B := 1
3A ∈ O(3) und det(B) = 1.

Nach 14.5 existiert eine ONB ṽ von R3 und ein α mit 0 ≤ α < 2π, so daß Mṽ(fB) =
(

1 0
0 R(α)

)
.

Dabei muß v1 ein Eigenvektor (von B) zum Eigenwert 1 sein. Anders gesagt, es muß gelten (B−E3)v1 = 0,
d.h. (A− 3E3)v1 = 0. Bestimmung von v1: A− 3E3 =
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Sei S := (v1 v2 v3). Dann Mṽ(fA) = StAS = St ·
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Da die Matrizen A,B ähnlich sind, haben sie dasselbe charakteristische Polynom P ∈ C[t]. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra zerfällt P in Linearfaktoren, d.h. P = (λ1−t)·. . .·(λn−t). Wegen A,B ∈ U(n)
gibt es Orthonormalbasen (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wn) von Cn mit Avi = λivi und Bwi = λiwi für i =
1, . . . , n (siehe 14.6, 14.2, 14.3 und Beweis von 13.8). Dann S0 := (v1 . . . vn) ∈ U(n), S1 := (w1 . . . wn) ∈
U(n), sowie (nach 11.5b) S−1

0 AS0 = Diag(λ1, . . . , λn) = S−1
1 BS1. Daraus folgt S := S0S

−1
1 ∈ U(n) und

S−1AS = B.


