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["Jbungen zur Vorlesung “Lineare Algebra II” : Losungen zu Blatt 1

Aufgabe 1

SeiM =a+U, M =ad+U' und MUM' =a+ W.

DzyyeM&a+p=1= ar+pye M.

Beweis: Sei x = a4+ uy, y = a + us. Dann ax + By = aa + auy + Ba + fus = a + auy + Bus € M.
(2)zeM\M &ye M \M = S(z+y)gMUM.

Beweis: Annahme: z := 3(z +y) € M’. Nach (1) gilt dann # = —y + 2z € M’. Widerspruch.
Annahme: M ¢ M’ & M' ¢ M, d.h. es gibt z € M\ M’ und y € M’ \ M.

Mit (2) folgt daraus 1(z +y) € M U M’. Andererseits gilt z,y € M UM,

Mit (1) folgt deshalb, dal M U M’ kein affiner Unterraum ist. Widerspruch.

Aufgabe 2

Nach 8.4 ist M = vy + W mit W := span(v; — vg,...,v; —vp). Ferner dim(M) = dim(W).

Fall 1: 0 € M. Dann vg € W. Wir zeigen W = U:

v €W = vg,v1,..,0: EW = UCW. vy,...,00 €U = v1 —vg,...,v65 —vg €U = W CU.
Fall 2: 0 ¢ M. Dann vg ¢ W und somit vy # 0 & K-vg N W = {0}.

Wegen U = K-vg + W folgt daraus dim(U) = dim(W) + 1.

Aufgabe 3

(i) 7(z +y) = (m(z +y),m@+y) = (7
m(x) +7(y). w(A\x) = (mi(Ax), 7r2()\x) =
(ii) w(z) = (U1, U2) < mi(x) = mo(x
Also Ker(m) = Uy N Us.

(iii) I. Sei 7 surjektiv und y € V. Dann existiert x € V mit n(z) = (y + U1,0 + Us), d.h. =+ Uy
y+U1 &x4+Uy=0+4+Us,dh. y—z €U &xelUsalsoy=(y—x)+z €U +Us.

II. Sei V = U; + Us und yl,yg eV.zz (x) JxreV(n(zx)=(y1 +Ur,y2 + Us)).

1) +mi(y), ma(2) + m2(y)) = (m(2), m2(2)) + (m1(y), m2(y))
(A1 (), Ao (2)) = M (2), 72 (2)) = A ().
)=

Uy s xelU 1 &xelU; & xcUNUs,.

Yo—y1 €V = U1+U2 = (g +UDN(y2+Us) # 0 = Fuy € Up,ug € Up(z:= 41 +us = Yo +us) = (%).
Aufgabe 4

Korollar zu 8.10: f € Hom(V,W) = V/Ker(f) = Im(f).

(a) ) zeKer(p) @ 2€U&kpx)=U © z2ecU&a+U =U © 2cUkzecl.

(ii) p € Hom(U, (U+U")/U") VB /(U nU") = U/Ker(p) = Im(p) = (U + U")/U".

(b) (i) f wohldefiniert: t + U =y4+U =>2—-yeU=>ax—yelU =2+U =y+U".
flinear: f((z+U)+(y+U))=fle+y+U)=a+y+U' =@+U)+y+U)=fl@+U)+fly+U).

Ker(f) = U'/U: 2+ U €Ker(f) & fa+U)=U' o ¢+U =U' o zeU & 24U ecU//U.
x)x+UeU)/U=az4+U=2'4Ufireina’ eV =z=(x—2')+2' €U

)+K
(1):> or

(ii) f € Hom(V/U,V/U") (V/U)/(U'JU) = (V/U)/Ker(f) = Im(f) =V/U".



