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Aufgabe 1

Sei M = a + U , M ′ = a′ + U ′ und M ∪M ′ = a + W .

(1) x, y ∈ M & α + β = 1 ⇒ αx + βy ∈ M .
Beweis: Sei x = a + u1, y = a + u2. Dann αx + βy = αa + αu1 + βa + βu2 = a + αu1 + βu2 ∈ M .

(2) x ∈ M \M ′ & y ∈ M ′ \M ⇒ 1
2 (x + y) 6∈ M ∪M ′.

Beweis: Annahme: z := 1
2 (x + y) ∈ M ′. Nach (1) gilt dann x = −y + 2z ∈ M ′. Widerspruch.

Annahme: M 6⊆ M ′ & M ′ 6⊆ M , d.h. es gibt x ∈ M \M ′ und y ∈ M ′ \M .

Mit (2) folgt daraus 1
2 (x + y) 6∈ M ∪M ′. Andererseits gilt x, y ∈ M ∪M ′.

Mit (1) folgt deshalb, daß M ∪M ′ kein affiner Unterraum ist. Widerspruch.

Aufgabe 2

Nach 8.4 ist M = v0 + W mit W := span(v1 − v0, . . . , vk − v0). Ferner dim(M) = dim(W ).

Fall 1: 0 ∈ M . Dann v0 ∈ W . Wir zeigen W = U :
v0 ∈ W ⇒ v0, v1, ..., vk ∈ W ⇒ U ⊆ W . v0, . . . , vk ∈ U ⇒ v1 − v0, . . . , vk − v0 ∈ U ⇒ W ⊆ U .

Fall 2: 0 6∈ M . Dann v0 6∈ W und somit v0 6= 0 & K·v0 ∩W = {0}.
Wegen U = K·v0 + W folgt daraus dim(U) = dim(W ) + 1.

Aufgabe 3

(i) π(x + y) = (π1(x + y), π2(x + y)) = (π1(x) + π1(y), π2(x) + π2(y)) = (π1(x), π2(x)) + (π1(y), π2(y)) =
π(x) + π(y). π(λx) = (π1(λx), π2(λx)) = (λπ1(x), λπ2(x)) = λ(π1(x), π2(x)) = λπ(x).

(ii) π(x) = (U1, U2) ⇔ π1(x) = U1 & π2(x) = U2 ⇔ x ∈ U1 & x ∈ U2 ⇔ x ∈ U1 ∩ U2.
Also Ker(π) = U1 ∩ U2.

(iii) I. Sei π surjektiv und y ∈ V . Dann existiert x ∈ V mit π(x) = (y + U1, 0 + U2), d.h. x + U1 =
y + U1 & x + U2 = 0 + U2, d.h. y − x ∈ U1 & x ∈ U2, also y = (y − x) + x ∈ U1 + U2.

II. Sei V = U1 + U2 und y1, y2 ∈ V . z.z. (∗) ∃x ∈ V (π(x) = (y1 + U1, y2 + U2)).

y2− y1 ∈ V = U1 +U2
8.2a⇒ (y1 +U1)∩ (y2 +U2) 6= ∅ ⇒ ∃u1 ∈ U1, u2 ∈ U2(x := y1 +u1 = y2 +u2) ⇒ (∗).

Aufgabe 4

Korollar zu 8.10: f ∈ Hom(V,W ) ⇒ V/Ker(f) ∼= Im(f).

(a) (i) x ∈ Ker(ρ) ⇔ x ∈ U & ρ(x) = U ′ ⇔ x ∈ U & x + U ′ = U ′ ⇔ x ∈ U & x ∈ U ′.

(ii) ρ ∈ Hom(U, (U+U ′)/U ′)
(i)+Kor⇒ U/(U ∩ U ′) = U/Ker(ρ) ∼= Im(ρ) = (U + U ′)/U ′.

(b) (i) f wohldefiniert: x + U = y + U ⇒ x− y ∈ U ⇒ x− y ∈ U ′ ⇒ x + U ′ = y + U ′.
f linear: f((x + U) + (y + U)) = f(x + y + U) = x + y + U ′ = (x + U ′) + (y + U ′) = f(x + U) + f(y + U).

Ker(f) = U ′/U : x + U ∈ Ker(f) ⇔ f(x + U) = U ′ ⇔ x + U ′ = U ′ ⇔ x ∈ U ′ (∗)⇔ x + U ∈ U ′/U .
(∗) x + U ∈ U ′/U ⇒ x + U = x′ + U für ein x′ ∈ U ′ ⇒ x = (x− x′) + x′ ∈ U ′.

(ii) f ∈ Hom(V/U, V/U ′)
(i)+Kor⇒ (V/U)/(U ′/U) = (V/U)/Ker(f) ∼= Im(f) = V/U ′.


