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Übungen zur Vorlesung “Lineare Algebra II”

Aufgabe 25

Sei V ein euklidischer bzw. unitärer K-Vektorraum mit Basis ṽ = (v1, . . . , vn). Durch Anwendung des
Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens gemäß Satz 12.9 erhalte man die ONB w̃ = (w1, . . . , wn).
Man zeige:

(a) Sind ε1, . . . , εn ∈ K mit |εi| = 1 (i = 1, ..., n), so erhält man durch Anwendung des Schmidtschen
Verfahrens auf (ε1v1, . . . , εnvn) die ONB (ε1w1, . . . , εnwn).

(b) Ist ṽ ein Orthogonalsystem, so gilt wk = ‖vk‖−1vk für k = 1, . . . , n.

Aufgabe 26
(a) Zeigen Sie für a, b, c ∈ R3 die Grassmann-Identiät a× (b× c) = 〈a, c〉·b− 〈a, b〉·c

und folgern Sie daraus die Jacobi-Identität a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

(b) Zeigen Sie für a, b, c ∈ R3: (a, b, c) linear unabhängig ⇔ (a× b, b× c, c× a) linear unabhängig.

Aufgabe 27

Seien E = p + W und E′ = p′ + W ′ mit W = span(w1, w2) und W ′ = span(w′
1, w

′
2) zwei nichtparallele

Ebenen im R3. Sei ferner a ∈ E ∩ E′ und w := v × v′ mit v := w1 × w2, v′ := w′
1 × w′

2.

Man beweise: E ∩ E′ = a + Rw.

Aufgabe 28

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Basis ṽ = (v1, . . . , vn). Man zeige:
(a) Für jeden Endomorphismus f : V → V gilt: vol(f(v1), . . . , f(vn)) = |det(f)| · vol(v1, . . . , vn).

(b) vol(v1, . . . , vn) ≤ ‖v1‖ · . . . · ‖vn‖.

(c) Ist ϕ : V n → R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften
(i) für jedes OGS (w1, . . . , wn) in V gilt ϕ(w1, ..., wn) = ‖wn‖ · . . . · ‖wn‖,

(ii) ∀u1, ..., un ∈ V ∀i, j ∈ {1, ..., n}∀λ ∈ R
(
i 6= j ⇒ ϕ(u1, ..., ui−1, ui+λuj , ui+1, ..., un) = ϕ(u1, ..., un)

)
,

so gilt: ϕ(v1, ..., vn) = vol(v1, ..., vn).

Abgabetermin: Montag, 14. 6. 2010, 12hct im Übungskasten.


