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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Einige Abkiirzungen.
N={0,1,2,...}
Z=NU{-n:neN}
@={§r z,y € L& y#0}
R

Menge der natiirlichen Zahlen)
Menge der ganzen Zahlen)

Menge der rationalen Zahlen)

(
(
(
(Menge der reellen Zahlen)

Ny :={neN:n#0}.

Die Buchstaben 1, j, k, [, m, n, p bezeichnen im folgenden stets natiirliche Zahlen.

n
S a; i =am+amy1 + ...+ a, (falls m < n)

1=m

Definitionen. Seien m,n # 0.

Ein rechteckiges Schema reeller Zahlen a;; € R

a11 a2 a3z ... Qin

a21 G2  A23 ... Q2pn
A =

Am1 Am2 Am3 oo Omn

heifit mxn-Matriz mit Koeffizienten a;; in R.

Hierfiir schreibt man auch A = (ag;)i=1,..m = (ai;)i; = (aij). ((a))

j=1,....,n
Firi € {1,...,m} und j € {1,...,n} heifit

aij

(ai1 a2 ... a;) die i-te Zeile von A und .J die j-te Spalte von A.

Qmj
R™*™ .= {A: A ist mxn-Matrix mit Koeffizienten in R}.

R wird mit R identifiziert.
R™*! (bzw. R1*") heiBit m-dimensionaler Spaltenraum (bzw. n-dimensionaler Zeilenraum).
Die Elemente von R™*! (R'*" ) heiflen Spaltenvektoren der Linge m (Zeilenvektoren der Linge n).

Bemerkung. Die Spalten (bzw. Zeilen) einer mxn-Matrix sind Elemente von R™*1 (bzw. R*").

Abkiirzung. R™ := R"*! (n-dimensionaler Spaltenraum,)

Schreibweise.

Sind a1, ..., a, € R™ = R™*! 50 bezeichnet (a1 .. an) die mxn-Matrix mit den Spalten a1, ..., a,.
by

Sind by, ..., b, € R so bezeichnet die mxn-Matrix mit den Zeilen by, ..., b,,.
bin

Eine Matrix, deren samtliche Koeffizienten gleich 0 sind, heiit Nullmatriz und wird mit 0 bezeichnet.



aix ... Qin Z1

Zwischen der Matrix A = € R™*™ und der Spaltez = : | e R”
Am1 -+ Qmn T,
erklart man ein Produkt, das eine Spalte der Lange m ergibt:
a1T + ..+ a1ty D1 41T
A x = = e R™.
am1T1 + ...+ QmnTm E;’:l A T

Das lineare Gleichungssystem

a1ry + ... + aiprn, = b
a»nxr1 + ... + agpx, = b
()
Ami1 + ... + amnTn = bn
by
kann man dann in der Form A-z =56 mitb:= | : | schreiben.
bim
a1 ... Qin by
A heifit die Koeffizientenmatriz, und (A b) := die erweiterte Koeffizientenmatriz
Aml - Qmn  bm

des linearen Gleichungssystems (x).

Los(A;b) := {x € R™: A-x = b} heifit die Losungsmenge oder der Losungsraum von (k).

Definition.

Unter elementaren Zeilenumformungen einer Matrix A versteht man folgende Umformungen von A:
(I)  Vertauschen zweier Zeilen.

(IT) Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, wobei A € R und 4 # j.

(III) Multiplikation der i-ten Zeile mit einem X € R\ {0}.

Abkiirzungen:
AP A" = A’ entsteht aus A durch eine endliche Folge elementarer Zeilenumformungen.

A A" <= A’ entsteht aus A durch elementare Zeilenumformungen vom Typ X .

Lemma 1.1. Aus A, A’ € R™*" b i/ € R™ und (A b) =25 (A’ V) folgt Los(A;b) = Los(A’; ).
Beweis:
Offenbar reicht es, die Inklusion Los(A;b) C Los(A’;b) zu zeigen, denn mit (A b) 22y (A" V') gilt auch

(A" 22y (A b). Fir Umformungen der Typen (I), (IIT) ist die Behauptung trivial.

Sei jetzt (A’ b') aus (A b) durch Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur I-ten Zeile entstanden.
Dann gilt: € Los(A;b) = > ayz; =b; (1 #LEk) & Y ajz; =b & Y apje; =by =
j=1 j=1 j=1

= > a;zi=b; (i £1) & Y (ay; + Aagj)z; =b + Abyp = > ajz; =0 (i=1,..,n) = z € Los(A;b).
j=1 j=1 =1

Beispiel

l‘1+2l‘2+4£€3:1 931+2£C2+4I3:1 I1+2$2+4I3:1

271 + 3x2 + 5r3 =0 < - ry—3z3=-2 T — 2y —3z3=-2 T

3x1 + 4x9 + 8x3 =5 3r1 + 4x9 + 8x3 =5 — 219 — 4x3 =2



1’1+2£L’2+4£L‘3:1 $1+2$2+4(E3:1 1’1:3

To + 3x3 =2 — To + 3x3 =2 — To = —T
To + 2x3 = —1 —x3 = —3 r3 =3
Definition.

1. 64 = {2‘) falls i = j (Kronecker-Symbol)

sonst
01
2. €} = ; € R" heifit j-ter Einheitsvektor des R™. Meist schreibt man kurz e; statt e7.
Onj
Definition.

Eine mxn-Matrix A = (a;;) heifit in Zeilenstufenform (oder kurz Stufenmatriz),
wenn es natiirliche Zahlen r <m und 1 < j; < js < ... < j < n gibt, so daf gilt:
1. ayy,. .. ar, #0,

2. a;;=0falls (1 <i<rund1<j<y;) oderr<i<m;

d.h. wenn A von der folgenden Form ist (wobei auch r = 0, d.h. A = 0 sein kann):

0 Oaljl ............... QA1n
0O......... Oa2j2 ......... a9n,
0o, 0apj, ... Gy | mitr<m, 1< <...<jr<nunday,... ay; #0.
O 0
O 0

a1jy5 - -+, 0rj, heiBen Angelpunkte (Pivots), und die Spalten zu ji, ..., j, heiflen Stufenspalten.

Sind die Stufenspalten die Einheitsvektoren e1,...,e,, d.h. gilt a;;, = 6;; firk=1,...,rund i =1,...,m,

so nennen wir A eine ausgezeichnete Stufenmatrix.

Beispiele.
0504105
0 01 75 10 AXT e e oo
L. 000004 1]E€ R**" ist Stufenmatrix mit » = 3, j; = 2, jo =3, j3 = 6.
0000 O0OO0O0
5 1 2
2 0 4 3| ist Stufenmatrix mit j; =1, jo = 2, j3 = 3.
0 0 7
0 1 4 2
3.10 1 0 1] ist keine Stufenmatrix.
0 0 0 2

Lemma 1.2.

(a) Jede Matrix A € R™*™ 1afit sich durch elementare Zeilenumformungen der Typen (I) und (II) in eine
Stufenmatrix A’ € R™*™ {iberfiihren.

(b) Jede Stufenmatrix A € R™*™ 148t sich durch elementare Zeilenumformungen der Typen (II) und (IIT)

in eine ausgezeichnete Stufenmatrix A" € R™*™ iiberfiihren.



Beweis von (a) durch Induktion nach m:

Fall 1: A =0 oder m = 1. Dann ist A eine Stufenmatrix.

Fall 22 A# 0 und 1 <m. Sei j; :=min{j: Fi(a;; # 0)} und sei ¢ € {1,...,m} mit a;;, # 0.

Durch Abziehen des Z’f—@—fachen der i-ten Zeile von der k-ten Zeile (fur k € {1,...,m} \ {i}), sowie an-

1
schliefendes Vertauschen der ersten mit der ¢-ten Zeile erhalt man

O P 0 a‘ijl K oee e ee *
0 ... 0 O
A= . .
. . : B
0 ... 0 O

Nach I.V. (Induktionsvoraussetzung) kann B durch elementare Zeilenumformungen auf Stufenform B’ ge-

bracht werden. Anwenden der entsprechenden Zeilenumformungen auf A; liefert die Stufenmatrix

0 ... 0 Qjgy K e *
;o o000
A= - I
0 0 O

Beispiel.

001 29 0 3 4 5 9 03 4 5 9 03 4 5 9

03459H00129’_)00129'_>00129'_)

06 789 0 0-1-2 -9 000 00O 000 09

09 9 9 9 0 0-3 -6 —18 0 00 09 000 00O

03 4 50 0 3 0 -3 0 01 0 -1 0

001 20 . 001 2 o0 . 001 2 0

00 0 0 1 0 00 0 1 000 0 1

00000 0 00 0 O 000 0 O

Lemma 1.3°.

Sei A € R™*"™ eine ausgezeichnete Stufenmatrix mit den Pivots a1; = ... = a, = 1.
by

Sei ferner b = : € R™. Dann gilt fiir das Gleichungssystem A-x =1b:
b,

(a) Ist b; # 0O fiir mindestens ein i € {r+1,...,m}, so ist das Gleichungssystem unlosbar, d.h. Los(4;b) = 0.

(b) Andernfalls ist das Gleichungssystem 16sbar und

T
n
LOS(A,b):{ : {Ei:bi— Z Q5T 5 (Z:L,’I’)}
j=r+1
Tn
Beweis:
(a) Sei r+1 < i < m und b; # 0. Dann gilt a;; = ... = a4, = 0 und somit Z?=1 a;;x; = 0 fiir beliebige

z1,...,xy € R. Folglich ist die Gleichung Z?=1 ai;x; = b; und damit das ganze System A - x = b unlosbar.

(b) Es gilt: @ € Los(A;b) & Ax =b < E a;jz; =b; (1 =1,...,r). Nach Voraussetzung iiber A ist aber
=

a;; = 0;; (4,7 € {1,...,r}) und deshalb Z Qi = Z 03525 + Z a;jx; = ; + Z ai;e; (i=1,...,7).
j=r+1 j=r+1
Folglich: Los(A;0) = {z: >0 aa; =bi (i=1,...,r)} ={z:2; =b; — Z ai;x; (1=1,...,r)}
j=r+1



Lemma 1.3.

Sei A € R™*" eine ausgezeichnete Stufenmatrix mit den Pivots a1, = ... =a,j, =1 (1 < j1 < ... <j <n).
by

Sei ferner b = € R™, und seien jr41 < ... < jn, so daB {ji,...,jn} ={1,...,n}.
bm

Dann gilt fiir das Gleichungssystem A-xz =b:
(a) Ist b; # O fiir mindestens ein i € {r+1,...,m}, so ist das Gleichungssystem unlosbar, d.h. Los(A4;b) = 0.

(b) Andernfalls ist das Gleichungssystem ldsbar und
T n
Los(A;0) ={| : |z, =bi— > aiyxj ((=1,...,7)}
k=r+1
T,
Beweis:

(a) Wie bei Lemma 1.3’

(b) Es gilt: © € Los(A;b) @ Az =b< > a;z; =b; (i =1,...,r). Da A ausgezeichnete Stufenmatrix ist,
j=1

n T n n
gilt aber a;;, = 6 (i,k € {1,...,r}) und deshalb > a;j;z; = Y aij, T+ Y. Gijp%j, = Tj,+ D, Qij T, -
j=1 k=1 k=r+1 k=r+1

Folglich: Los(A;0) ={z: Y a;jz; =b; i=1,....,r)} ={z:zj, =b; — > az; (=1,...,m}
j=1

k=r+1
Beispiel.
10 2 00 6 0
01 -1 0 0 -5 0
A=10 0 0 1 0 —-21|,b=1]0
00 0 01 2 0
00 0 O0O0 O 0

Hieristm=5,n=6,r:4,j1=1,j2=2,j3=4,j4=5,j5:3,j6=6.
Los(A;0) = {z € RS : 21 = —223 — 626 & 22 = 23 + Has & 74 = 276 & 75 = —226} =

—2x3 — 6xg —2s — 6t
T3 + Sxg s+ 5t
T3 S
:{ 9274 :x3,$6€R}:{ ot :s,tE]R}.
721’6 —2t
T6 t

Eliminationsverfahren von GAUSS zur Losung eines Systems von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten:

1. Man schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A b) auf.

2. Man transformiere A durch elementare Zeilenumformungen in eine ausgezeichnete Stufenmatrix und
forme dabei die Spalte b mit um. — Das Ergebnis sei (A’ b').

3. Aus Lemma 1.3 erhélt man die Losungsmenge Los(A’; b'), und nach Lemma 1.1 ist Los(A; b) = Los(A'; V).

Definition (Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen)
Firm,n>1, A= (aij)izl,...,m eR™*" B = (aij)izl,...,m € R™*™ und A € R seien
=1 =1

j=1,...,n I= 5
A+ B = (@i + bij)izt..m € R™™ und M= X A:= (Maij )iz

A 2

j;:l ..... n J=1,..., n



Ferner sei —A :=(-1)-A, A— B:= A+ (—B) fir A, B € R™*".
Die Matrix E,, := (8;)i,; € R"*"™ heifit (n-reihige Einheitsmatriz).
Die j-te Spalte von Ej, ist €}, der j-ter Einheitsvektor des R".

Lemma 1.4.

Seien m,n > 1. Dann gilt fir alle A, B,C € R™*™ und A, pu € R:
(a) (A+B)+C = A+ (B+ () (Assoziativgesetz)

(by A+ B=B+ A (Kommutativgesetz)

(c) A+0=A4 (

(d) A+(-4)=0 (

(
(
(

neutrales Element)
inverses Element)
e) (M)A = A(nA)

f) AN+p)A=AA+pA

g) MA+B)=XA+ B

Beweis klar. -2 —6
Bemerkung. Unter Verwendung der eben eingefiihr- 1 (5)
ten Operationen kann die Losungsmenge in obigem Los(4;0) = {3 o | T tl o |:5t€ R}'
Beispiel auch folgendermaflen geschrieben werden: 0 -2

0 1

Definition (Multiplikation von Matrizen).
m ER™" B = (bjk)-_

j;1 .......... n i;llv,.‘.‘:’,p
n
AB = A-B = ( Z aijbjk)i:17‘__,m == (ailblk +...+ a’inbnkﬁ)i=l,“.,m S R™XP,
j=1 k=1,....,p k=1,...,p

Bemerkungen.

1. A-B ist nur definiert, wenn die Zeilenlange von A gleich der Spaltenldnge von B ist!!!

2. Fir B € R (d.h. im Fall p = 1) stimmt diese Definition mit der auf Seite 1 gegebenen Definition des
Produkts einer Matrix mit einem Spaltenvektor iiberein.
b1 N
3. FirA=(a; ... a,) ER>" und B = : e R™*1 gilt: A-B=aib; + ...+ apnb, = > a;b; € R,
b =
n
Definition. Fir A = (a;5);; € R™*" sel [A];j = aij -
Sind A,B € R™*", so gilt: A=B & [A];; =[B];; furallei e {1,...,m}, j € {1,...,n}.

Lemma 1.5.

Fiir A € R™*" und B € R™*P mit den Spalten ay,...,a, € R™ bzw. by,...,b, € R™ gilt:
X1 "

(a) AB = (Aby ... Aby), b)yA-| | => zjay, (c) A-ej =aj.
Ty =t

Beweis:

(a) [AB]zk = Z?:l a,-jbjk = [Abk]zl = [(Abl e Abn)]zk
(b) [A-wlin = X0, aijey = 375 xjlasla = Do), zja5]a.  (c) folgt aus (b).

6



Beispiele:

10 2

10 -1 B (0 0 2 o3
(21 3) 2 11_(7—15)ER
— ———

1 0 0
€R2x%3 CRoxe
0
(2 0 -1 1) 1 =2€eR (=R
3
1 2 1 3 0
-2 1-(2 1 3 0)=|-4 -2 -6 0] R34
0) Tatm 0 0 0 0
6]R3><1

Beachte: Fiir A € R™*" und B € R?*P (mit m,n,p,q > 1) gilt:
(i) A+ B ist nur definiert, wenn m = ¢ & n = p.

(ii) A- B ist nur definiert, wenn n = q.

Lemma 1.6 (Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation).

Seien m,n,p,q > 0. Dann gilt fir alle A, A’ € R™*" B, B’ e R"*? C € RP*I )\ e R:
(a) (A+A")B=AB+ A'Bund A(B+ B') = AB+ AB’ (Distributivgesetze)

(b) AE,=A=FE,A

(¢) MAB) = (MA)B = A(\B)

(d) (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz)

Beweis.

(a) [(A+A")Blix = > (aij +ai;)bjx = > aijbje + 3 aj;bji = [ABlix + [A'Bl; = [AB + A'Bi k.
j=1 j=1 j=1

(b) [AEn)ij = Y h_y @ikl = aij = Dpey dikarj = [EmAlij
(©) INAB)]ik = A 32T, aijbji = 3251 (Aaij)br; = [(AA)Blik

P p n P n n P
(d) [(AB)Cliy = Y [ABligern = 3 (X agbjden = 3 3 agbjpci = Y Y aibjecn =
k=1 k=1 j=1 k=15=1 j=1k=1
n P n
= 22 aii( 22 bjkcr) = - aij[BCj0 = [A(BC)]iy
j=1 k=1 Jj=1
Definition.

Wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation ist folgende Definition fiir Matrizen A € R™*™ sinnvoll:

A°:=F, und A*:=A-A-...-A firk>1.
—_—
k mal
Bemerkungen.

1. Nach Lemma 1.4 und Lemma 1.6 gelten viele der iiblichen Rechenregeln auch fiir Matrizen.

Die Matrizenmultiplikation ist aber nicht kommutativ, denn es gilt z.B.:

(0 0) (o) = (o) 7 (0 0)= (o) (o0)



2. Die weiter oben vorgenommene Identifikation von A € R und ()\) € R'¥1 ist vertriglich mit den

Rechenoperationen fiir Matrizen, denn fiir alle A, x € R und A € R**" gilt:
W)+ () =A+n), )-(@w)=0un, (1) A=rA

Definition.

1. Z € EZU,, & Z ist eine auf m x n-Matrizen (n > 1 beliebig) anwendbare elementare Zeilenumformung.

2. Fir Z € EZU,, und A € R™*" bezeichne Z(A) die durch Anwendung von Z auf A entstehende Matrix.

Lemma 1.7. Fir Z € EZU,, gilt:

(a) Z(AB) = Z(A)-B, falls A € R™*" B e R"¥P.

(b) Z(A) = Z(E;,)-A, falls A € Rm™*™,

Beweis:

(a) Seien by, ...,b, die Spalten von B und ci,...,¢, die Spalten von AB. Dann sind Z(¢1), ..., Z(cp) die
Spalten von Z(AB) und nach L.1.5a gilt Ab; = ¢;, d.h. b; € Los(A4;¢;) fir j = 1,...,p. Mit L.1.1 folgt
daraus b; € Los(Z(A); Z(cj)), d.h. Z(A)b; = Z(c;) fir j = 1,...,p. L.1.5a liefert schlieBlich die Behauptung.
(b) Z(A) = Z(EnA) ¥ 2(E,,)-A.



82 Grundbegriffe der Logik und Mengenlehre
Aussagen, logische Verkniipfungen

Eine Aussage ist ein “sprachliches Gebilde”,das entweder wahr oder falsch ist.
Ist die Aussage A wahr (bzw. falsch), so sagt man A habe den Wahrheitswert 1 (bzw. 0).
Statt “A ist wahr” sagt man auch “A gilt”.

Zur Bildung zusammengesetzter Aussagen verwendet man in der Mathematik gewisse Abkiirzungen:
A& B: “Aund B” (Statt “&” schreibt man oft auch “A”.)

AV B: “Aoder B”

A= B: “Aimpliziert B”, “wenn A, dann 5", “aus A folgt B”, “B folgt aus A”

A< B: “A genau dann, wenn B”

-A : “nicht A”

Erlauterungen:
1. Mit V (oder) ist stets das “nicht ausschlieflende oder” gemeint,
d.h. AV B ist auch dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.
2. A = Bist genau dann wahr, wenn B wahr oder (nicht ausschlieflend!) A falsch ist.
(Die Aussage “4 ist Primzahl = 1 < 0” ist z.B. wahr).
- A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.
4. A< B ist genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben. In diesem Fall nennt man
die Aussagen A, B dquivalent (zueinander).

5. A& Bist dquivalent zu (A = B) & (B= A), A= B ist dquivalent zu —~AV B.

Die Bedeutung der Symbole & ,V,=-, <, — 14t sich durch folgende “Wahrheitstafel” beschreiben:
A B A&B AVvB A=B A& B -A

1 1 1 1 1 0

0

1

1

o O = =

0 0 1 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 1 1

Ist A(x) ein Ausdruck, der eine Aussage darstellt, wenn fiir x ein beliebiges Objekt z (einer vorgegebenen
Gesamtheit von Objekten) eingesetzt wird, so nennen wir A(*) eine Eigenschaft und sagen “r hat die
Eigenschaft A(x)” fiir “A(x) ist wahr”.

Abkiirzung:

Ve A(x): “fir alle x gilt A(z)”

JrA(x): “es gibt ein x, so daf A(z)”, “fiir mindestens ein = gilt A(x)”.

Das Symbol V (3 ) heiit “Allquantor” ( “Existenzquantor” ).

Fiir beliebige Aussagen A, B bzw. Eigenschaften A(x) gilt:
(A& B) & AV B, -—A & A,



-(AVB) & -A& B, Ve A(z) & Jz-A(z),

(A= B) & A&B, -JdzA(z) & Ve-A(z).

Einige Sprechweisen:

B = A heifit die Umkehrung von A = B;

-B = - A heifit die Kontraposition von A = B;

A= B: “Aist hinreichend fiir B” oder “B ist notwendig fiir A47;

A< B: “Aist notwendig und hinreichend fiir 5”;

A= B “Aist per Definition dquivalent zu B”.

Eine wahre Aussage nennt man in der Mathematik einen “Satz” oder ein “Theorem” oder ein “Lemma”.
Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

Eine Aussage A = B kann man u.U. dadurch beweisen, dafl man aus der Voraussetzung 4 und der Annahme
—B einen Widerspruch C&—C ableitet. (Begriindung: A = B ist dquivalent zu (A & -B) = C&—C. )
Insbesondere kann man A = B beweisen, indem man die Giiltigkeit der Kontraposition —B = —.A nachweist.
Abkiirzung: 3NzA(z) & Jz(A(z) & Yy(A(y) = = = y) (es gibt genau ein z mit A(x))

Es gilt: Nz A(z) & FaVy(Aly) © z=y) und NzA(z) & FzA(z) & VaVy(A(z) & Aly) = = =vy).

Naiver Mengenbegriff nach Cantor (1895):
Unter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M wvon wohlunterschiedenen Objekten unserer

Anschauung oder unseres Denkens (welche die ‘Elemente’ von M genannt werden) zu einem Ganzen.
“a ist Element von M” bedeutet also dasselbe wie “a gehort zu M”.

Abkiirzungen:

a €M :<= aist Element von M [a gehort zu M |

a¢ M :<— -(a€ M) |[aistnicht Element von M ]

a#b :<= =(a=0b) [aungleich b, a verschieden von b |

Fiir endlich viele Objekte aq,...,a, bezeichnet {ai,...,a,} diejenige Menge M, die genau die Elemente
ai,...,a, hat.

Erlduterungen

Jede Menge ist ein Objekt unseres Denkens, kann also selbst wieder Element einer anderen Menge sein.

Bei der Zusammenfassung von Objekten zu einer Menge kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
an, und auch nicht darauf, ob ein Element nur einmal oder mehrmals vorkommt. Anders gesagt, eine Menge

M ist eindeutig bestimmt, wenn festgelegt ist, welche Objekte a Element von M sind und welche nicht.

Fiir Mengen M, N gilt also: M=N <= Vi(xeM & xe€N) (Extensionalitét).

Beispiele:
1. M :={1,0,{3,{0}},4} ist eine Menge. Die vier Elemente von M sind 1,0, {3, {0}},4.
2. Es gilt {3,6,9,12) = {12,3,3,6,9,12} # {3,3,9,12}.

10



Definition.
Ist M eine Menge und A(%) eine Eigenschaft, so bezeichnet {z € M : A(z)} die Menge aller Elemente z
von M, fiir die die Aussage A(x) wahr ist (gilt). Wenn M aus dem Zusammenhang hervorgeht, so schreiben
manchmal auch nur {z : A(x)} statt {x € M : A(z)}.

Fiir jedes Objekt a gilt also: ac{reM: Alx)} & ae M & Aa)

Ist ¢(x) fiir alle x € M definiert, so sei {tlx):xeM}:={y:Fz e M(y =t(x))}

Zum Beispiel ist {2n+1: n € N} die Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen.

Analog definiert man {t(z) : A(x)} bzw. {t(z1,...,xs) : A(z1,...,z,)}. Beispiel: {2" -3 :n e N& x € Z}.
Abkiirzungen:

Ve e M A(x) : <= Vz(r e M = A(x))

Are MA(r) : < Fz(zr e M & A(z))

0:={z:ax+#x} (die leere Menge)

Es gilt: -Vz € MA(zx) <= Jz € M-A(z) und -3z € MA(x) < Ve € M-A(z).

Bemerkungen.

Die leere Menge ) besitzt iiberhaupt keine Elemente.

Jede Aussage der Form Vz € M A(z) mit M = () ist wahr.

04.11.2009
Es gilt {a1,...,an}={z:x=a1 V...V =a,}.

Man beachte:

Die Menge {a} ist nicht dasselbe wie das Objekt a; auch nicht, wenn a ebenfalls eine Menge ist.

Definition. Seien X,Y Mengen.
X heifit Teilmenge von Y (in Zeichen X CY), falls jedes Element von X auch Element von Y ist:

XCY <= VzeX(xeY) [. Offenbar gilt: X=Y & XCY&YCX

Fir X C Y sagt man auch “X ist in Y enthalten” oder “Y umfafit X”.
Abkiirzung: X ¢ Y : <= X ist nicht Teilmenge von Y.

XSY i = XCY&X#Y (X ist echte Teilmenge von'Y')

Es gilt:

(a) XY & JreX(xgY).

MXA£Y & XZYVYZX [FTreX(xgY)VIzeY(x ¢ X)].
Definition. Fir Mengen X,Y definieren wir:

XNY :={z: 2z€ X &x €Y} (Durchschnitt von X und Y)

XUY :={z:2ze€XVzeeY} (Vereinigung von X und Y)
X\Y={zr:2eX&s¢Y}={reX:z¢Y} (Differenz von X und ¥, X ohneY’)

Man beachte: Im allgemeinen gilt nicht X \Y =Y \ X !

11



Beispiele:

{1,2,3} n{2,3,13,14} = {2, 3},

{0,1} n{2,3} =0,

{1,2,3} U{2,3,13,14} = {1,2,3,13,14}

{1,2,3}\ {2,3,13,14} = {1}

{2,3,13,14} \ {1,2,3} = {13,14}

{0,13\ {2,3} = {0,1}

{0,1,1,0} \ {2,0,3,1} = 0.

Lemma 2.1.

(A XNYuzZ)=XnY)u(Xn2).

b)) Xul¥nZ)=(XUY)Nn(XUZ).

(c) M\(M\X)=MnX.

(d) M\ (XUY)=M\X)Nn(M\Y) = (M\X)\Y

(€) M\ (XNY) = (M\X)U(M\Y).

Beweis:

(a) Fiir beliebiges z ist die Aquivalenz der Aussagen “z € X N (Y UZ)” und “z € (X NY)U (X NZ)" zu
beweisen. Sei also x gegeben.

Fall 1: z€ X. Dann: 2€ XN(YUZ) © z€YUZ & z€(XNY)U(XN2Z).
Fall 22 2 ¢ X. Dann: z ¢ XN (YUZ)undz ¢ (X NY)U (X NZ).

(c)Falll: ze M. Dann: e e M\ (M\ X) @ 2 ¢ M\ X © ze€X © zeMnX.
Fall2: 2 ¢ M. Dannc ¢ M\ (M\ X) und z ¢ M N X.

DaxzeM\(XUY) ©2eM&rgXUY S zeM&(xgX&rdY) <
S eM&rgX)&(reM&axgY) & e M\ X&xeM\Y © xe(M\X)N(M\Y).
zeM\(XUY) "L e M&r¢X)&2¢dY @ se M\ X &agdY & ze(M\X)\Y.

Definition. Unter dem (kartesischen) Produkt X x Y zweier Mengen X,Y versteht man die Menge aller
geordneten Paare (z,y) mit z € X, yeY: X xY :={(z,y):2 € X &yeY}

Die Gleichheit geordneter Paare ist definiert durch: (z,y) = (2/,y') & z=2" &y =1y

Analog definiert man fiir beliebiges n > 1:

X1 X oo x Xy i={(x1,cyzn) 21 € X1 & ... &y, € X} (kartesisches Produkt)

Die Elemente von X X ... x X, heiflen n-Tupel.

Die Gleichheit von n-Tupeln ist definiert durch: (z1,...,z,) = (2},...,2)) & x1 =21 & ... &2, =2},
Eine Menge von n-Tupeln nennt man eine n-stellige Relation.

Abkiirzung: X" :=Xx...x X (n>1).
————
n mal

Jede Teilmenge von X" nennt man eine n-stellige Relation auf X.

12



Definition. Seien X,Y Mengen.
Eine Abbildung (oder Funktion) von X nach Y, ist eine Vorschrift f, die jedem = € X genau ein Element
f(z) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir f: X =Y, z — f(z).

Def(f) := X heifit der Definitionsbereich oder die Quelle, und Y das Ziel von f.

Ist € X, so nennt man f(x) das Bild von x unter f oder den Funktionswert von f an der Stelle x.
Fir f: X =Y undg: X' -»Y'git: | f=¢9g — X=X'&Y =Y &VoreX(f(z)=g(z))
Eine spezielle Abbildung ist fiir jede Menge X die identische Abbildung von X: idx : X — X, x — x .
Mit Abb(X,Y’) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Definition. Sei f: X - Y und M C X, NCY.
fIM)={f(x):xeM}y={yeY :3x € M(f(x) =y)} (Bild von M unter f),

JYN):={x € X : f(x) € N} (Urbild von N unter f).
09.11.2009

Im(f) := f(X) heiit Bild oder Wertemenge von f.

Graph(f) :=={(z, f(x)):x € X} ={(z,y) € X xY : y = f(x)} heifit Graph von f.

Definition. Fiir f: X — Y und g: Y — Z definiert man die

Hintereinanderausfiihrung oder Komposition g o f von g und f durch gof : X — Z, (gof)(z) := g(f(x)).
(Man beachte die Reihenfolge gof: g wird nach f ausgefiihrt.)

Fiir g o f sagt man auch g komponiert mit f.

Bemerkung.

Fir f: X =Y, g:Y—Z, h:Z — M gilt:

(i) ho(gof)=(hog)of (Assoziativitit)

(ii) idy o f = f = foidx.

Definition. Sei f: X — Y.

[ ist injektiv & Va,2' € X(x £ 2’ = f(z) # f(2') [& Vo,2’ € X(f(z) = f(2') =z =2')]

fist surjektiv:e Yy e Yz € X(f(x)=vy) [dh. f(X)=Y]

f ist bijektiv ;< f ist injektiv und surjektiv [d.h. Vy € Y3z € X( f(z) = y)].

Statt “f ist surjektiv” sagt man auch “f ist eine Funktion von X auf Y.

Statt “f ist injektiv (surjektiv, bijektiv)” sagt man auch “f ist eine Injektion (Surjektion, Bijektion)”.
Bemerkung. Fir f: X —Y und g:Y — X gilt: gof =idx = f injektiv und g surjektiv.
Beweis:

L' eX&flx)=f) = v =idx(z) = (gof)(z) = g(f(2)) = g(f(z')) = (gof)(z') = idx (2") = 2".
2 Vo€ X((2) €Y & g(f(x)) = (gof) () = idx (z) = 7) = Vz € X3y € Y(gly) = ).

Beispiele. Sei Ry :={zcR:0<zx}.

fo:R =R, z+— 22 ist weder injektiv noch surjektiv;

2

fi:R— Ry, x— z* ist surjektiv, aber nicht injektiv;

2

fo: Ry = R, x— z* ist injektiv, aber nicht surjektiv;

f3: Ry — Ry, o 22 ist bijektiv.
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Definition (Umkehrabbildung).

Sei f: X — Y bijektiv. Dann existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(z) = y; dieses x nennt man
auch Urbild von y bzgl. f. Die Funktion, welche jedem y € Y sein Urbild « bzgl. f zuordnet, nennt man die
Umbkehrfunktion von f und bezeichnet sie mit f~!:Y — X.

Lemma 2.2. Fiir bijektives f: X — Y gilt:

(a) f~1:Y — X ist bijektiv & f~lof =idx & fof~! =idy;
(b) Graph(f~) = {(3,2) € ¥ x X : (x,y) € Graph(/)};

(c) VeeX,yeY(f(z)=y & a=["1(y));

@ (fH =7

(e) Ist auch g:Y — Z bijektiv, so (go f)~t = f"tog™

Bemerkung. Ist f : X — Y bijektivund N C Y, so hat f~!(NN) zwei Bedeutungen, die aber iibereinstimmen:
1. das Urbild von N unter f,ie. f~Y(N)={z€ X : f(z) € N},
2. das Bild von N unter f=% ie. f=Y(N)={f"Y(y):y € N}.

(Fiir alle z € X gilt: f(z) € N< Iy e N(f(z)=y) < Iy € Nz = f~1(y)).)

11.11.2009
Lemma 2.3. Sei f: X — Y und My, M; C X, Ng,N; CY.

(a) f(MoU My) = f(Mo)U f(My) und f(Mo N M) € f(Mo) N f(My).

(b) f7H(No UN1) = f~H(No) U f~1(N1) und f~1(No N N1) = f~H(No) N f~H(V1).
(c) Ist f injektiv, so gilt f(Mo) N f(M1) = f(Mo N My).

Beweis:

(a) 1. f(MyU M) = f(My) U f(M,): siche Ubungen.

2. f(MoﬂMl):{y:Hm(xeMO&xeMl&yzf(x))}g

{y:Tz(x e Mo &y=f(z)&Ix(ze My &y=f(x)} =

{y:3w(@ e My &y=f(x)}n{y:Fu(ze M &y=f(x))}=f(M)N f(M).
(b) siche Ubungen.

(c) y € f(Mo) N f(My) = Fxo € Moy = f(w0)) & Fz1 € Mi(y = f(z1)) =
= Fxg,z1(x0 € Mo & x1 € My & f(z0) =y = f(x1)) finjgtiv

= Jx(reMy&krzeM &y=f(x) = ye f(MynM).

Bemerkung.

1. Formal gesehen ist jede Matrix A € R™*"” eine Abbildung A:{1,...,m} x {1,...,n} = R, (4,5) — a;;.

2. Eine Abbildung f: I — X, ¢ — z, (wobei I eine beliebige Menge ist) nennt man auch eine Familie und
bezeichnet sie mit (z,),c;. Die Menge I nennt man auch Indezmenge der Familie. Ist I = N, so nennt

man f eine (unendliche) Folge.

Definitionen.
e Ist M eine Menge von Mengen, so sei

UM ={z:3X e M(z € X)} und (falls M £0) (M :={z:VX € M(z € X)}.

14



Ist (X,),er eine Familie von Mengen, so sei
UXi=U{X,:vel} ={z:TellzeX,)}

el

NXi=({X,:vel} ={z:Veel(lzeX,)} (I#0).

el

Fiir jede Menge X sei P(X):={Y :Y C X} (Potenzmenge von X ).

Fiir f:X — X definiert man f" : X — X rekursiv durch: f0:=idy, f"t!:= fo f".
Offenbar gilt dann f**™ = f" o f™.

Ist f: X > Y und M C X, sonennt man f|M : M —Y, z— f(z) die
Einschrdnkung (oder Beschrankung) von f auf M.

15



83 Gruppen, Ringe, Korper

Definition. Sei G eine Menge und «: G x G — G, (x,y) — x +y eine Abbildung.

(G, ) (oder kurz G) heifit Gruppe, falls gilt:
(G1)
(G2) Es gibt ein e € G, so dafl

(i) VeeG(eexz=1x)

(ii) Ve e Gy € G(ysxz =¢e).

Va,y,z € G(xe(yez) = (xey)ez) (Assoziativgesetz)

Hierbei heifit « auch Produkt oder (innere) Verknipfung auf G, und e heifit neutrales Element von G.
Die Gruppe (G, ) heifit kommutativ oder abelsch, falls z oy = yex fir alle z,y € G.
Schreibweise: xy := xey.

Bemerkung. Ist G eine Gruppe mit neutralem Element e, so gilt:

(D)Ve,ye Glyr=e = zy=e).

(2) Vo € G(ze = z).

3)éee G&VreGléxr =1) = e=¢ (Eindeutigkeit des neutralen Elements).

(4) Ve € GIly € G(yx =e).

Beweis:

(1) Sei yz = e. Nach (G2ii) existiert ein ¢’ mit y'y = e. Es folgt:

ry B e(ay) = (o) en) Ly (waw) Ly (wa)y) = 'en) E yy =e.

(2) Nach (G2ii) existiert ein 2’ € G mit 2’z = e und — wegen (1) — zz’ = e. Daraus folgt ze = xa'x = ex = .
3)e=ce e

Wyr=ckyr=—c Y ay—c&yr=c =y L ey=(ya)y L y(ay) =ye Ly

Definition. Sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei z € G.

1. Das nach (4) eindeutig bestimmte y € G mit yz = e heifit Inverses von z und wird mit ! bezeichnet.
2. Fiir n € N definiert man z" rekursiv durch: 2% :=e, z"t!:=z".z.

Ferner setzt man =" := (2™)~! fiir n > 1. Damit ist z? fiir alle p € Z definiert.

Lemma 3.1. Ist G eine Gruppe (mit neutralem Element e), so gilt fiir alle z,y € G:
() ay=e = a7 l=y&y =2

(b) (zy)t=y ot & @)=

(c) aPT1=gPz? & 2P1 = (2P)? (Vp,q € Z).

Beweis:

1 1 1 -1

@ ary=e = y=cy=alay=a"le=a"l&ar=ve=ayyt =ey =y

(b) (zy)(y e ) =a(yy D t=zr 1 =¢ (:a>) (xy)t=y 2zt alz=e = (z7H =2
(c) Beweis von Vp, q € Z(xP+9 = xPx9).

1. 2™*" = zmg" [Ind. nach n: ™0 = 2™ = g™Me = x™mg¥; Mt = gming

2. xTMIN = pgTmyn,
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2.1 —m4n>0: g~ = g=mgmp—mtn L pomgn
2.1.
2.2, —m+n<0: g7t = (pntm) Tl = (prrpm) Tl = () (e T = M
3. Vp € Z(zP™" = zPx™): folgt aus 1. und 2.
4. PN = gP—npnp—n 5: PN =N — app—n

Beispiel.  Sei M eine Menge und S(M) die Menge der bijektiven Abbildungen von M auf sich selbst.
Dann ist (S(M), o), wobei o die Komposition von Abbildungen bezeichnet, eine Gruppe. Man nennt sie die
symmetrische Gruppe der Menge M. Neutrales Element ist die Identitdt idy; : M — M, und das inverse
Element zu f € S(M) ist die Umkehrabbildung f~!. Die Elemente von S(M) heien Permutationen.
Bemerkung. Hat M mindestens drei Elemente, so ist S(M) nicht abelsch.

Sei z.B. M = {0,1,2} und f,g € S(M) mit f(0) =0, f(1) =2, f(2) =1, ¢g(0)=1,g(1) =0, g(2) =2.

Dann gilt (g0 f)(0) = 1 #2 = (f0.9)(0), also go f # fog.

16.11.2009

Kiirzungsregel. In jeder Gruppe G gilt: Wenn zz = yz oder zx = zy, dann = = y.

Beispiele. Kommutative Gruppen sind u.a.:

(Z,4) (neutrales Element ist 0, das Inverse von a € Z ist —a)

(R,+) (neutrales Element ist 0, das Inverse von a € R ist —a)

(R*,-) (neutrales Element ist 1, das Inverse von a € R* ist ), wobei R* :=R\ {0}.

Bemerkung. Das Pluszeichen + wird nur bei abelschen Gruppen zur Bezeichnung der Gruppenverkniipfung
verwendet. Das neutrale Element wird dann mit 0, und das inverse Element zu a mit —a bezeichnet.

Definition.

Eine Matrix A € R™*™ heifit invertierbar, wenn es ein A’ € R**® mit A- A’ = A’ - A = E,, gibt.

Lemma 3.2.
Die Menge GL(n;R) := {4 € R™*™ : A invertierbar } mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung ist

eine Gruppe mit neutralem Element F,. Sie heif3t die allgemeine lineare Gruppe.
Das Inverse von A € GL(n;R) wird mit A~! bezeichnet.

Beweis :

1. Zuerst muf} gezeigt werden, dafl GL(n; R) abgeschlossen unter - ist,

d.h. daB8 VA, B € GL(n;R)(A- B € GL(n;R)) gilt: AA'=A'A=FE& BB ' =B'B=F =
= (AB)(B'A') = A(BB')A' = AEA' = E & (B'A’)(AB) = B'(A'A)B = B'EB = E.

2. Assoziativgesetz: Lemma 1.6d.

3.1. E,A= A.

3.2. Zu jedem A € GL(n;R) existiert ein A’ € R"*"™ mit A’/A = AA' = E,,.

Offenbar gilt dann auch A" € GL(n;R).

Definition. Sei (G, «) eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei H C G.

H heiBt Untergruppe von G : <= e€ H & Vr,y € H(x.y € H) & Vo € H(z~! € H).

Bemerkung. Ist (G,+) eine Gruppe und H C G, so ist H genau dann eine Untergruppe von (G, ), wenn
H mit der Einschrankung von « auf H eine Gruppe ist. In diesem Fall stimmt das neutrale Element von

H mit dem neutralen Element von G {iberein, und das inverse Element von z in H ist gleich dem inversen
Element von z in G.
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Definition. Seien (G,+) und (G’,+") Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — G’ heifit (Gruppen)homomorphismus, falls @(xey) = p(z) ' ©(y) fiir alle z,y € G.
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. G und G’ heiflen isomorph zueinander (in Zeichen

G = @), falls es einen Isomorphismus ¢ : G — G’ gibt.

Lemma 3.3.

Fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ gilt:

(a) (e) =€, wobei e bzw. ¢’ das neutrale Element in G bzw. G’ sei.
(b) p(x™1) = p(x)~! fiir alle z € G.

(c)  Isomorphismus = ¢~! Isomorphismus.

Beweis:

(2) @(e) # ple) = plewe) = ple) = ple) o' e " TEETED p(e) = ¢/,
(b) p(z) ' p(z™!) = p(zea™) = ple) =€ = @z)' =p(a™).
(c) Zu zeigen: o~ Yz y) = p L(z) e p~1(y) fiir alle 7,y € G'.

P (@) e (1) = e (@) Y p(p  (y) =a vy 2= N @) e (y) = o Mz y).

Beispiele.

1. Ist (G,) eine Gruppe und a € G, so ist die Abbildung Z — G, p — aP
ein Homomorphismus von (Z,+) auf (G, ).

2. Firl#aeRy :={xecR:z>0}ist die Abbildung R — R*, z — a”

ein Isomorphismus von (R, +) auf (R%,-).

18.11.2009
Definition. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniifungen

+:RXR—R,(x,y)—z+y und -:RxR— R, (z,y) —x -y,

heifit Ring, wenn folgendes gilt:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) Vz,y,z€ R(x-(y-2)=(x-y)-2) (Assoziativitdt der Multiplikation)

(R3) Va,y,z€ R(z-(y+2)=z-y+z-2 & (x+y)-z2=x-24+y-2z) (Distributivgesetze)

Ein Ring R heifit kommutativ, wenn x - y = y - x fur alle z,y € R.

Ein Element 1 € R heifit Finselement, wenn 1-x = x -1 = z fiir alle x € R.

Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn gilt Vz,y € R(z-y=0=2x=0Vy=0).

Man verwendet die tiblichen Regeln zur Klammernersparnis, insbesondere “Punkt vor Strich” (z.B. z-y+2z-d =

(x-y)+ (2-d) ). AuBerdem schreibt man meist xy statt « - y.

Lemma 3.4. Ist (R, +, ) ein Ring, so gilt fir alle z,y € R:
(a)0-z=2-0=0,

(b) z(=y) = (-2)y = —(2y) und (-z)(-y) = zy.
Beweis:

(a)0-2=(0+0)-2=0-2+0-2 = 0-2z=0.

(b) zy + (—2)y = (z + (=2))y = 0-y = 0 und (—z)(-y)

Il
|
=
|
<
~
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|
|
—~
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Beispiele.
(1) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, Q der rationalen Zahlen und R der reellen Zahlen sind zusammen mit
der tiblichen Addition und Multiplikation kommutative Ringe.

(2) Ist I eine Menge und R die Menge aller Abbildungen von I in R, so werden durch
(f +9)(x) == f(x) + g(x) und (f-g)(z):= f(z)-g(z)

Verkniipfungen + und - auf R erkldrt, und R wird damit zu einem kommutativen Ring.

(3) R™ ™ mit der in §1 definierten Addition und Multiplikation von Matrizen ist ein Ring.

Definition (Korper).
Ein kommutativer Ring K mit Einselement 1 # 0 heifit Kérper, wenn gilt: Vz € K \ {0}32' € K(2'z = 1)

Bemerkung.
1. Jeder Korper ist nullteilerfrei.

2. Ist (K, +,) ein Korper, so ist (K*,-) mit K* := K \ {0} eine abelsche Gruppe.
Beispiele. Q (rationale Zahlen), R (reelle Zahlen) und C (komplexe Zahlen) sind Korper.

Definition.

Die Charakteristik char(K) eines Kérpers K wird definiert durch

. . -
char(K) := {0 falls n-1x # Of fiir alle n > 1

min{n >1:nlg =0k} sonst » wobel n-lg = m

n—mal
Lemma 3.5. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder 0 oder eine Primzahl.

Beweis:
Annahme: char(K) =n=1[0m # 0mit 1 <l,m < n. Wie man leicht nachrechnet, ist dann (I-1x)(m-1x) =

n-lg. Aus n-lg = 0k folgt also -1 = Ox oder m-1x = O im Widerspruch zur Minimalitdt von n.

Beispiel. Fs:= ({0,1},+, ) mit0+0=0,0+1=140=1,141=0,00=0,01=10=0,1-1=1
ist ein Korper der Charakteristik 2.

Lemma 3.6. v/2 ¢ Q, d.h. es gibt keine rationale Zahl a mit a® = 2.

Beweis: Annahme: a € Q und a? = 2. Dann existieren p, q € Z\ {0} mit @ = p/q und p, q nicht beide gerade.
Aus a? = 2 folgt nun p? = 2¢>. Folglich ist p? gerade und somit auch p gerade, d.h. es existiert p € Z mit
p = 2p. Es folgt 4p? = 2¢? und weiter 25° = ¢2. Also ist auch ¢ gerade. Widerspruch.

Lemma 3.7.

Q(v2) :={a+bv/2:a,b € Q} CR mit den von R induzierten Verkniipfungen + und - ist ein Kérper.
Beweis:

Offenbar reicht es, folgendes zu zeigen:

(1) 0,1€Q(3), (2)Ve,y € Q) +y, —, 2y € QWD) (3) Vo € Q(VE)\ {03’ € QUVI)(a'z = 1).
2u (2): (a+bv2) + (c+dv2) = (a+ ) + (b+d)V2, —(a+bv2) = (—a) + (-b)V2,

(a4 bv2) - (c + dv/?2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V/2.

zu (3): Sei x = a+byv/2 # 0 (a,b € Q). Mit Lemma 3.6 folgt dann a? — 2b # 0.

Dann ist 2’ := (a — bv/2)(a® — 20*)~! € Q(v/2) und 2’z = (a® — (bv/2)?)(a® — 2b%)~1 = 1.
23.11.2009
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Bemerkung zur Konstruktion von C aus R durch Adjunktion von v/-1

Der Beweis von Lemma 3.7 motiviert folgenden Weg zur Konstruktion eines Erweiterungskorpers C von R,

in dem /-1 existiert. Man setze C := R x R = {(a,b) : a,b € R} und definiere Addition bzw. Multiplikation

auf C durch (a,b) + (¢,d) == (a+c¢,b+d) und (a,b)- (c,d) := (ac — bd,ad + bc).

(Das Paar (a,b) entspricht der Zahl a + by/2 in 3.7. Die Definition von (a,b) - (c,d) wird durch die folgende

formale Rechnung nahegelegt: (a+bv-1)(c+dv-1) = ac+ (bv-1)(dv-1) + adv/-1+beyv/-1 = ac+bd(v/-1)% +

(ad + bc)v-1 = (ac — bd) + (ad + bc)v/-1.)

Man kann dann zeigen, da C mit diesen Verkniipfungen eine Korper bildet. Dabei ist Oc = (0,0) und

. —b

1c = (1,0). AuBerdem ist —(a,b) = (—a, —b) und, falls (a,b) # Oc, (a,b) - @ =P y=(1,0) = lc.
e=(1L0) (@) = (~a,-b) (@) £ 0c, (@) (% =) = (1L0) = Ic

Mit 4 := (0,1) gilt schlieBlich i*> = (—1,0) = —1¢. Identifiziert man dann noch a € R mit (a,0) € C, so ist

C tatséchlich ein Erweiterungskorper von R, in dem /-1 existiert.

Durch die Identifikation von a € R mit (a,0) € C erhélt man auch die vertraute Darstellung der komplexen

Zahlen: (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) +i:(b,0) = a + 3.

Lemma 3.8.

Jeder endliche, nullteilerfreie, kommutative Ring K mit Einselement 1 # 0 ist ein Korper.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl zu jedem a € K* ein x € K* mit - a = 1 existiert. Sei also a € K*.
Dann ist die Abbildung K* — K*, x — z-a injektiv und deshalb auch surjektiv, da die Menge K* endlich
ist (siehe Lemma 3.9d). Somit Jz € K*(x-a = 1).

Nachtrag zu §2

Definition.
Eine Menge X heifit endlich, wenn es ein n € N und eine Bijektion f : {i € N: i < n} — X gibt; dieses n
ist dann eindeutig bestimmt; es heifit die Mdchtigkeit oder Anzahl der Elemente von X und wird mit | X]|

bezeichnet. Eine Menge X heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist. Fiir unendliches X sei | X| := oo.

Lemma 3.9.

Fiir endliche Mengen X, Y gilt:

(a) | X| = Y| < es gibt eine bijektive Abbildung f: X — Y.
b XSY = [X|<|Y]

(€ [: X =Y = [f(X)] <|X].

d f: X =Y &|X|=|Y| = (f injektiv & [ surjektiv).
Beweis von (d):

S f X Y injektiv = f: X — f(X) bijektiv £ |£(X)| = |X|=Y] & rx)=v.
(c) (b) surj
“<": Sei g € X und X3 := X \ {x0}. Dann |f(X7)| < |X1] < |X]| =Y UEL |£(X)], also f(X7) g f(X)

und somit f(xg) € f(X1), d.h. f(zg) # f(z) fir alle  # xo.
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84 Vektorraume

Definition. Seien K ein Korper, V' eine Menge und
+:V xV =V (Vektoraddition), -: K xV — V (skalare Multiplikation) zwei Abbildungen.
Wir schreiben Av fiir A - v. Ferner soll - starker binden als +; z.B. steht Av + pw fir (A-v) + (p-w).

V (genauer das Tripel (V, +,-)) heifit ein K- Vektorraum (oder Vektorraum tiber dem Korper K), wenn gilt:
(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe (neutrales Element 0y oder 0);
(V2) fir alle v,w € V und A\, p € K gilt:
(A+ pv = v+ pv,
Av+w) = A+ dw,
M) = o,
lv =w.
Die Elemente von V nennt man Vektoren, die von K Skalare.
Wir schreiben wie iiblich v — w fir v + (—w).
Beispiele.
1. K™*™ mit (aij)i,j + (bij)m. = (aij + bij)i,j und A - (aij)m = (/\aij)i,j ist K-Vektorraum.
Spezialfille: K™ := K™*! (Spaltenraum) und K (= K1!).
2. Fiir Mengen X und Y sei Y := Abb(X,Y) := Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Ist V ein K-Vektorraum und I eine nichtleere Menge, so ist die Menge V! zusammen mit den punktweise

definierten Verkniipfungen

FHgil—=V.(F+9)0)=g)+g(t) md Af:I—V, (Af)):=A fQ)

ebenfalls ein K-Vektorraum.

25.11.2009
3. C(R):={f: f:R — Rstetig} und D(R) := {f : f: R — R differenzierbar} zusammen mit der
punktweise definierten Addition und Multiplikation sind R-Vektorrdume.

4. R ist ein Q-Vektorraum.

Bemerkung.

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fir alle A\, \; € K, v,v; € V:

(a) 0w =0y [0v=(04+0)x =0v+0v = 0v=_0y]

(b) A0y =0y [AOy = A(Oy + Oy ) = A0y + A0y = A0y = Oy/]

() Mv=0y = A=0Vov=0y [M=0p&A#£0 = v=1v=A"1N)v=A"10v) =A"10y = 0y]
@) ENv=A(=v)=-QAv) ot (=Nv= A+ (=A)r =0y, Ao+ A(-v) = AV + (-v)) = 0v]
(e) A 231 v; = Z Av;

(B) (3 A é&v
(g) Xn: v + i w; = é(vﬁ—wq)

n
Konvention. Fiir n < ng sei Y, v; :=0.
i=TLO
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Definition. Sei V ein K-Vektorraum.

Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum oder kurz Unterraum von V, falls gilt:

(UV1l) oy €eU; (UV2)WwwelU(v+welU), (UV3)YweUVreK(lelU).

Bemerkung.

Ist U ein Unterraum des K-Vektorraums V, so ist U zusammen mit der von V induzierten Addition und
skalaren Multiplikation ebenfalls ein K-Vektorraum. Ferner gilt Vo, w € U(v — w € U).

Beispiele.

1. Fir jeden Vektorraum V gilt: {0y} und V sind Unterrdume von V.

2. Fiir A € K™*™ ist L6s(A;0) ein Unterraum von K™.
3. C(R) und D(R) sind Unterrdume von R¥, und C(R) ist auch Unterraum von D(R).

Vereinbarung. Wenn keine Miflverstandnisse zu beflirchten sind, schreiben wir von jetzt an 0 fiir Oy .

Lemma 4.1.
Seien V ein K-Vektorraum und (U,),cs eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V.

Dann ist auch U :=(,.; U, ein Unterraum von V.

el
Beweis:
LYeelI0eU,) = 0€),c V..

2. v,we N U = Veelvwel,) = Veellvtwel,) = v+we(),,U.
BveNegUimd e K=ViclveU &Ae K)=Viel(lweU,) = e (), U.

Definition.

Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

v € V heiflt eine Linearkombination von vy, ...,v € V, wenn es A1,..., A\ € K gibt, so dafl v = Xk: Aiv;.
Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus M wird mit span(M) bezeichnet: -
span(M) := {zk:l)\m- k>0& vy, €M & A, A € KT

i=
Hier ist auch k = 0 zugelassen. Demzufolge gilt in jedem Fall 0 = i Aiv; € span(M).
Insbesondere ist span(@)) = {0}. -

Fiir eine Familie (v,),c; von Vektoren aus V sei span(v,),cy := span{v, : ¢ € I}.

Fiir endliche Familien (vy, ..., vx) verwendet man oft die Notation Kuvy + ...+ Kvy := span(vy, ..., vg).
k
Offenbar ist span(vy,...,vr) = {>. Avi: A,..., A\ € K}
i=1

Lemma 4.2. Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

(a) U :=span(M) ist der kleinste Unterraum von V', der M umfafit, d.h. es gilt:
U ist Unterraum von V' & M C U & fiir jeden Unterraum W von V gilt: M CW = U C W.
Man nennt span(M) den von M aufgespannten (oder erzeugten) Unterraum.

(b) N Cspan(M) = span(N) C span(M).

(¢) Ist M ein Unterraum, so span(M) = M. Folglich gilt auch span(span(M)) = span(M).

(d) M C N Cspan(M) = span(N) = span(M).
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Beweis:

(a) 1. Wie oben erwihnt, ist 0 € U.

2. Sind v,w € U, so gibt es vy, ...,v5 € M und Aq,..., Ay € K mit v = Zle Aivi, sowie wy, ..., Wy, € M und
Py ey o € K mit w = >""" 1 pw;. BEs folgt v 4+ w = A\v1 + ... + A\gvg + piwy + ... + pmwy, € U.

3. Die Abgeschlossenheit von U unter skalarer Multiplikation folgt aus 4 Zle Aiv; = Zle(,u)\i)vi.

4. M C U: Klar.

5. Ist W ein Unterraum von V mit M C W, so gilt offenbar

span(M) = {>F  Nvi k> 0&v1,...,up e M & Ay,..., A\, e K} CW.

(b), (¢) und (d) folgen aus (a).

Definition.
Seien V ein K-Vektorraum und (U;);ecs eine Familie von Unterraumen von V.
> icr U = span({J;c; Us) heiBlt Summe der Unterrdume (U;)ier.

Im Fall I = {1,...,n} schreibt man 3 U; oder Uy + ...+ U,.

=1
Bemerkung. Y U;={> ui:u €1 & ... &u, €U, }.
i=1 i=1
Beweis:
Sei M :={> uj:u €Uy & ... &u, € U,}.
i=1
Offenbar ist M C span(|J U;), und da die U; Unterrdume sind, gilt auch span(|J U;) € M.
i=1 i=1

Lineare Abhéangigkeit, Basis, Dimension

Vereinbarung: Im folgenden bezeichne K stets einen Korper und V einen Vektorraum iiber K.

Definition.
1. Eine endliche Familie (v1,...,v,,) von Vektoren aus V heifit linear unabhdngig, wenn gilt:
VAL, o, A EK( E)\ﬂ}i =0= M=...=\n :0).
i=1

30.11.2009

2. Eine beliebige Familie (v,),c; von Vektoren aus V heiit linear unabhdngig, wenn jede endliche Teilfamilie
(Vs -.., v, ) linear unabhéngig ist.

3. Die Familie (v,),cs heiit linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhéngig ist.

4. v heiit linear abhdngig von (v,),er : <= v € span(v,),e;-

Statt “{(v1, ..., v ist linear (un)abhdngig” sagt man auch “die Vektoren vy, ..., vy, sind linear (un)abhdngig”.

Bemerkungen.

m
(1) (v1,...,v) linear abhéngig <= I, ..., A € K(O. N, =0& Fi € {1,...,m}(\; #0)).
-1

K3

(2) (v1,v2) linear abhéngig <= I\ € K(v; = Avg oder vy = Avy).
(3) (v1) linear abhéngig <= vy = 0.
(4)

4) 0€{vr,...vp}oder 3i,5 €{l,..m}i#j& v, =v;) = (v1,...,0y,) linear abhéngig.
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Lemma 4.3. Fiir vy, ...,v,,u € V gilt:
(a) (v1,...,vm) linear abhingig < 3Jke{l, ...,m}(vk € Span(v1, e, Vg—1, Vk+1, -, Um) )

Fir alle Ay, ..., A\, o1, -+ -5 i € K gilt:

b veny U ) 1 bhangig <— m m o
(b) (v1,.;vm) linear unabhéngig STNvi = D> vy = M= firi=1,...,m.
i=1 ;

i=1

(¢) (v1,...,Up) linear unabhéngig und (vy, ..., vy, u) linear abhéngig = wu € span(vy, ..., U ).

Beweis :
m .

(a) “=": > Nv;=0und k € {1,...,m} mit \y #0 = v = > _/\)‘Zvi.

m m i=1 l
Y7o = > v = 0= pv; wobei py = —1. izk

i=1 i=1

ik .
(b) “="v=3" v & v=Y" wv, = 0=v—v=>" (N — p)v; lin-unabh-y - w; = 0.

“<”: Wegen 0= )" 0-v; folgt aus der Vorauss.: VA1, ..., Ay (O e Aiv; =0= X =0& ... & A\, = 0).
(¢) v1, ..., Uy linear unabhéngig und A\jv1 + ... + AU + Appp1u = 0 mit Fi € {1,...,m+1}(\; #0) =

= A1 0 = u=>1", /\_ Ai v; € span(vy, ..., Up ).
m+1
Beispiel.
Ist A= (a;;) € K™*" eine Stufenmatrix, so sind ihre Stufenspalten a;,,...,q;, linear unabhéngig.
Beweis:
Sei >7_, Avaj, = 0. Durch Induktion nach r — k zeigen wir A; = 0 fiir k < i <r.

Der Induktionsanfang k = r ist trivial. Sei also jetzt 0 < k < r und gelte \; = 0 fiir k <4 < r (I.V.).
Zu zeigen: A, = 0. Aus Y.7_, Aya;, = 0 folgt mit LV. S2_ A a;, = 0. Wir haben also >%_, A ax;, = 0,

sowie ay;, 7 0 und ag; = 0 fiir 1 < j < jj. Daraus folgt Apag;, = 0 und weiter A\, = 0.

Definition (Erzeugendensystem, Basis).

1. Sei B = (v,),er eine Familie von Vektoren in V.
B heifit Erzeugendensystem von V : <= V = span(v,),e1.
B heifit Basis von V' : <= B ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.
2.V heifit endlich erzeugt (oder endlichdimensional), wenn V ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
3. Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, so nennt man n die Linge der Basis.
4. Die leere Folge () ist Basis des Vektorraums {0} und hat die Lange ist 0.
5. Eine Menge M C V heifit Erzeugendensystem von V', wenn V = span(M) ist.
Beispiele.

1. (1,4/2) ist eine Basis des Q-Vektorraums Q(v/2).

2. (1,4) ist eine Basis von C als R-Vektorraum.

2.12.2009
Lemma 4.4.

n
(a) Fur vy, ...,v, € V gilt: (v1,...,05) ist Basisvon V. <= Vo € VII(A,..., \n) (v =D \wy).
i=1

(b) Die Einheitsvektoren ey, ..., e, € K™ bilden eine Basis von K", die sog. Standardbasis.
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Beweis :

(a) folgt aus Lemma 4.3b.

Ty
(b) Erzeugendensystem: =Y wie.
Tn A
Linear unabhéngig: > 1" ; \je; =0 € K" = =0eK" = \M=...=),=0.
An
Satz 4.5 (Basisauswahlsatz).
Ist M ein endliches Erzeugendensystem von V, so existiert eine Basis (v1,...,v,) von V mit vy, ....,v, € M.

Korollar.

Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Beweis des Satzes durch Induktion nach |M|:
Seien M = {v1,...,0;,} mit m = |M|. Ist (v1,...,v,) linear unabhingig, so fertig. Andernfalls existiert
(nach 4.3a) ein [ € {1,...,m}, so dal v; € span(vy,...,0;—1,Vj41, ..., V) und folglich V' = span(vy, ..., v) =

Span(v1, ..., Vj—1, V41, -, Um ) (vgl. L.4.2d). Daraus folgt nach I.V. die Behauptung.

Lemma 4.6. (Austauschlemma).

n
Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, w = >~ A\jv; und j € {1,...,n} mit A; # 0, so ist auch

i=1

(V1 ., Vj—1, W, Vjt1, ..., Uy ) Basis von V.
Beweis:

o.E.dA.: j=n.

1. Es gilt v, = )\—ln(w — Z?:_ll Aiv;) € span(vy, ..., vp—1, w), woraus folgt:

V = span(vy, ..., v,) C span(vy, ..., Up_1, W).

2. Wéren vy, ..., 0,1, w linear abhéngig, so nach 4.3¢ w € span(vy, ..., v,—1) und damit span(vy, ..., v,—1) =

span(vy, ..., vp—1,w) =V, also v,, € span(vy,...,v,—1). Widerspruch zu “(vy,...,v,) linear unabhangig”.

Satz 4.7 (Basiserginzungssatz).

Sei M ein endliches Erzeugendensystem von V' und sei (wy, ..., wy) ein linear unabhéngiges Tupel in V.
Dann gibt es v1,...,v, € M, so da} (w1,...,wg,v1,...,v,) eine Basis von V und k + n < |M]| ist.

Beweis durch Induktion nach k:

1. k£ = 0: siche Lemma 4.5.

2. 0 < k: Mit (wy,...,wg) ist offenbar auch (wq,...,wg_1) linear unabhéngig. Nach I.V. gibt es deshalb
Viy...,0n € M, sodaBl (wy,...,wg_1,v1,...,0,) Basis von V und k — 1 +n < |M] ist.

Nun gibt es A, .oy A1, f1, - - -, it € K, 50 dal wy, = E;:ll Nw; + 0 v

Da (w1, ..., wy) linear unbhéngig ist, existiert ein j € {1,...,n} mit u; # 0.

Nach Lemma 4.6 ist dann auch (ws, ..., wg—1, Wk, V1,...,Vj—1,V;41,...,V,) eine Basis von V.

Korollar (Invarianz der Basisldnge).
Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums V haben die gleiche Lange, d.h.,

sind (vy, ..., vp) und (wy, ..., w,,) Basen von V, so ist n = m.
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Definition (Dimension).
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Nach den Korollaren zu 4.5 und 4.7 kénnen wir definieren:
Die Dimension von V (in Zeichen dim(V)) ist die Lénge einer beliebigen Basis von V.

Ist V nicht endlich erzeugt, so sei dim(V) := oc.
V heifit n-dimensional, falls dim(V) =n € N.

Folgerung.
Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, so ist dim(V') = n. Insbesondere gilt dim({0}) = 0.

Mit Hilfe der Satze 4.5 und 4.7 erhalten wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 4.8. Seien vq,...,v,, € V. Dann gilt:
(a) (v1, .., V) linear unabhingig = m < dim(V).
(b) (v, ..., vm) Erzeugendensystem von V. = dim(V) < m.

Lemma 4.9. Seien vy,...,v, € V und dim(V) = n. Dann gilt:

(v1, ..., v,) linear unabhéngig <= (v1,...,v,) ist ein Erzeugendensystem von V.

Lemma 4.10.

Ist U ein Unterraum des Vektorraums V, so gilt:

(a) dim(U) < dim(V);

(b) dim(U) = dim(V) <oo = U=V.

Beweis:

(a) Sei dim(V) = n < oo (sonst ist die Behauptung trivial). Wegen U C V und Lemma 4.8a hat dann
jedes linear unabhéngige Tupel in U eine Lange < n. Sei (vy, ..., vy, ) €in linear unabhéngiges Tupel in U mit

maximaler Lange. Nach Lemma 4.3¢ muf} dies eine Basis von U sein. Also dim(U) =m < n.
(b) Sei n := dim(U) = dim(V'). Dann besitzt U eine Basis (v1, ..., v,). Mit Lemma 4.9 folgt, daf§ diese auch
Basis von V ist. Also V = span(vy,...,v,) =U.

7.12.2009

Summen von Vektorraumen
Definition. Seien V ein K-Vektorraum und Uy, ..., U, Unterraume von V.
V heiBt direkte Summe von Uy, ..., U, (in Zeichen: V=U; ®...®d U, oder V = @?:1 U,;), wenn gilt:

LHV=U+...4U,
2)Vr,eUy.. Ve, €eUp(z1+...+2, =0 = 21 =... =21z, =0). (“Direktheit”)

Lemma 4.11. Sind Uy, ..., U, Unterrdume des K-Vektorraums V', so gilt:

Jedes x € V 148t sich eindeutig in der Form = = uq + ... + u,

V=U&.. . 0U, < { mit u; € U; fiir ¢ = 1, ..., n darstellen.

Beweis :

“=7: Seien w;,u, € U; (i=1,...,n),s0 daBl uy + ... + up, = v} + ... + ). Dann gilt u; —u}, € U; (i =1,...,n)
mit (ug —uj) + ...+ (up — ul,) =0, woraus nach Voraussetzung u; — u; = 0 fiir i = 1, ..., n folgt.

“<”: Seien u; € U; (i =1,...,n), so dal uy + ... + u, = 0. Zusammen mit 0 + ... + 0 = 0 folgt daraus nach

Voraussetzung w1 =0& ... & u, = 0.
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Satz 4.12.

Seien Uy, ..., Uy Unterrdume des endlichdimensionalen K-Vektorraums V und sei V = U; + ... + Uy.

Sei ferner U = (V11, ., Ulnyy «+eres Ukly ooy Vkny, ) ML Vi1, ooy Vip, € U; fiir ¢ = 1, ..., k. Dann gilt:

(a) Ist (vi1,...,0in,) Basisvon U; fiir i = 1,..,k,sogilt: V=U1®...06 U, <= 7 Basis von V.

(b) Gilt V=U; & ... ® Uy und ist v Basis von V, so ist (v;1, ..., Vi, ) Basis von U; fiir i = 1, .., k.

Beweis :

(a) “=” Nach Voraussetzung ist ¥ Erzeugendensystem von V. Es muff daher nur noch die lineare Un-
abhangigkeit von U bewiesen werden. Sei also p11v11 + ... + fh1n, Ving + oo + LE1VEL F oo F fkng, Vkn, = 0.
Dann u; + ... + v = 0 mit w; := pvin + ... + lin,Vin, € U;. Es folgt vy = ... = v = 0 und weiter
it = ... =in, =0flire=1,.. k.

“<=” Sel ug + ... +up = 0 mit u; € U; (¢ =1, ..., k). Dann existieren p;;, so dal u; = pi1vi1 + ... + fin, Vin,
(i =1,..., k). Folglich py1v11 + ... + f1n, Vin, + oo + pr1Vk1 + oo+ fkng Ven, = 0, und deshalb p;; = 0 fiir
alle i, j, woraus u; = ... = uy = 0 folgt.

(b) Nach Voraussetzung gilt: dim(V) =ny + ... + ng und (v, ..., vip,) linear unabhéngig (i =1, ..., k).

Aus letzterem folgt n; < dim(U;). Mit dem unten stehenden Korollar (in dessen Beweis 4.12b nicht benutzt
wird) folgt auBerdem dim(V) = dim(U;) + ... + dim(Uy). Insgesamt erhalten wir nun dim(U;) = n,
(i=1,...,k) und damit die Behauptung.

Korollar

Sind Uy, ..., Ux Unterrdume des endlichdimensionalen K-Vektorraums V und ist V = Uy + ... + Uy, so gilt:
V=U1®..0U0;, < dim(V)= dim(U;) + ... + dim(Uy).

Beweis :

Wir wihlen fiir jedes U; eine Basis (vi1, ..., Vin; ). Wie oben sel T := (V11 ..c; Ulnyy ceers Ukly +es Vkny ) -

Ferner n := dim(Uy) + .... + dim(Uy) = ny + ... + ng.

Da T Erzeugendensystem von V' der Lange n ist, folgt mit Lemma 4.9: dim(V) =n <= v Basis von V.
Nach 4.12a gilt: V=U; ® ... ® U, <= v Basis von V.

Lemma 4.13.
Sind U, W Unterrdume von V,so gilt: V=UdW — V=U+W &UNW = {0}.

Beweis :
W . Vorauss.
" ueUNW = 0=u+(—u)mitueU& —ueW "= u=0.

Vorauss.

‘e utw=0mitucU&weW = w=—uwvecUnNW =7 u=0&w=0.

Lemma 4.14.
Sind (uq,...,ug) und (wq, ..., wy,) linear unabhéngige Familien im K-Vektorraum V| so gilt:
(U1, ..., Uk, W1, ..., Wy, ) linear unabhéngig <= span(uy, ..., ux) N span(ws, ..., w,,) = {0}.

Beweis: Lemmata 4.12a, 4.13.

Satz 4.15 (Dimensionssatz fiir Untervektorrdume).

Fiir endlichdimensionale Unterrdume U, W von V gilt: dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
Beweis :

Sei vy, ...,v; eine Basis von U N W. Wir ergéanzen diese zu einer Basis vy, ...,v;, U1, ..., Uy, von U, sowie zu
einer Basis v, ..., v, w1, ..., w, von W. Dann ist U + W = span(vy, ..., U, Ug, «vy Uy, W1, ooy Wy ) (%).

span(?, @) N span(w) C U N W N span(w) = span(¥) N span(w) Iy {0} gy

UVl eeey Uy Uy weny Uy, W1, ..., Wy, ist Basis von U + W —

dm(U+W)=l+m+n=(0+m)+ (+n)—1= dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
9.12.2009
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Lemma 4.16.
EZU , ,

(a) Gelte ai,...,a;,a},...,a; € K™ und (a1 ... a;) /> (aj ... a}).
Dann gilt: (a1, ...,a;) linear unabhéngig < (af,...,a;) linear unabhéngig.

(b) Seien vy,...,v, € K™ und gelte (vy ... vy,) B2U 4, wobei A € K™*™ eine Stufenmatrix mit den
Stufenspalten a;,,...,a;.. Dannist (vj,,...,v;,.) eine Basis von span(vi, ...,v,) € K™.

Beweis:

(a) Mit A:= (a1 ... 1), A" = (a} ... a]) gilt:
(a1,...,a;) lin.unabh. < Lés(4;0) = {0} &' Lés(4;0) = {0} < (d,...,d}) lin.unabh.
(b) Wie auf S.24 gezeigt, ist (a;,,...,a;,) lin.unabh.; ferner gilt span(a;,,...,a;.) C span(ai,...,a,) C

span(eq,...,e,) und dimspan(es,...,e,) = r. Mit L.4.10b folgt nun span(a;,,...,a;,) = span(ai,...,ay).

Also ist (aj,,...,a;,) Basis von span(as, ..., a,). Mit (a) folgt daraus die Behauptung.
Beispiel:
0 1 —2 2 1 -1 3 0
v = 2 Vo = 0 V3 = 2 Vg4 = 4 (’Ul V2 U3 ’1}4) Iﬂ)I 0 1 —2 2
1) 1) 3| 0 0 0 0 -1
3 2 -1 9 0 0 0 0

Also ist (v1,v2,v4) eine Basis von span(vy, vg, v3, v4).
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85 Lineare Abbildungen

Definition.

Seien V, W Vektorraume iiber K. Eine Abbildung f : V' — W heifit linear oder Homomorphismus, wenn
flx+y)=f(z)+ f(y) und f(A\z) = Af(z) fur alle z,y € V, X € K gilt.

Bemerkungen.

1. f:V — W ist genau dann linear, wenn gilt Va,y € VVA, p € K((f()\x +uy) = Af(x) + ,uf(y)).

2. Ist f:V — W linear, so f(z —y) = f(z) — f(y), £(0) =0 und f(3 i, Nvi) = Dy Nif(vs).

3.Sind f:V — Wund g : W — U lineare Abbildungen, dann ist auch go f : V' — U eine lineare Abbildung.
Beispiele. Die folgenden Abbildungen sind linear:

1.0:V—-W,z2—~0 und idy : V=V, z+— x.

2. go: K> K, z—ar (a€K).

3.0 VIS VI gsgoh (fiir beliebiges h: I — I).

4. D(R) — RR, f s f" (Ableitung).

5. D(R) = R, f — f'(z9) (20 €R).

b
6. C([a,b],R) = R, f— [ f(z)dz, wobei C([a,b],R):= Raum der stetigen Funktionen von [a,b] nach R.

Definition. Fir A€ K™ " sei fa: K™ — K™, fa(x) := A-x.

Lemma 5.1. Seien m,n,p > 1.
(a) Fir jedes A € K™*™ ist f4 : K™ — K™ eine lineare Abbildung,
und fiir j = 1,...,n gilt: fa(e;) = j-te Spalte von A.
(b) Fiir jede lineare Abbildung f : K™ — K™ gibt es genau eine Matrix A € K™*™ mit f = f4.
(¢c) Fir Ae K™*P und B € KP*" gilt fyofp =fup.
Beweis:
(a) klar nach Lemma 1.6.
(b) Eindeutigkeit: Seien A, A’ € K™*™ mit f4 = f4,. Dann gilt fir jedes j € {1,...,n}:
j-te Spalte von A = A-e; =fa(ej) =fa(e;) = A’ -e; = j-te Spalte von A’. Folglich A = A’

Qa1j
Existenz: Wir definieren A = (a;;) € K™*", so daf = f(e;).
Amj
T
. . . L.1.5b —n n
Firz= | : | gilt dann: fa(x)=A4 -z L Y= xifleg) = fQ5= wiej) = f(a).
In

(c) (faofp)(x) =fa(fp(z)) = A(Bz) = (AB)x = fap(x).

Beispiele.
3 1 . 1 3 0 1
1. IstA-(1 2)7sog11t fA(())_(l) unde<1>—<2>.
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2. Firg eRsci dlp) = (§nf ).
CoSs «

Dann ist f4(,) : R* — R? die Drehung um den Winkel ¢, denn fiir ein z = < > € R? auf gilt

sin o

f () = cosp —singp cosa)  [cospcosa—sinpsina ) [ cos(p + )

AV 7 \sing  cosg sina /] \singpcosa+cospsina )~ \sin(p+a) )’
3. Fur A= <é _01) ist f4 : R? — R? die Spiegelung an der x;-Achse:

f T o 1 0 T o T

A X9 o 0 -1 i) o —X9 )
4. Fir A = <(2) g) ist f4 : R?> — R? eine Streckung in Richtung der z;- und z,-Achse:

f Iy - 2 0 X1 o 21’1

A T2 o 0 3 ) - 3!.52 ’
5. Fiur A= <é 8) ist f4 : R? — R? die orthogonale Projektion auf die x;-Achse:

w()=6a) ()= (0)
To 0 0 To 0
Lemma 5.2. Sei f:V — W linear und vy, ...,v,, € V.
(a) (v1,..., ) linear abhéngig = (f(v1),..., f(um)) linear abhéngig.
(b) U =span(vy,...,vm) = f(U) =span(f(vi), ..., f(vm)).
(¢) Ist U ein Unterraum von V, so ist f(U) ein Unterraum von W und dimf(U) < dimU.
(d) Ist W’ ein Unterraum von W, so ist f~1(W’) ein Unterraum von V.
Definition: Ker(f) := f~1({0}).
(e) f injektiv <= Ker(f) = {0}.
Beweis :
(a) oty Aiwi =0 = 33 Nif(vi) = F(O27, Aivi) = 0.
(0) FU) ={fC Avi) s A, s A € K} = {300 Nif(03) £ Ay ey, Ay € K} = span(f(v1), ..., f(vm)).
(¢) 1. “f(U) Unterraum von W”: Beweis dhnlich wie fiir (d).
2. “dimf(U) < dimU”: Im Fall dimU = oo ist die Behauptung trivial. Ist (uq, ..., u,,) eine Basis von U, so
ist nach (b) f(u1),..., f(un) ein Erzeugendensystem von f(U) und somit dimf(U) < m = dimU.
(d) 1. fO)=0eW' =0 fYW'). 2.2 f W) = flz)eW = fz)=Nf(x) eW = \x €
fAW). 3oy e fTH W) = f(2), fly) €W = flz+y) = fa) + fly) e W' = a+y € fHW).
(e) f injektiv <= Vz,2’ e V(f(x) = f(2') =z =2) AL Ve, o' e V(flx —2')=0=>2—-2'=0)
<— VzeV(zeKer(f)=2=0) < Ker(f) ={0}.

14.12.2009
Definition. FEine lineare Abbildung f : V' — W heifit ein

Mono- bzw. Epi- bzw. Iso- bzw. Endo- bzw. Automorphismus , falls gilt

f injektiv bzw. f surjektiv bzw. f bijektiv bzw. V =W bzw. f bijektiv & V = W.
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Lemma 5.3.

Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~!: W — V Isomorphismus.

Beweis :

1. =1 bijektiv: siehe §2.

2. f~! linear: Seien x,y € W und A € K.

fU @)+ ) = fF @)+ f W) =2 +y=f(fa+y) = @)+ y)=fz+y).
FOF @) = M (@) = Ae = f(f71(Ax) = M (x) = f1 ().

Lemma 5.4. (Lineare Fortsetzung).
Seien V, W Vektorrdume iiber K und (vy, ..., v,) eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem n-tupel (wy, ..., wy,)

von Vektoren in W genau eine lineare Abbildung f : V — W mit f(v;) = w; fir i = 1,...,n.

Beweis :

Existenz: 7Zu x € V existieren eindeutig A1, ..., A\, mit x = Z?:l Aiv;; wir definieren f(z) := Z;;l A W; .

Fir z = 37" Nvg und y = 350 piv; gilt f(z +y) = FO2,2 (N + pa)vi) = 2500 (N + po)wi =
= Do w20 pwi = f(2) + fy). Ferner f(ux) = f(32I1, phivi) = 3071, phiw; = pf (@).
Eindeutigkeit: Sei auch g : V — W linear mit g(v;) = w;.

Dann g(z) = g(372; Aivi) = 3072 Aig(vi) = 2002, Aws = f(a).

Lemma 5.5.

Seien V, W Vektorrdume iiber K, (v1, ..., v,) eine Basis von V und f: V — W linear. Dann gilt:
(a) f injektiv <= f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig.

(b) f Isomorphismus <= (f(v1),..., f(v,)) ist Basis von W.

Beweis :

(a) “=7: > Nif(w) =0 = fFOo hiv) =0 = " Avi=0 = A\ =..=)\,=0.
“e=”Seix =" \v; €V omit f(z) =0. Z.z.: 2 =0.

FOE  Aiv) =0 = Y2 XNif(vi)=0=> \=..=X,=0 = z=0.

(b) f(V)=W & f injektiv P span(f(v1), ..., f(vy)) = W & f injektiv @ (f(v1),..., f(vy)) Basis von W.

Lemma 5.6.

Je zwei n-dimensionale Vektorraume V, W iiber K sind isomorph zueinander,

d.h. es existiert ein Isomorphismus f:V — W.

Beweis :

Sei (v1, ..., v,,) Basis von V und (wy, ..., w,) Basis von W. Nach 5.4 existiert eine lineare Abbildung
f:V — W mit f(v;) =w;. Nach 5.5 ist f ein Isomorphismus.

Satz 5.7. (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)

Sei V endlichdimensionaler Vektorraum und f : V — W eine lineare Abbildung.

Dann gilt dimKer(f) + dimIm(f) = dimV.

Beweis :

Sei vy, ..., vk eine Basis von Ker(f). Wir erginzen diese zu einer Basis vy, ..., vg, ..., v, von V.
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Beh.: f(vg41), ..., f(vy) ist Basis von Im(f), und somit dimKer(f) + dimIm(f) =k + (n — k) =n.

Bew.: Erzeugendensystem: Im(f) = span(f(v1), ..., f(vs)) = span(f(vgr1), .-, f(vn)).
Linear unabhéngig: Y7 . Aif(v)) =0 = f(Ooi, 4 Aivi) =0 = Y1, Ay € Ker(f) =
= es glbt )\1, ...,)\k mit — Z:ﬁl:k-&-l Aiv; = Zle v, = Z?:l ANv; =0 = A =....=)\,=0.

Lemma 5.8.

Seien f:V — W und g : W — V lineare Abbildungen, und sei dimV = dimW < oo. Dann gilt:
(a) f injektiv <= f surjektiv,

(b) go f=idy = f bijektivund g = f~!, also fog = idy.

Beweis :

(a) Nach 5.7 gilt: dimKer(f) + dimIm(f) = dimV = dimW. Folglich:

f injektiv & dimKer(f) =0 < dimIm(f) = dimW < Im(f) = W & f surjektiv.

16.12.2009
(b) go f =idy = f injektiv @ f bijektiv = ! existiert idvzged fl=(gofloft=goidy =g

Korollar. A,B € K"*" & AB=F = A, B invertierbar.
Beweis: AB=FE = fiofg=fip=fg=idgn = fps=fpofs 2idgn =fy = BA=E.

Lemma 5.9. Fiir A € K™*" gilt:

(a) A invertierbar < f4 : K™ — K" bijektiv;

(b) Ist A invertierbar, so (f4)™! =f-1.

Beweis:

1. A invertierbar = f -1 0fy Bde fa14 =fg =idgn Ey f4 bijektiv & fq-1 = (f4) L.

2. fa bijektiVL'S‘SﬁS‘lb (AB) (fa) ' =fp = fap=faofp =idgn =fg = AB =FE = A invertierbar.

Lemma 5.10 und Definition (Der Vektorraum Hom(V, W)).
Seien V, W Vektorrdume iiber K, und sei Hom(V, W) die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W.

Hom(V, W) ist ein Untervektorraum von Abb(V,W), dem Vektorraum aller Abbildungen von V nach W
(mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation).

Beweis :

1. Die Nullabbildung 0: V' — W, 0(x) := 0 ist linear.

2. f,g € Hom(V,W) = f+ g € Hom(V,W):

(f+9)(@+y) E fla+y)+gla+y) " Z f@) + Fy) +9@) +oly) E (F+9)@) + (F+9) ).
(f + 9)0a) = F2) + gha) "I E N (@) + Agla) A + 9)(@).

3. feHom(V,W) & pe K = p-f € Hom(V,W): dhnlich wie 2.

Bemerkungen.

1. Die Abbildung K™*"™ — Hom (K", K™), A — f4 ist ein Isomorphismus. (Dies folgt aus Lemma 5.1a,b
und faa4up(x) = (AN + puB)z = Nz + pBx = My (x) + pfp(x) = (Ma + pufp)(z).)

2. End(V) := Hom(V, V) zusammen mit der Komposition von Abbildungen, (f, g) — fog, als Multiplikation

ist ein Ring, der sog. Endomorphismenring von V.
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Lemma 5.11 und Definition. Ist V = Uy @ Uy, so gilt:

(a) Es gibt genau ein Paar linearer Abbildungen pg : V — Up, p1 : V — Uy mit Vo € V(v = po(v) +p1(v) ).
Man nennt pg, p; die zu der direkten Zerlegung V = Uy & Uy gehorenden Projektionen.

(b) Fiir die Projektionen p; aus (a) gilt: (1) U; = Im(p;) = Ker(p1—;) und (ii) p; op; = p;.

Beweis :

(a) Nach Lemma 4.11 gibt es zu jedem v € V' genau ein Paar (ug,u1) € Uy x Uy mit v = ug + u;.

Also existiert genau ein Paar von Abbildungen pg : V — Uy, p1 : V — Uy mit Yo € V(v = po(v) + p1(v)).

Bleibt die Linearitat von p; zu zeigen. Aus po(x +y) +p1(x +y) =2 +y = po(z) + p1(z) + poly) + p1(y) =

(Po(x) + po(y)) + (p1(x) + p1(y)) folgt mit Lemma 4.11 p;(z +y) = pi(z) + pi(y). Aus po(Az) + p1(Az) =

Az = A(po(z) + p1(x)) = Apo(x) + Ap1(x) folgt mit Lemma 4.11 p;(Az) = Ap;(x).

(b) (i) z € Uy = po(z) =2 & pi1(x) =0 = x € Im(po) & = € Ker(py).

z € Ker(p1) = pi(z) =0 = z =po(z) € Im(py).

(ii) Aus Vy € Ui(pi(y) = y) folgt Vz € V(p;(pi(z)) = pi(x)).

Lemma 5.12.

Ist f:V — V linear mit fo f = f, so gilt

(a) V = Tm(f) & Ker()),

(b) f und idy —f sind die zu der direkten Zerlegung V = Im(f) @ Ker(f) geméaf 5.11

gehorenden Projektionen.

Beweis :

1. y e Im(f) NKer(f) = es gibt x € V mit y = f(x) = f(f(z)) = f(y) =0.

2. Fiir jedes x € V gilt 2 = £(z) + (id—f)(x) und f((d—F)(2) = F(x) — F(F(@)) = f(2) — F(x) =0,
d.h. (id—f)(z) € Ker(f).

Berechnung der Inversen einer invertierbaren Matrix

Lemma 1.7 kann auf endliche Folgen von elementaren Zeilenumformunge ausgedehnt werden.

Lemma 1.7b°. Fiir A€ K™*" und Z = (£;,..., 2,) mit Z1,..., 2, € EZU,, gilt: Z(A) = Z(E,,) - A.
Dabei sei Z(A) := Zi(... Z5(Z1(A))...).)

Lemma 5.13. Fiir alle A € K™*"™ und Z € EZU,, gilt:
(1) Z(E,) invertierbar.

2)
(3) g(A) = E, = A invertierbar und A~! = Z(E)
(4) A invertierbar = es gibt Z mit Z(A) = E,,.
Beweis:

(1) Sei 2’ die zu Z “inverse” elementare Zeilenumformung. Dann E,, = Z'(Z(E,,)) 11e Z'(Ey) - Z(Ey).

A invertierbar = Z(A) invertierbar.

(2) Nach 1.7b ist Z(A) = Z(E,,) - A. Mit (1) und Lemma 3.2 folgt daraus die Behauptung.
(3) Die Behauptung folgt aus E, = Z(A) L Z(E,) - A.
(4) Es gibt Z, so daB S := Z(A) eine ausgezeichnete Stufenmatrix ist.

Nach (2) ist S auch invertierbar; folglich mufi S = E,, gelten.
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Man erhélt also die Inverse einer invertierbaren Matrix A € K™*", indem man A durch elementare Zeilenum-

formungen in die Einheitsmatrix F,, transformiert und parallel dazu dieselben Umformungen an E,, ausfiihrt.

1 2 1 1 1 1 0 0 1 2 1 1 0 0
Beispiel. Sei A=|0 -1 0 |. 0-1 0 01 0]J]—={0 1 0 0 -1 0| —
2 0 -1 2 0 -1 0 0 1 0 -4 -3 -2 0 1
102 1 12 1
101 120 100 4 21 1ozl
- 10 1 0 0-1 0]—10 1 0 0-1 0 Also A= =10 -1 0
003 2 4-1 0oo0o1 2 2= 2 24
21.12.2009
Lemma 5.14.
Seien vy, ...,v, € K™ und sei (v1 ... v,) die nxn-Matrix mit den Spalten v1,...,v,.
Dann gilt: (vq,...,v,) linear unabhéngig < (vy ... v,) invertierbar.
Beweis:
Sei A:= (v1 ... vp). Dann v; = f4(e;) und somit:
(v1,...,vy,) lin. unabh. PES f4 injektiv %2 A invertierbar.
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86 Darstellende Matrix, Basistransformationen

Definition (Darstellende Matrix einer linearen Abbildung).

Seien V, W K-Vektorrdaume mit den Basen 7 = (v1,...,v,), W = (wy,..., W), und sei f € Hom(V, W).

M%(f) = (aij)l::ll,...,’ma wobei f(vj) = Z Qi Wi fur.] = 17 sy
=1

Jj=1,...,n
MZ(f) heiBt die darstellende Matriz von f (oder die f zugeordnete Matriz) bzgl. der Basen U, W.
Ist V.= W und v = w, so setzt man M_(f) := MZ(f) und nennt M_(f) die darstellende Matriz von f
bzgl. der Basis v.

Fir f € Hom(K", K™) sei M(f) die darstellende Matrix von f bzgl. der kanonischen Basen.

Lemma 6.1.
(a) Fiir jede Matrix A gilt A = M(fa). Fiir jede lineare Abbildung f : K™ — K™ gilt f = fu(y).
(b) f € Hom(K™, K™) & g € Hom(K™, K?) = M(go f) = M(g) - M(f).

Beweis:
a1j
(a) 1. fa(e}) = Ael} = : = > ", a;je™. 2. Nach L.5.1b existiert A mit f = fy4.

Ay Mit A = M(f4) folgt daraus f = foq(y).
(b) Sei A e K™*" B e KP*™ mit f =f4 und g =fg. Dann M(go f) = M(fga) = BA= M(g) - M(f).

Definition.
Ist V ein K-Vektorraum und ¥ = (vy,...,v,) eine Basis von V, so definieren wir
T
n
Oz K" =V, | | — > xjv;.
Jj=1
T

Offenbar ist &7 : K™ — V ein Isomorphismus. Man nennt ®3 den kanonischen Basisisomorphismus zur

Basis v oder das durch v bestimmte Koordinatensystem in V.

Fir @ € V nennt man @%1(a) den Koordinatenvektor oder die Koordinaten von a bzgl. v.

Bemerkungen:
L. ®(y,,....0,) ist der nach 5.4, 5.5 eindeutig bestimmte Isomorphismus, der die Einheitsvektoren des K™ auf

die Basisvektoren v1,...,v, abbildet.

2. Die Spalten der darstellenden Matrix MZ(f) einer linearen Abbildung f : V' — W sind die Koordinaten-

vektoren (bzgl. w) der Bilder der Basisvektoren vy, ..., vy,.

3. Ist V=K" s0 M(Pz5) = (v1 ... vy), i.e. die n X n-Matrix mit den Spalten v, ..., v,.

Lemma 6.2.
Sind V, W K-Vektorraume mit den Basen 7 = (v1,...,0,), W= (w1, ..., Wy), so gilt fir f € Hom(V, W):
MEI(f) = M(D" o fod7) bzw. fa =0 o fody mit A:= MI(f).

w

Beweis:
alj

Mit A= ME(f) gilt: (@2 ofodn)(e;) = D1 (f(v;)) = @51(§aijwi) = | =faley)

amj
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Korollar. x1

Fiir f € Hom(V, W) und v € V mit den Koordinaten | : | bzgl. v gilt:
x1 n
MEZ(f)-[ : | ist der Koordinatenvektor von f(v) bzgl. w.
Tn
Satz 6.3.
Sei U := (v1,...,v,) Basis von V, @ := (uq, ..., u,) Basis von U, @ := (w1, ..., wy,,) Basis von W, und seien

f:V —=U, g:U — W lineare Abbildungen. Dann gilt MZ(go f) = MZ(g)-MZ(f).
Beweis:
ME(go f) = M(®' 0 go fo®y) = M(@5' 0 go®zodz' o fody) ="

= M(@%l ogodg) -M((I)gl ofod;) = M%(Q)M%(f)

Satz 6.4.

Sei v = (vy,...,v,) Basis von K", w = (wy,...,w,,) Basis von K™ und A € K™*",
Dann gilt MZ(fa) = (w1 ... wp) 1A (v1 ... vy).

Beweis:

M (fa) = M(D5 ofa0Dg) = M(RLH) - M(Fa) - M(E5) = (wi ... wp) ™"+ A+ (01 .. vn).

w

oder

Sei C' = (¢;5) := MZ(fa) und ¢; die j-te Spalte von C. Dann gilt: Av; = fa(v;) Defyon© S cijw; L-L5b

= (wy ... wp)-¢; und somit (wy ... wy,) tAv; =¢; (j =1,..,n).
Beispiel.
1 1 1
Sei A = Lol o= 0 f,o=1),v3:=[1], wy:= 3 , Wo := 2 .
0 3 5 1 1 0 4 1

Sei ferner mit (¢;;) = MZ(f4). Dann gilt fa(vy)

3 2 3

fa(vj) = crjw1 + cojwa = ¢ (4) + 25 (1) - (4
3

4

01 2 3 2 .
(5 3 3):(4 1>~(cij) und somit (¢;;)

I
N
o
<
[\v]

I
7N
oo
~~
—h
hN
<
BY
SN~—
|
/N

w
~_
o
=
[N

- ~N o
o =
= wiN

3210 12 40 1 2 1o 1 10 o2
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Abkiirzung.
. . . mxn E. 0 mxn
Fir r < min{m,n} sei EM*" = 0 o) € K ,
d.h. BV = (ai) € K™ mit a11 = ... = a,» = 1 und a;; = 0 sonst.

Satz 6.5.
Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume und f: V — W linear mit » = dimIm(f).

Dann gibt es Basen © von V und w von W, so dal MZ(f) = Em*™.
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Beweis:

Sei (v1,...,v,) Basis von V, so daf§ Ker(f) = span(vy41,...,v,). Dann ist (f(v1),...,f(v,)) eine Basis
von Im(f). Folglich existiert eine Basis W = (w1,...,wy,) von W mit f(v;) = w; fir j = 1,...,7. Die
Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus der Definition von MZ(f).

11.01.2010
Definition (Basiswechsel).

Seien 7 = (vy,...,v,) und W = (wy,...,w,) Basen des K-Vektorraums V.

TY := MZ(idy) heiit die Transformationsmatriz des Basiswechsels U, w.

Satz 6.6 (Transformationsformel).

Sei f:V — W eine lineare Abbildung, und seien v, v/ Basen von V', sowie w, w’ Basen von W.
Dann gilt: MZ(f) = TZ - ME(f) - T2".

Beweis:

TTME(f)-TY = MZ (idw)- ME(f)-MY (idv) = MZ(idwo foidy) = MZ(f).

Korollar.

Ist f € Hom(V, V) und sind v, w Basen von V, so gilt M_(f) = (T2)~1 - M_(f) - TZ.

@
Lemma 6.7.

Sind ¥ = (v1,...,v,) und W = (w1, ..., w,) Basen des K-Vektorraums V', so gilt:
(a) TZ invertierbar und (72)~! = T2,

(b) TZ = (cij) € K™ ™ mit v; = Zn:lcijwi.

Y1 z

Il
EE\

(c) Ist i v = Xn: Yiws, SO
j=1 =1 " .
(d) Ist V=K"s0TZ = (wy ... wy) "+ (v ... vy).

Ist insbesondere w [ bzw. v ] die kanonische Basis, so T2 = (vy ... vy,) [ bzw. (wy ... w,) 7t ].

Beweis:
(a) TZ - T2 = MZ(idy) - MZ(idy) @ ME(idy) = E,. (b) Definition. (c) Korollar zu 6.2.

(d) TZ = MZ(idgn) = MZ(Fg) = (wy ... wy) L E-(vy ... vp).

Lemma 6.8

Seien V und W K-Vektorrdume mit Basen 7 = (vy,...,v,) und @ = (w1, ..., Wn).

(a) Die Abbildung MZ : Hom(V, W) — K™*"  f s MZ(f) ist ein Isomorphismus.

(b) dimHom(V,W) = dim(V)- dim(W)

Beweis:

(a) 1. linear: Ubung. 2. bijektiv: A = (a;;) € K™ "2 31f € Hom(V, W) mit f(v;) = S0, ayjw; fiir
j=1,...,n = 3f € Hom(V,W) mit MZ(f) = A.

(b) dim(Hom(V, W) € dim(K™*") < mn = dim(V)- dim(W).

() (@ij)ij— (@115, 010,021, -, G20y« -y G,y - - -, Gmp) 1St ein Isomorphimus von K™*" auf K™™.
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87 Rang einer Matrix; Dualraum

Definitionen.
1. Sind V, W Vektorrdume iiber K und ist f € Hom(V, W), so sei rang(f) := dimIm(f).
2. Ist A € K™*™ mit den Spalten aq,...,a, € K™, so sei
rang(A) :=rang(fa) und SR(A) :=span(ay,...,a,) C K™ (Spaltenraum von A).
Lemma 7.1. Fir A € K™*" gilt:
(a) SR(A) =Im(fs) und somit rang(A) = dim SR(A).
(b) m =n = (A invertierbar < rang(A) =n).
Beweis:

(a) span(ay, ..., an) = span(fa(ey),...,fa(en)) = fa(span(eq,...,e,)) = Im(fa).

(b) A invertierbar 22" 4 bijektiv %' Im(f4) = K" < dimIm(f4) = n.

13.01.2010
Lemma 7.2.
Sind V, W K-Vektorraume mit Basen v, w, so gilt rang(MZ(f)) = rang(f) fiir alle f € Hom(V,W).

Beweis:

Sei A := MZ(f). Dann gilt Im(fs) = fa(K"

L.6.2
w ) =

O3 (F(@(K™)) = 25" (f(V)) = o7 (Tm(/)).
Da ®z ein Isomorphismus ist, folgt daraus dimIm(f4) = dim Im(f).

Definition.

A, B € K™*" heiflen dquivalent, wenn es Matrizen S € GL(m; K) und T € GL(n; K) mit B = S-A-T gibt.

Lemma 7.3.

Fir A, B € K™*"™ sind folgende Aussagen dquivalent zueinander:

(a) A, B sind dquivalent.

(b) Es gibt Basen 7 von K" und @ von K™ mit B = MZ(fy).

(c¢) rang(A) = rang(B).

Beweis:

(a)=(b): Gelte B = SAT mit S € GL(m;K), T € GL(n; K). Sei S™! = (w1 ... wp) und T = (v ... v,).
Nach 5.14 ist dann W := (wq,...,w,,) Basis von K™ und v := (vy,...,v,) Basis von K". Mit 6.4 folgt
ME(f,) = S-AT = B.

(b)=(c): rang(A) = rang(fa) .12 rang(MZ(f4)).

(c)=(a): Sei r := rang(A) = rang(B). Nach 6.5 gibt es Basen 7, w mit MZ(f4) = E™*"™. Nach 6.4 ist also
Em*n = SAT. Ebenso gibt es C, D mit E™*" = CBD. Es folgt B = (C~1S)A(TD™1).

Satz 7.4. Fir A € K™ "™ gilt:

(a) Los(A4;0) = Ker(fa).

(b) Los(A;0) ist ein Unterraum von K™ und dim Los(A;0) = n — rang(A).

(c) Fir jedes b e K™ gilt:
(i) veLos(A;b) = Los(A4;b) =v+ Los(A;0) [={v+x:x € Lds(A;0)}].
(i) Los(A;0) #0 <= rang(A) =rang(Ab).
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(i) |Los(A;b)] =1 <= rang(A) =rang(Ab) = n.
(iv) rang(A) =m = Los(A;b) # 0.
(v) rang(A) =m=n = |Los(4;b)| = 1.

Beweis:

(a) x € Los(A;0) & Ax =0 & fua(z) =0 < z € Ker(fa).

(b) Folgt aus (a) mit Lemma 5.2d und Satz 5.7.

(c) (1) Ist Av="0,s0: z € Los(A;b) & Ar = Av & A(x —v) =0z —v € Los(4;0) & x € v+ Los(4;0).
(ii) Los(A;b) # 0 < Fz(Az =0) < b€ SR(A) & SR(A) =SR(4 b) & dimSR(A) = dim SR(A b).
(iii) |Los(4;0)| =1 B0 rang(A) = rang(A b) & Los(4;0) = {0} Y = rang(A) = rang(A b).

(iv) rang(A) =m = dimIm(fa) = dim K™ = Im(f4) = K™ = beIm(fy) = {Ax:x € K"}.
(v) rang(A) =m=mn 1" A invertierbar = Va € K'(Az =bs o= A"1b) = Los(4;b) = {A71b}.

Satz 7.5.
Sei A = (a;5) € K™*™ eine ausgezeichnete Stufenmatrix. Seien j; < ... < j, die Indizes der Stufenspalten
und j,41 < ... < j, die Indizes der restlichen Spalten von A (also {ji,...,j5n} = {1,...,n}).
Die lineare Abbildung f: K™~ " — K™ sei definiert durch:
Y1 T n—r
1 Y= : mit 2, =y, %5, = Ypop und x4, 1= — > @i,y firi=1,...r
. z v=1

Dann ist r =rang(A) und f bildet K™~" isomorph auf Los(4;0) ab

Beweis:
1. Es gilt SR(A) = span(ey, ..., e,) und folglich rang(A4) = dim SR(A) =
X1 "
2. Los(AO)LlB{ oy, == Y iy, firi=1,...,r} =
k=r+1
x'n.
xl n—r
{ 533/17~--,Z/7L—7-€K[$j,‘+1 :ylr--axjn:yn—r&xji:_ Zlaijwruyu furz=1,,7‘]}:
Tn N

{re K" :Jye K" "(x = f(y))} =Im(f). 3. Nach 1. und 7.4b ist dimL6s(A;0) =n —r.

18.01.2010
Beispiel.

Y2 0 1

1 0 0 —1 : :
r:27J1:1a]2:3a 1 0
A=f0o o0 1 1 , ‘ : f((yl>)= =y o Tl 1
00 0 0 J3=2,ja=4 Y2 2Y2 2
Y2 0 1

Definition (Zeilenraum von A).

Fiir A € K™*" sei ZR(A) :=span(ay,...,an) C K", wobei ai,...,a, die Zeilen von A sind.
Lemma 7.6.

Entsteht A" aus A € K™*" durch elementare Zeilenumformungen, so gilt:

ZR(A) = ZR(A’) und rang(A) = rang(A’).

Beweis:

1. ZR(A) = ZR(A'): Fiir Umformungen der Typen (I),(III) ist die Behauptung klar. Wir nehmen jetzt an,
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dafl A’ aus A durch Addition des A-fachen der zweiten Zeile zur ersten Zeile entstanden ist.
Dann ZR(A) = span(ay,...,am,) und ZR(A’) = span(a; + Aag,as,...,a,), und die Behauptung folgt aus
ay + Aag, as, ..., Gy € span(ay, ..., ay) und a, ..., ay, € span(a; + Aag, ag, ..., ap).

2. rang(A) 2> — dim Los(A;0) FLly — dim Los(A’;0) 4b rang(A").

Lemma 7.7.
Ist A € K™*" eine Stufenmatrix und r die Anzahl ihrer Stufen, so gilt:

dim SR(A) = r = dim ZR(A) = Anzahl der von 0 verschiedenen Zeilen von A.

Beweis:

Wie in §4 gezeigt, bilden die Stufenspalten von A eine Basis von SR(A). Folglich gilt » = dim SR(A).
Offenbar ist 7 auch die Anzahl der von 0 verschiedenen Zeilen von A. Wie man leicht zeigt, sind diese linear
unabhéngig und bilden deshalb eine Basis von ZR(A).

Aus 7.6, 7.7 und 7.1a folgt nun

Satz 7.8 (Zeilenrang = Spaltenrang).
Fiir jede Matrix A gilt: dimZR(A) = dim SR(A) = rang(A).

Definition (Transponierte Matrix). Fir A = (aij)izl

.

t
x x
. 12 3\ (L0 . ! !
Beispiele: 0 -1 2] = 2 -1, (z1...2n)"=1[ |, : =(x1 ... 2p).
3 2 T T

Lemma 7.9.

(a) Fiir A,B e K™ und A € K gilt: (A+ B)* =AY+ Bt (At =).4% (AHt =4
(b) Fiir A € K™*? und B € KP*" gilt: (AB)* = Bt . AL,

(c) Ist A € K™ invertierbar, so ist auch A% invertierbar und (A%)~1 = (4-1)*.

(d) Fiir jede Matrix A gilt rang(A%) = rang(A).

Beweis:

(b) BY-A® = (by)jw - (@iv)wi = (X, bujain)ji = (3, aivby;)ji = (AB)*®.
(c) AA"'=F = (A Ht.A* = E = A% invertierbar und (A%)~! = (4~ 1T,
(d) SR(A?) 2 ZR(A) = dimSR(A?) = dim ZR(A) =¥ dim SR(A).

Definition.

Ist V ein K-Vektorraum, so heiit V* := Hom(V, K) der Dualraum von V.
Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

Beispiel.

Ist V der Vektorraum der auf [a,b] differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R, so sind

b
o: V=R, f— [f(z)de und, fir c € (a,b), 6.:V =R, f %(c) Linearformen auf V.

Definition.

Fiir f € Hom(V, W) sei f*: W* = V*, f*(¢) ==+ o f (die zu f duale Abbildung)
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Lemma 7.10.
(a) feHom(V,W) = f* € Hom(W*,V*).
(b) feHom(V,W) & g € Hom(W,U) = (go f)* = f* o g*.

Beweis:
(a) Fiir alle ¢,¢" e W*, A € K und v € V gilt:

(1) (@ + 4 (f(v)) = ([ (v) +¢'(f(v)) = (&

(2) A)(f(v) = Mo (f(v))) = A(f*(¥)(v))
Daraus folgt:

P ) = @) o f 2 of +of = () + () und f* () = (W)of E Awos) = Af*(1).
(b) (go f*(p) =pogof=g (p)of=Ff(g*().

Lemma 7.11. Fir alle f € Hom(V, W) gilt:

(a) f injektiv = f* surjektiv. (b) f surjektiv = f* injektiv.

f)

o f)(w) + ("o f)(v) = (Yof +¢'of)(v) und
(Af*

(¥))(v)-

20.1.2010

Beweis:

(a) Sei v € V*. Zu zeigen: es existiert ein ¢ € W* mit ¢ o f = ¢. Man wihle einen Unterraum U von W
mit W = f(V)@® U (vgl. Aufg. 36a) und setze p(f(z) + u) :=¢(z) fir x € V und u € U.

(b) f*(p) =0 = pof=0 = VzeV(p(f(x)) =0) = VyeW(p(y) =0) = ¢=0.

Definition.

Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, so sei vj € V* definiert durch v} (v;) := d;;.
Man nennt (v§,...,v}) die zu (v1,...,v,) duale Basis von V*.

Lemma 7.12.

(v1,...,0,) Basisvon V. = (v7,...,v}) Basis von V* .

Beweis: Fiir ¢ € V* gilt: o = Y7 \ivf < Vi(e(v;) = D0 Avf(v)) < Vi(e(v) = A;).
Daraus folgt mit L.4.4a die Behauptung.

Lemma 7.13.

Ist 7 Basis von V und @ Basis von W, so gilt MZ (f*) = MZ(f)* fiir alle f € Hom(V, W).
Beweis:

Sei MZ(f) = (aij)i; € K™ und MZ (f*) = (bji)j; € K™™.

Dann  f(v;) = 32, aywy & f*(w]) = 32, biivj und folglich ai; = wy (f(v;)) = f*(w])(v;) = bji-
Lemma 7.14. f € Hom(V,W) & rang(f) < co = rang(f) = rang(f*).

Beweis:

f=foofimit f1 :V —Im(f), z+— f(z) und fo: Im(f) > W,y —y.

f1 surjektiv = ff : Im(f)* — V* injektiv (1)

fo injektiv = f5 : W* — Im(f)* surjektiv  (2)

Fr=fiofs = () = W) 2 fmn)) ¥ dimIn(f) = dimIn(f)* (3)
rang(f) = dim Im(f) L2 dim Im( f)* © dim Im(f*) = rang(f*).

Korollar. Fiir jede Matrix A gilt: rang(A%) = rang(A).

Beweis ohne Verwendung von 7.8: Sei A € K™*™ und v bzw. @ die Standardbasis von K™ bzw. K™. Dann

A= MZ(f4) und somit rang(A®) B rang(MZ ((fa)*) 2 rang((fa)*) s rang(fa) = rang(A).
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68 Affine Unterriume; Quotientenvektorrdume

Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung.
Fiir y € Y nennt man f~1({y}) die Faser von f iiber y.

X wird durch die Fasern in disjunkte Teilmengen zerlegt: X = |J f~*({y}) (Faserung).
yelmf

Wenn kein Milverstindnis zu befiirchten ist, schreibt man oft nur f~*(y) statt f=1({y}).
Im folgenden sei V stets ein K-Vektorraum.

Definition.

Eine Teilmenge M C V heifit affiner Unterraum von V, wenn es ein a € V und einen Untervektorraum U
vonVmit M=a+U (={a+u:uecU}) gibt.

Im Unterschied dazu nennt man Untervektorraume manchmal auch lineare Unterrdume.

Bemerkung.

(a) Fiir f € Hom(V,W),be W und a € f=1(b) gilt f~1(b) = a + Ker(f).

(b) Fiir A€ K™ be K™ und a € Los(A;b) gilt Los(A4;b) = (f4)71(b) = a + Ker(fa) = a + Los(4;0).

Beweis von (a): f~1(b) ={z eV : f(z)=b}={zecV:f(z)=fla)}={zeV: flr—a)=0}=
={xeV:zx—acKer(f)} =a+Ker(f).

Lemma 8.1. Sei M = a + U ein affiner Unterraum von V.

(a) U={x—y:z,y € M}. Man nennt U deshalb auch den Differenzraum von M.

(b) Fiir jedesbe M gilt M =b+ U.

Beweis:

@)l.z=atu&y=atw&uwel = z—y=u—welU. 2.uelU = u=(at+u)—a& atu,a € M.
(b) Seib = a+ug. Dann b+U = {a+up+u:u € U} C a+U und ebenso a+U = {b—ug+u:u c U} Cb+U.

Definitionen.

Zwei affine Unterrdume a; + Uy und as 4+ Us von V heiflen parallel, wenn U; C Us oder Uy C Uy gilt.
Fiir jeden affinen Unterraum M = a + U sei dim(M) := dim(U).

Einen affinen Unterraum der Dimension 1 (bzw. 2) nennt man eine Gerade (bzw. Ebene).

Einen affinen Unterraum der Dimension dim(V') — 1 nennt man eine Hyperebene (falls dim(V) < o0).

Lemma 8.2.

Seien M; = a; + U; und Ms = ay + Us affine Unterraume von V.

(a) MiNnMs#0 <= ay—a) €Uy + U,

(b) ae MiNMy, = M N My =a+ (UiNUs)

(¢) Ist V =1U; @ Uy, so enthdlt M; N My genau einen Punkt s. (Schnittpunkt)

(d) Ist M; eine Hyperebene und M; eine Gerade, die nicht parallel zu M ist, so gilt V = Uy & Us.
Beweis :

(a) Ist a € M1 N Ms, s0 a=a; +u; und a = as + ug mit u; € Uy, also as — a3 = u; —ug € Uy 4+ Us.
Ist umgekehrt ag — ay € Uy + Us, S0 ag — ay = uy — ug mit u; € U;, also ay + uy = ag + ug € My N Ms.
(b) Sei @ € My N Ms. Nach Lemma 8.1b gilt dann M; = a 4+ U; und folglich

reMiNM, & rv—acUihNv—aclUy & x—acUNUy & xzca+UNUs.
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QOV=U®Us=as—a1 €Uy +Us LM N My #0. Seise M M.

Dann My N My =s4+U; NU; = s+ {0} = {s}.

(d) Wire U; NUs # {0}, so wire (wegen dim(Us) = 1) Uy C Uy, also My, My parallel.
Folglich U; N Uy = {0} und somit (wegen dimU; + dimU; = dimV) V = U; @ Us.

Lemma 8.3. Fir U,H CV und dim(V) < oo gilt:

(a) U ist UVR der Dimension dim(V) -1 <= 3Jp € V\{0}(U = Ker(y)).

(b) H ist Hyperebene <= Jp € V*\{0}3\ € K(H = p~1(N)).

Beweis :

(a) “=": Wir wéhlen eine Basis (v1,...,v,) von V, so daB8 U = span(vy, ..., vp—1), und definieren ¢ € V*
durch p(v1) := ... ;== p(vp—1) := 0, ¢(vy) := 1. Dann gilt Ker(¢) =U. “«<”: Dimensionsformel.

(b) “=": Sei H = a+ U. Nach (a) existiert ein p € V* mit U = Ker(¢p), also ¢! (p(a)) = a + Ker(p) = H.
“<": Seien p € V*\ {0} und X € K gegeben. Dann ist Im(p) = K und somit existiert ein a € ¢~1(\).

Es folgt ¢ ~1(A\) = a + Ker(¢) und dim Ker(p) = dim(V) — 1.

Lemma 8.4. Seien vg, vy, ...,vx € V. Dann ist
k k
Aff(voy ..., Vg) := vg + span(vy — vg, ...,V — Vo) = { S v, o €K& Y oy = 1}
i=0 1=0
der kleinste affine Unterraum von V', der vy, ..., vi enthalt.

Man nennt ihn den von vg, v1, ..., i aufgespannten affinen Unterraum oder die affine Hulle von vg, v1, ..., V.

Beweis: X
vo + span(vy — vo, ...,V — Vo) = {vo + 2,4 ai(v; —vg) : 0, ..., 0 € K}
k k
={(1->,_j)vo+> v al,..,ap € K}
k
= {apvg + Zle Qv g, .o €E K& ag=1—- 3 a;}
i=1
= {Zfzo QU ag, ..., o € K & Zf:o a; =1}
Ist M = a+U ein affiner Unterraum mit vy, ..., vy € M, so gilt vg+span(v;—uvp, ..., vk—vg) C v+ U s
27.1.2010
Beispiel.

Fiir vg # v1 € V gilt: Aff(vg, v1) = vo +R(vi—vg) = {vo + a(vi—vg) : @« € K} = { g+ (1-AN)v1 : A € K} ist
die Gerade durch vy und v;. Im Fall K = R ist {Avg + (1—=A)v1 : 0 < A < 1} die Strecke zwischen vy und v;.

Definition.

Eine bindre (oder 2-stellige) Relation ist eine Menge von geordneten Paaren. Ist M eine Menge und R C
M x M, so nennt man R eine bindre Relation auf M.

Schreibweise: Ist R eine binére Relation, so schreibt man oft ‘zRy’ (oder auch ‘Rxy’) statt ‘(z,y) € R’
Eine binére Relation R auf der Menge M heif3t

— reflexiv, wenn Vo € M (zRx);

— antireflexiv, wenn V(- zRx);

— symmetrisch, wenn Vz, y(xRy = yRx);

— transitiv, wenn Vz,y, z(xRy & yRz = xRz).

Eine Relation R C M x M heiBt Aquivalenzrelation auf M, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so sei
[2]r == {y € M : xRy} (Aquivalenzklasse von x € M),
M/R :={[z]g: x € M} (Quotientenmenge von M nach der Relation R)

Bemerkung. Die in §7 eingefithrte “Aquivalenz” von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Lemma 8.5. Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so gilt:
(a) z € [z]g (Vx € M),

(b) 2R’ & [zlg=[2]r & [zlrN[2 g #0 (Vx,2’ € M),
() M =U,enlr]r-

Beweis:

(a) x € M = 2Rz = x € [z].

(b) 2Rz’ & y € [2'] = xRz’ & ©'Ry = xRy = y € [z].

2Rz’ & y € [x] = 2’ Rx & xRy = «'Ry = y € [2'].

[z] = [2'] = z € [z] = [«] N [2'].

y € [z]N[2'] = 2Ry & 2’ Ry = xRy & yRx' = zRx’.

(c) folgt aus (a).

Lemma 8.6. Sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, und sei 7 : M — M/R, x — [*]R.
Dann existiert zu jeder Abbildung f: M — N mit Vz,2’ € M(zRx' = f(x) = f(2))

genau eine Abbildung f: M/R — N, so daB forg = f.

Gilt auch noch Vz, 2’ € M(f(x) = f(2') = xRx'), so ist f injektiv.

Beweis:

Aus der Voraussetzung folgt Vo, 2’ € M([z]g = [2']r = f(z) = f(z')). Also wird durch f([z]gr) := f(x)
eine Abbildung f : M/R — N definiert, so da8 fiir alle z € M gilt (f o 7g)(x) = f([z]r) = f(z).
FEindeutigkeit: Sind f, fo Abbildungen von M/R nach N mit f = f;omgr (i = 1,2), so gilt

Ve € M(fi(rr(z)) = f(x) = f2(7r(2))), d-h. V€€ M/R(f1(£) = f2(€)), also fi = fa.

Injektivitit: f([z]r) = f([2']|r) = f(2) = f(2') = zR2’ = [z]r = [2']r.

Im folgenden sei U ein Untervektorraum von V.

Definitionen.

Fir X, Y CVund A€ Ksei X+Y:={z+y:zecX&yecY}

Fiir v,v’ € V definieren wir: v~y v’ & v  —veU. Fernersei V/U:={v+U:veV}.

Die Relation ~y wird auch als Kongruenz modulo U bezeichnet.

Die Menge v + U nennt man Restklasse von v modulo U.

Lemma 8.7.

(a) FirvyweVund A e K gilt v+ U)+ (w+U) :=(v+w)+U.
(b) ~y ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(¢c) Furallev eV gilt [v]., =v+U,

d.h. die Aquivalenzklasse von v bzgl. ~ ist gleich dem affinen Unterraum v + U.
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Beweis :

@) v+U)+(w+U)={v+ut+twtus:u,us €U} ={(v+w)+u:ueclU}=(v+w)+U.
(b) Reflexivitdt: v —v =0¢€ U. Symmetrie: v/ —v e U & v—v' € U.

Transitivitdt: v/ —v e U &v" —v' €U = v —v=0"-0)+ (v —v) eU.

v ~prveov —velUsv ev+U.

Definition. Wie man leicht sieht, gilt: Yo, € VA€ K(v4+U =v' +U = A+ U = X' 4+ U).

Deshalb wird durch A - (v + U) := Av + U eine Abbildung - : K x V/U — V/U definiert.

Satz 8.8.

(a) V/U mit der oben definierten Addition und skalaren Multiplikation ist ein K-Vektorraum.
Das Nullelement dieses Vektorraums ist U.

(b) Die kanonische Abbildung 7y : V' — V/U, v — v + U ist ein surjektiver Homomorphismus (Epimor-
phismus), dessen Fasern gerade die Restklassen modulo U in V sind.

(¢) Ker(my)="U.

(d) dim(V/U) = dim(V) — dim(U), falls dim(V) < oo.

Man nennt V/U den Quotientenvektorraum von V nach U (oder modulo U).

Beweis :

(a),(b) Fir alle v,w € Vund A € K gilt ny(v+w) = (v+w)+U 8.1 w+U)+ (w+U) =my(v) + 7y (w)

und 7y (Av) = Aw+U 8.1 A(v+U) = Ay (v). Daraus folgen in einfacher Weise die Behauptungen (a), (b).
(c) v € Ker(my) & my(v) =0y & v+U=Uxvel.

(d) dim(V) = dim(Ker(ry)) + dim(Im(ny)) = dim(U) + dim(V/U).

Lemma 8.9. Sei V=U®W und 7y : V — V/U der kanonische Epimorphismus.

Dann ist ' := 7y |[W : W — V/U ein Isomorphismus.

Beweis:
1. 7" surjektiv: Sei v € V. Dann existieren v € U und w € W mit v = u 4+ w, also 7' (w) = w4+ U =v+ U.
2. 7’ injektivi w e W & n'(w) =U = weW&w+U=U = weUNW ={0}.

Satz 8.10 (Homomorphiesatz).

V/U hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem K-Vektorraum W und jedem f € Hom(V, W) mit
U C Ker(f) gibt es genau ein f € Hom(V/U, W) mit f = f o ry. — Weiter ist Ker(f) = Ker(f)/U

Beweis:

Wegen U C Ker(f) gilt Yu,v" € V(v ~y v/ = f(v) = f(v')). Nach 8.6 existiert genau eine Abbildung
f:V/U — W mit f = f omy; und wie man leicht nachrechnet, ist f auch linear.

[ f(m(v) + Am(v') = f(m(v + M) = f(v+ M) = f(v) + Af (V') = F(m(v) + Af (")) ]

Ferner gilt: Ker(f) = {r(v):v eV & f(n(v)) =0} ={r(v) :v eV & f(v) =0} ={v+ U :v € Ker(f)}.

Korollar (Isomorphiesatz).
Ist f € Hom(V, W), so wird durch f(v+Ker(f)) := f(v) ein Isomorphismus f : V/Ker(f) — Im(f) definiert.

Beweis:
Sei U := Ker(f). Dann gilt Yv,v' € V(v ~y v' & f(v) = f(v')). Nach 8.6 und 8.10 ist f also wohldefiniert,

injektiv und linear. Ferner gilt offenbar Im(f) = Im(f).
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89 Determinanten

Definition.
Fir n € Nsei S, :=S({1,...,n}), die Gruppe aller Permutationen der Menge {1, ...,n}.

Man nennt S,, die symmetrische Gruppe (vom Grad n).

. . .. 1 2 n
Schreibweise fir 0 € S,,: 0 = (0(1) o2) ... o) )
Beispiele (Sa, S3).

1 2
2 1

. 1 2 3 1 2 3
2. Sela._(1 3 2>€Sgund,p.— <3 1 2)683.
1 2 3

Dam o7 = idnd 07 = (5 5§ ) 170 = p3) = 2. 72) = (1) = 3. 73) = p(2) = 1.

Weiter gilt p3(1) = p(2) =1, p3(2) = p(3) =1, p3(3) = p(1) = 3, woraus p> = id und damit p~1 = p? folgt.
k falls k #1,j

Definition. Fir 1 <i#j <mnseit;; €S, definiert durch 7; ;(k) := {j falls k =4
i fallsk=j

1. S ={id,o} mit o = < ), d.h. 0(1) =2 und o(2) = 1. Wegen 0% =id ist 0 = o~ L.

T € Sy, heifit Transposition, wenn es ¢ # j mit 7 = 7; ; gibt.

Fiir jede Transposition 7 gilt: 72 = id bzw. 77! = 7.

Satz 9.1. Sein > 1.

(a) |Sn] =n! .
(b) Zu jedem o € S,, gibt es m > 0 und Transpositionen 71, ..., 7, mit 0 = 172 ... 7, (0 = id, falls m = 0).
Beweis:

(a) Definition. Fiir jede Menge M sei S, (M) die Menge aller injektiven Abbildungen von {1,...,n} in M.

falls ¢ =
Firo:{1,...,n—1} - M und a € M sei o} : {1,...,n} — M definiert durch o} (i) := {Z(z) s?)nsstl "

Durch Induktion nach n zeigen wir: |M|=n = |S,(M)|=n!.
1.n=1: trivial. 2. n>1: S,(M)= U {o}:0€S,_1(M\{a})} =

aceM
= |8, (M)] = €2M|sn_1(z\4\{a})|Ié" EZM(nfl)!:(nfl)Ln:n!.

(b) Induktion nach k :=min{l <n:0(i) =i firl <i<n}.
1. k=0: Dann Vi € {1,...,n}(0(i) = %) und somit o = id.
2. k > 0: Da o injektiv ist, gilt dann o (k) < k. Mit 7 := 73 ;) gilt auBerdem 7o (k) = k und 70 (i) = 7(i) =i

fir ¢ = k+1,...,n. Nach I.V. haben wir deshalb 70 = 71 ...7,,, und somit o = 77 ... 7.
Definition. Eine Transposition 7; ; € S,, heifit Nachbarnvertauschung, falls j = i+1 oder ¢ = j+1 ist.

Lemma 9.2. Jede Transposition 7 ist das Produkt einer ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen.

Beweis:

Sei 7 = 7 ; mit ¢ < j. Induktion nach j —

1. 7 —i¢=1: Dann ist 7 selbst eine Nachbarnvertauschung.

2. j—i>1: Danngilt () 7 =7j_1j 07 j-107j—1; (i <j—1), und nach L.V. ist 7; j_1 Produkt einer

ungeraden Zahl von Nachbarnvertauschungen. Daraus folgt die Behauptung fir 7.
3.2.2010
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Definition.

Ein Paar (¢, 7) heifit Fehlstand der Permutation 7 € S,,, wenn 1 <14 < j < n und 7 (j) < 7(4) ist.
Fiir jede Permutation m € S,, sei a(m) die Anzahl der Fehlstédnde von 7, d.h.

a(m) .= [{(i,4) : 1 <i<j<nAw(j) <7(i)}-

Ferner sei sign(r) := (—1)*™) (Vorzeichen von ).

7 heiit gerade falls a(w) gerade, d.h. sign(w) =1 ist. Andernfalls heifit 7 ungerade.

Lemma 9.3

Ist 7 € S,, eine Nachbarnvertauschung, so gilt a(r o ) € {a(m)+1,a(n)—1} fir jedes 7 € S,,.

Beweis:

Sei 7 = Tppyr und P := {(4,7) : 1 < i < j < n}. Offenbar gibt es genau ein Paar (¢,j) € P mit
(i), m(j) € {k, k+1}; und fiir dieses Paar gilt: 7(j) < (i) < (7om)(i) < (rom)(j). Fiir alle anderen Paare
(i,7) € P gilt dagegen 7(j) < 7(i) & (rom)(j) < (1 om)(4).

Satz 9.4
(a) sign(id) = 1.
(b) sign(mw o o) = sign(w) - sign(o).

(c) sign(r) = —1 fiir jede Transposition .
Beweis:
(b) HS. Ist 7 eine Nachbarnvertauschung, so sign(r o o) = —sign(o) = sign(r) - sign(o).

Beweis: sign(r o) = (—=1)*7°9) = (—1)*@*! = _(_1)%?) = _sign(s) und sign(r) = (—1)! = —1.
Nach 9.1b und 9.2 gibt es Nachbarnvertauschungen 7, ..., 7 mit # =71, 0... 0 7.
Mit HS folgt also sign(mw o o) = sign(m) - - - sign(7) - sign(o) = sign(n) - sign(o).
(¢) Nach 9.2 ist 7 =71 o... o 7 mit Nachbarnvertauschungen 71, ..., 7 und k ungerade.
Folglich sign(7) = sign(7y) - - - sign(mg) = (—=1)¥ = —1.
Folgerung.
Eine Permutation ist genau dann (un)gerade, wenn sie Produkt einer (un)geraden Zahl von Transpositionen ist.
Die geraden Permutationen 7 € S,, bilden eine Untergruppe A,, von S,, (alternierende Gruppe).
Definition.

Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, n > 1 und d : K™*" — K.

Hat A € K™*" die Zeilen ay, ...,a, € K'*™ so schreiben wir auch d(as, ..., a,) fiir d(A).
1. d heiBt multilinear, falls fiir k = 1,...,n und alle a;, z,y € K", X € K gilt:
A(@1y ey Q1T+ AY, Qg 1y ooy ) = A(A1y vty A1, Ty A1y ooy G ) F A - A(Q1y ey Qg1 Yy Aot 1y ooy G-
2. d heifit alternierend :& Vay,...,a, € KlX"[Hi,j(l <i<j<n&a;,=a;)=da,...a,) = O].
3. d heifit normiert :< d(E,) = 1.

4. d heifit Determinantenfunktion :< d ist multilinear, alternierend und normiert.
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Lemma 9.5. Ist d: K™"*" — K multilinear und alternierend, so gilt fir alle A, A’ € K™"*":
(a) Entsteht A" aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so ist d(A") = —d(A).
(b) Entsteht A" aus A durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II, so ist d(A’) = d(A).

(c) d(A) =d(E,)- ZWES,L Sign(ﬂ)'am(l)'azw(z) © Gpg(n)-

Beweis:
(a) 0 =d(ay + ag,a1 + as,as,...,a,) = d(ar,a1,as,...,a,) + d(az,as,as,...,a,) +
+ d(a1,az2,as,...,a,) + d(ag,a1,as,...,a,) = d(a1,az,as,...,a,) + d(az,a1,as,...,a,).

(b) d(a1 + Aaj,as,...,a,) =d(a,as,...,a,) + A-d(aj,as,...,a,) =d(ai,az,...,a,) (j €1{2,...,n}).

(c) d(ar, .y an) = d(307 _y a1y €y s 2oy 1 Gni€i,) =

Dt D1 ALy - Gy €1y s €7,) =
Zﬁepn A17(1) * «- - Qpr(n) 'd(eﬂ(l)v - eﬂ(n)) @
Y omes, Mn(l) -+ Ann(n) * A(€x(1)s s €x(n)) @
Zwesn A1x(1) " -+ Qpx(n) ° sign(m) - d(eq, ..., en).

(1) Es sei F,, die Menge aller Abbildungen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}.
Die fragliche Gleichung folgt aus S,, = {r € F,, : 7 injektiv} und der Voraussetzung “d alternierend”.

(2) Aus (a) folgt durch Induktion nach k: Ist m = 7 - - - 7, mit Transpositionen 71, ..., 7%, SO
d(e‘n’(l)a ey e7r(n)) - (71)k'd(617 sy en) s Sign(w)'d(eh sy en)‘

Definition.

Fiir A= (a;;) € K™ " sel det(A) =) g sign(m)-air(1)@2r(2) *** nr(n)- (Leibnizsche Formel)

8.2.2010

Satz 9.6.

Die soeben definierte Funktion det : K™*" — K ist die einzige Determinantenfunktion (zu vorgegebenem
n > 1). Man nennt sie auch kurz die Determinante.

Beweis:

L det(ar, ..., ak—1,ak+Abk, A1, an) = X s SIEN(T)a17(1) *+* (Qhr(k) T AOkr(h)) ** Qi (n) =

Y ores, SIBN(T)aA1r(1)  * Qpn(k) " Cnr(n) T A D res, SIEN(T)A1r(1)  Okr(h) - Anm(n) =

det(ay, ..., ak_1, 0k, QGkt1,---,0n) + Adet(ar,...,ax_1,0k, Gkt1,---,0an)-

2. Selarj=ag;firj=1,..,n. Firme S, sein’ :=momyo. Ferner S :={reS,:n(l) <n(2)}.
Offenbar gilt () S, =S8} dﬁj {r":m €S8} und folglich

det(A) = ZWESn Sign(7m)a17(1) - G1r(2) " Anr(n) ®
D oress SIBN(T)a1r(1) * G1n(2) *** Gnr(n) + Dness ST )1 (1) - Q1 (2) *** Qs (n) =
ZweS; Sign(m)a1r(1) * Q1n(2) " Gnm(n) — ZweS; sign(m)air(2) - A1n(1) *** Anm(n) = 0.
3. det(E) = Zwesn sign(m)01x(1) ** Onr(n) = 1.

4. Die Eindeutigkeit folgt aus 9.5c.
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