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Bemerkung. Nach Lemma 3.3 gilt: ggT(a0, ..., an) = 1 ⇔ 1 ∈ Za0 + . . . + Zan.

Aufgabe 17

Man beweise:

(a) a|bc & ggT(a, b) = 1 =⇒ a|c
(b) ggT(a0, b) = . . . = ggT(an, b) = 1 =⇒ ggT(a0 · ... · an, b) = 1.

(c) ai|b für i = 0, ..., n und ggT(ai, aj) = 1 für alle i, j ∈ {0, ..., n} mit i 6= j =⇒ a0 · . . . · an|b.

Aufgabe 18

(a) Man beweise: ggT(a0, ..., an) = ggT(ggT(a0, ..., an−1), an) (n ≥ 1).

(b) Man berechne ggT(7469, 2464, 4515, 2639).

(c) Man bestimme x, y ∈ Z, so daß ggT(632, 547) = 632x + 547y.

(d) Man beweise: Für alle n ≥ 1 ist ggT((n+1)! + 1, n! + 1) = 1.

Definition

P := {n ∈ IN : 2 ≤ n & ¬∃m, k < n(n = mk)} (Menge aller Primzahlen)

Für p ∈ P und a ∈ Z \ {0} sei vp(a) := max{m ∈ IN : pm|a}

Aufgabe 19

Man beweise: Für alle a0, ..., ak ∈ Z, n0, ..., nk ∈ IN und p ∈ P gilt

(a) a ∈ IN & a|p =⇒ a = 1 oder a = p.

(b) p|a0· . . . ·ak =⇒ ∃i ≤ k(p|ai).

(c) Ist a = pn0
0 · · · pnk

k mit paarweise verschiedenen Primzahlen p0, ..., pk, so gilt:

vp(a) =
{

0 falls p 6∈ {p0, ..., pk}
ni falls p = pi ∈ {p0, ..., pk}

.

Aufgabe 20

Man beweise: Für alle a, b ∈ IN \ {0} und p ∈ P gilt

(a) vp(a·b) = vp(a) + vp(b).

(b) a|b ⇐⇒ ∀p ∈ P( vp(a) ≤ vp(b) ).

(c) vp(ggT(a, b)) = min{vp(a), vp(b)}.
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