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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit dem Problem der Existenz von Losun-
gen fiir die Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik.

Die Wheeler-Feynman-Elektrodynamik ist eine physikalische Theorie fiir die
Bewegung elektrisch geladener Punktteilchen. Sie wurde in den vierziger Jahren
von John A. Wheeler und Richard P. Feynman als Alternative zur herkomm-
lichen Maxwell-Lorentz-Elektrodynamik vorgeschlagen. Die Dynamik der Teil-
chen unterliegt einem lorentzinvarianten Kraftgesetz. Dabei wird die Wechsel-
wirkung der Teilchen nicht durch elektromagnetische Felder vermittelt, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, sondern es besteht eine direkte relativi-
stische Fernwechselwirkung der Teilchen untereinander. Die Wheeler-Feynman-
Elektrodynamik macht also im Gegensatz zur Maxwell-Lorentz-Elektrodynamik
keinen Gebrauch vom Begriff des elektromagnetischen Feldes: sie ist eine reine
Teilchentheorie.

Infolge der relativistischen Fernwechselwirkung handelt es sich bei den Bewe-
gungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik um Funktionaldifferen-
tialgleichungen mit nacheilenden und vorauseilenden zeitlichen Argumenten. Die
zu irgendeinem Zeitpunkt auf eines der Teilchen wirkende Kraft hangt ab vom
Verhalten der iibrigen Teilchen sowohl zu friitheren als auch zu spéteren Zeitpunk-
ten. Diese retardierten und avancierten Zeitpunkte sind durch die Trajektorien
der Teilchen implizit definiert.

Differentialgleichungen von der Struktur der Wheeler-Feynman-Bewegungs-
gleichungen wurden in der mathematischen Literatur bislang nicht untersucht.
Insbesondere gab es bisher keinerlei Aussagen iiber die Existenz von Losungen
dieser Gleichungen. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die spezielle Si-
tuation zweier sich gegenseitig abstoflender Punktladungen, deren Bewegung im
dreidimensionalen Raum entlang einer Geraden verlduft. Wir beweisen einen
Existenzsatz fiir die zugehorigen Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-
Elektrodynamik. Wir zeigen auch, wie sich sdmtliche Losungen dieser Gleichun-
gen anhand ihres asymptotischen Verhaltens klassifizieren lassen. Es handelt
sich hierbei um die ersten rigorosen Resultate zu den Bewegungsgleichungen der
Wheeler-Feynman-Theorie und damit zum Zweikérperproblem der klassischen
Elektrodynamik iiberhaupt.

Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut. Kapitel I dient der Einfiihrung. Es
hat eine kurze Darstellung der klassischen Elektrodynamik zum Inhalt, wobei
zunéchst in §1 die Maxwell-Lorentz-Theorie und anschliefend in §2 die Wheeler-
Feynman-Theorie behandelt wird. Zum Abschlufl des Kapitels motivieren wir die
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mathematische Problemstellung und leiten damit zu Kapitel II {iber, dem Haupt-
teil der Arbeit. Dort stellen wir zunéichst in §3 die untersuchten Gleichungen vor.
Der anschlieBende §4 ist der Festlegung unseres Losungsbegriffes gewidmet. In
§5 verschaffen wir uns ein qualitatives Bild vom Verhalten etwaiger Losungen
der betrachteten Gleichungen, indem wir deren asymptotisches Verhalten un-
tersuchen. Die eigentliche Existenztheorie beginnt in §6, wo wir die Existenz
bedingter Losungen beweisen. Hierbei handelt es sich um Funktionen, die nur in
einem eingeschrénkten Sinne die Bewegungsgleichungen erfiillen. Mit ihrer Hilfe
konstruieren wir im abschlieSenden §7 Losungen der Bewegungsgleichungen im
eigentlichen Sinne und gelangen so zu unserem zentralen Existenzsatz.

Danksagung. Ich danke Prof. Dr. Detlef Diirr sehr herzlich fiir die Anregung und intensive Be-
treuung dieser Arbeit, fiir die unzdhligen lehrreichen Diskussionen und sein grofles personliches
Engagement. Gedankt sei Prof. Dr. Herbert Spohn, Folker Schamel, Dr. Karin Berndl und
Prof. Dr. Nino Zanghi fiir wertvolle Hinweise und Anregungen. Finanziell unterstiitzt wurde
ich durch ein Promotionsstipendium der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen des
Graduiertenkollegs ,,Mathematik im Bereich ihrer Wechselwirkung mit der Physik“. Ein be-
sonderer Dank gilt meiner Frau und unserer kleinen Tochter fiir versténdnisvolle Hilfe und
Ermunterung.



Kapitel I

Klassische Elektrodynamik

Dieses einfithrende Kapitel hat eine kurze Darstellung der klassischen Elektro-
dynamik zum Inhalt. Im Vordergrund steht die Wheeler-Feynman-Elektrodynamik.
Hierbei handelt sich um eine relativistische Theorie fiir die Bewegung geladener
Punktteilchen (vgl. [1],[2]). Im Rahmen dieser Theorie wird die Wechselwirkung
der Punktladungen nicht durch elektromagnetische Felder vermittelt, sondern es
besteht eine direkte Fernwechselwirkung der Teilchen untereinander.

Die wesentlichen Merkmale der Wheeler-Feynman-Theorie treten am deut-
lichsten im Vergleich mit der Maxwell-Lorentz-Theorie zutage. Wir beginnen da-
her mit einem Abrify dieser gebréauchlicheren Formulierung der klassischen Elek-
trodynamik.

g 1. Maxwell-Lorentz-Elektrodynamik

In ihrer herkémmlichen Formulierung beschreibt klassische Elektrodynamik
die Wechselwirkung elektromagnetischer Felder mit geladener Materie (vgl. [3],[4]).
Das elektrische Feld E = (Fy, Es, E3) und das magnetische Feld B = (B, By, B3)
sind Funktionen des Ortes & € R? und der Zeit ¢t € R. Bei gegebener Ladungs-
dichte p und Stromdichte j, welche ebenfalls von & und ¢ abhéngen, wird die
Dynamik der Felder durch die Maxwell-Gleichungen

10 47

rotB——-——F = —7, divE = 4mp,
cot c
10

rotE +-—B =0, divB =0
cot

beschrieben. Hierbei bezeichnet ¢ die Lichtgeschwindigkeit. In kovarianter Nota-
tion lauten die beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen

v 47T 3%
O =", (L1)

mit der Viererstromdichte j = (¢p, ) und dem Feldstérketensor
0 —F, —FEy —FE3
Ey 0 —B; B

Ey, By 0 —B |’
By —By, B, 0

F =
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welche jeweils von x = (ct, ) abhéngen. Es ist zweckméBig, den Feldstarketensor
F gemaf

Fr = 9grAY — 9" A* (1.2)
durch ein Viererpotential A auszudriicken. Die bei der Wahl von A noch beste-
hende Freiheit schrinkt man zumeist dadurch ein, daf§ A der Eichbedingung

D A" =0

unterworfen wird. Die Gleichung (1.1) lautet dann

LAY = ——j". (1.3)
c
Nun nehmen wir an, dafl die Viererstromdichte j durch die Bewegung eines
geladenen Punktteilchens hervorgerufen wird. Das Teilchen habe die Masse m
und die Ladung e. Seine Trajektorie z im Minkowski-Raum sei durch die Eigen-
zeit T parametrisiert. Die Viererstromdichte ist dann (formal) durch

o0

j"(z) = ec / §(z — z(7)) 2" (7)dr (1.4)

—00

gegeben. In diesem Falle 148t sich die Gleichung (1.3) explizit 16sen. Eine spezielle
Losung lautet

2M(Tret)
Lo — za(ﬂret))za (Tret) '
Sie wird als retardiertes Liénard-Wiechert-Potential bezeichnet. Diese Terminolo-
gie bringt zum Ausdruck, daf} 7,¢; in der folgenden Weise implizit von = abhéngt:

A7) = 6( (1.5)

22 (Tet) = ct — \/(:1:1 — Zl(Tret))2 + (22 — ,ZQ(TM))2 + (2% — Z3<Tret))2.
Tret €ntspricht also jenem Zeitpunkt, zu dem die Trajektorie z den Riickwérts-
lichtkegel von x durchstot. Dieser Zeitpunkt liegt in der Vergangenheit von ¢.

Eine andere spezielle Losung der Gleichung (1.3) bei durch (1.4) gegebenem
j ist das avancierte Liénard-Wiechert-Potential

(1.6)

2M(Tadv)

o — 20 (7)) (o) (1.7

AZdV<SL’) = 6(

Hierbei entspricht 7,4, geméaf

ZO(Tadv) =ct + \/(xl _ Zl(Tadv))2 + (x2 — ZQ(Tadv))2 + (;L‘3 — 23(Tadv))2 (1.8)

jenem Zeitpunkt, zu dem die Trajektorie z den Vorwirtslichtkegel von x durch-
stoBt. Dieser Zeitpunkt liegt in der Zukunft von t.
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Die aus Ay und Auqy geméB (1.2) berechneten Feldstirketensoren Fie und
Fl,qy sind spezielle Losungen der Gleichung (1.1) fiir den durch (1.4) gegebenen
Strom j einer Punktladung. Alle weiteren Losungen gehen aus Fie bzw. Flgy
durch Addition einer Loésung der homogenen Gleichung d,F* = 0 hervor. Aus
mathematischer Sicht ist keine der beiden Losungen F,o und F,q, in irgendei-
ner Weise gegeniiber der anderen ausgezeichnet. In der Praxis wird jedoch aus
Griinden der Kausalitat zumeist F,.; verwendet.

Der Ausdruck (1.4) fiir die Viererstromdichte einer einzelnen Punktladung z

18t sich leicht auf mehrere Punktladungen 2 (¢ = 1,...,N) verallgemeinern:
N [e o]
i=1 e

Die zu j gehorigen Liénard-Wiechert-Potentiale A, und A.q, ergeben sich aus
den Potentialen Ao und A;yaqy der einzelnen Teilchen,

ZZ) (Tiret)

Al , ;
Lo — z(i)a (Tiret)) Z?i) (Tiret>

(i)ret<x) - 62‘(

ZZ) (Tiadv)

Lo — Z(i)a (Tiadv)) ZETZ) (Tiadv)

Aé)adv(x) = ei(

)

durch lineare Superposition,

N N
Aret = Z A(i)reh Aadv = Z A(i)adv-
=1 i=1

Fiir die Feldstéarketensoren gilt entsprechend

N N
Fret = Z F(i)ret7 Faay = Z F(i)adv-
i=1 =1

Man beachte, daBl Ayt (7) und A)aav () fiir beliebiges 7; € R bei x = 2(;(7;)
singulér sind. In diesem Falle gilt ndmlich 7.4 = Tjaay = 73, und die Nenner-
ausdriicke in (1.9) verschwinden. Dementsprechend sind auch Fi).e; und Fiijaay
entlang der Weltlinie z;) bzw. Fre; und Foq, entlang der Weltlinien sémtlicher N
Teilchen singulér.

Bislang haben wir uns auf Situationen beschrinkt, bei denen eine Vierer-
stromdichte j vorgegeben war. Anhand der Maxwell-Gleichungen (1.1) lief§ sich
dann der Feldstirketensor F' berechnen. Nun betrachten wir den umgekehrten
Fall. Der Feldstérketensor F' sei vorgegeben. Die Bewegung einer Punktladung
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unter dem Einflul der elektromagnetischen Felder wird dann durch die Lorentz-
Kraftgleichung

msh(r) = %FW(Z(T));;«V(T) (1.10)

beschrieben. Zur Berechnung der Lorentz-Kraft auf der rechten Seite dieser Glei-
chung sind die elektromagnetischen Felder also am jeweiligen Weltpunkt z(7) der
Punktladung auszuwerten.

Es erscheint nun naheliegend, die Maxwell-Gleichungen (1.1) und die Lorentz-
Kraftgleichung (1.10) unmittelbar zu koppeln, mit j gegeben durch (1.4):

e}

O, F™ (z) = —Ame / 5(x — =(r)) 2 (r)dr,

(1.11)
m#(7) = “F" (2(7)) 4, (7).

Denn offensichtlich ist die bisherige separate Behandlung nur von begrenzter
Giiltigkeit. Bei der beschleunigten Bewegung im elektromagnetischen Feld sen-
det ein geladenes Teilchen seinerseits elektromagnetische Strahlung aus. (Eine
explizite Darstellung von Fi; oder F,q, 148t dies erkennen, vgl. [3],[4]). Die aus-
gesandte Strahlung trigt Energie und Impuls mit sich. Der Ausstrahlungsvor-
gang wirkt also auf die Teilchenbewegung zuriick. Zur korrekten Beschreibung
dieser Strahlungsriickwirkung bedarf es einer direkten Kopplung der Maxwell-
Gleichungen mit der Lorentz-Kraftgleichung.

In dem gekoppelten Gleichungssystem (1.11) tritt nun aber folgende Schwie-
rigkeit auf: die gemé&fl der oberen Gleichung von einer Punktladung erzeugten
Felder sind am jeweiligen Raum-Zeit-Punkt z(7) des Teilchens singulér. Folg-
lich ist die untere Gleichung nicht definiert, denn hier muf§ F' ja gerade bei z(7)
ausgewertet werden. Es besteht also das Problem einer unendlichen Wechselwir-
kung der Punktladung mit den von ihr selbst erzeugten elektromagnetischen Fel-
dern. Aufgrund dieser unendlichen Selbstwechselwirkung ist eine Beschreibung
geladener Punktteilchen im Rahmen der Maxwell-Lorentz-Elektrodynamik nicht
moglich.

Um dem Problem der unendlichen Selbstwechselwirkung beizukommen, hat
Dirac folgendes, als Massenrenormierung bezeichnetes Verfahren vorgeschlagen
(vegl. [5]). Fret wird gemif

Fret = %(Fret - Fadv) + %(Fret +Fadv)
zerlegt und dabei zunéchst nicht fiir eine Punktladung, sondern fiir eine ausge-
dehnte, starre Ladungsverteilung vom Radius R berechnet. Hierbei ergibt sich,
daB der erste Term im Limes R — 0 auch auf der Weltlinie z des Teilchens
beschréankt bleibt und die Gestalt
1

S (Pl — i) = %%(z“z — ) (1.12)
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annimmt, wiahrend sich der zweite Term wie

adv

%(F;gf + Fl) = —c =542

verhiilt. Fiir die Lorentz-Kraftgleichung bedeutet dies (mit V2, = ¢?)

2 2
mzh = %%(zﬂzy — i)z, — %Cs—R'z“.

Der Vorfaktor dm := e?/2¢’R des zweiten Termes hat die physikalische Dimensi-
on einer Masse. Er divergiert im Limes R — 0. Nimmt man an, daf§ m ebenfalls
divergiert, dafl aber die Summe Mmey, = 0m + m im Limes R — 0 einem end-
lichen Wert zustrebt, welcher der eigentlich im Experiment beobachteten Mas-
se entspricht (und wiederum mit m bezeichnet wird), so gelangt man zu der
Lorentz-Dirac-Gleichung

oy 2€%
mzit = gg(z“z — 24" %, (1.13)

Verallgemeinert auf ein System von N Teilchen lautet sie

2 e? N

. T ey - . €; v .
m22€;) = gg (25)2(1) — Z(Z)Zg))Z(Z)V + ; Z F(!;)ret<z(i))z(i)V' (114)
=1
J#

Die Lorentz-Dirac-Gleichungen (1.13) bzw. (1.14) enthalten dritte Zeitableitun-
gen. Sie lassen — selbst im Falle eines einzelnen Teilchens — unphysikalische Lésun-
gen zu, bei denen die Teilchengeschwindigkeit fiir grofle Zeiten gegen die Licht-
geschwindigkeit konvergiert. Um diese sogenannten ,runaway“-Losungen auszu-
schlieen, miissen die Gleichungen durch asymptotische Bedingungen der Form

lim (7)) = 0 (1.15)

|T¢‘~>OO

erginzt werden. Zusammengenommen stehen die Bewegungsgleichungen (1.13)
bzw. (1.14) und die asymptotischen Bedingungen (1.15) im Einklang mit dem
Experiment (vgl. [6]). Insbesondere triagt der Term

2 ¢2
4 (ol U ey L .
35 (26 26y — 26y 200)) 2w

auf korrekte Weise dem Effekt der Strahlungsddmpfung des i-ten Teilchens Rech-
nung.
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8 2. Wheeler-Feynman-Elektrodynamik

Zuriickgehend auf frithere Arbeiten von Schwarzschild, Tetrode und Fokker
haben Wheeler und Feynman eine relativistische Theorie fiir die Bewegung ge-
ladener Punktteilchen aufgestellt, die keinen Gebrauch vom Begriff des elektro-
magnetischen Feldes macht (vgl. [1],[2]). Ausgangspunkt dieser Theorie ist das
(formale) Wirkungsfunktional

N
S = —Zmic/ dz(”i)dz(l-),,
i=1
| NN
522

i=1 j=1
J#

€€, v
- / / 8 ((=f) = 2(5y) Gl = 2Gm)) A2y A2y

aus dem sich (ebenso formal) mit Hilfe des Extremalprinzips die Bewegungsglei-
chungen

N
. €; 1 v v .
misly = 3 S (Flao) + Fliaz0)) 2o (2.1)
j=1
J#

herleiten lassen. Diese sind die Grundgleichungen der Theorie. Sie beschreiben
die Bewegung N geladener Punktteilchen unter dem Einflul ihrer gegenseitigen
Wechselwirkung.

Wir halten die wichtigsten Eigenschaften der Wheeler-Feynman-Bewegungs-
gleichungen fest. Es handelt sich bei (2.1) um ein relativistisches Kraftgesetz.
Fjyrer und F{j)aqy sind durch die Trajektorie des j-ten Teilchens gegeben. Zur Be-
stimmung der Kraft auf das i-te Teilchen (i # j) werden sie bei 2(;) ausgewertet.
Es liegt also eine reine Teilchenwechselwirkung vor. Elektromagnetische Felder
als dynamische Freiheitsgrade sind kein Bestandteil der Theorie. Ein weiteres
wichtiges Merkmal der Bewegungsgleichungen ist, dafl sich bei der Berechnung
der Kraft, die auf eines der Teilchen wirkt, die Summation auf der rechten Seite
nur iiber die jeweils anderen Teilchen erstreckt. Eine Selbstwechselwirkung ist
damit explizit ausgeschlossen. Schliefllich beachte man, dafl Fjj.ee und Fijjadv
vollkommen gleichberechtigt in die Bewegungsgleichungen eingehen.

Nun stellt sich die Frage, inwieweit die Bewegungsgleichungen der Wheeler-
Feynman-Elektrodynamik im Einklang mit der Empirik stehen. Kann eine Fern-
wirkungstheorie ohne Selbstwechselwirkung iiberhaupt dem Effekt der Strah-
lungsdampfung gerecht werden?

Um diese Frage zu beantworten, machen wir folgende Beobachtung: falls die
als Absorberbedingung bezeichnete Identitét

N
> (F (j)ret — F(j)adv) =0 (2.2)

j=1
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gilt, so hat dies

ret

Mz

1
<F(j)ret + F(j)adv) = 5 <F(i)ret (%) adv)

,MZ
DO | =

1 ]:
@ J#i

LS
K

zur Konsequenz. Aus den Bewegungsgleichungen (2.1) folgt dann also zusammen
mit (1.12)

N
= i 1 v v .
miZ) = ’ Z B) (Fé)ret(z(i)) + F(!;)adv<z(i))>z(i)u
Jj=1
J#
(2.3)
2¢e? €;
_ 1 (ol UV ,u, 7 124 .
- gg (Z(Z)Z(l) ( )Z(z vt = § : F(] ret v

J#z

d.h. die Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik gehen in
die Lorentz-Dirac-Gleichungen (1.14) iiber. Damit entféllt zugleich die Notwen-
digkeit, den Lorentz-Dirac-Gleichungen asymptotische Bedingungen der Form
(1.15) aufzuerlegen, um unphysikalische Losungen auszuschlieen. Geht man
ndmlich davon aus, dafl Losungen der Wheeler-Feynman-Bewegungsgleichungen
niemals ,, runaway“-Verhalten aufweisen — eine Selbstwechselwirkung ist ja aus-
geschlossen —, so iibertriagt sich dies geméfl (2.3) auch auf die Lorentz-Dirac-
Gleichungen. Wenn also die Absorberbedingung (2.2) zutrifft, ist die Wheeler-
Feynman-Elektrodynamik empirisch gleichbedeutend mit der massenrenormier-
ten Maxwell-Lorentz-Elektrodynamik. Sie befindet sich dann in Ubereinstim-
mung mit den vertrauten Phdnomenen des klassischen Elektromagnetismus, sei
es das Feld eines Plattenkondensators, der Hall-Effekt oder die Strahlungsdamp-
fung einer beschleunigten Punktladung.

Wheeler und Feynman zeigen, dafl die Absorberbedingung tatséichlich gilt,
sofern die Gesamtzahl der Teilchen hinreichend grofl und ihre rdumliche Vertei-
lung hinreichend homogen ist (vgl. [7] hinsichtlich kosmologischer Konsequenzen
dieses Sachverhaltes). Damit demonstrieren sie zugleich, daf der irreversible Ef-
fekt der Strahlungsddmpfung einen thermodynamischen Ursprung hat. Bei der
beschleunigten Bewegung einer einzelnen Punktladung kommt der Gesamtheit
aller iibrigen Teilchen die Rolle eines Absorbermediums zu. Ist dieses Absorber-
medium raumlich geniigend ausgedehnt und homogen verteilt, was der Giiltigkeit
der obigen Absorberbedingung (2.2) entspricht, so ruft die Summe der avancier-
ten Effekte aller Absorberteilchen die Dampfung des beschleunigten Teilchens
hervor. Infolge der Beschleunigung des einzelnen Teilchens wird nédmlich jedes
der Absorberteilchen zu einem spéteren Zeitpunkt in Bewegung versetzt, und
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diese Bewegung wirkt als avancierter Effekt auf die urspriingliche Beschleuni-
gung des einzelnen Teilchens zuriick. Hingegen hat die Summe der retardier-
ten Effekte keinen Einflul auf die Beschleunigung des einzelnen Teilchens, wenn
sich die Absorberteilchen vor dem Zeitpunkt der Beschleunigung in vollkommen
ungeordneter Bewegung oder in Ruhe befinden. Wie in anderen Bereichen der
Physik — man denke etwa an die Warmeleitung — ist also auch in der Wheeler-
Feynman-Elektrodynamik irreversibles Verhalten an zweierlei Gegebenheiten ge-
kniipft. Zum einen mufl die Zahl der involvierten Freiheitsgrade, hier also die
Anzahl der beteiligten Teilchen, sehr grof§ sein. Zum anderen bedarf es spezieller
Anfangsbedingungen, also etwa der beschleunigten Bewegung eines Teilchens in-
mitten einer Umgebung anfinglich ruhender Teilchen, die als Absorbermedium
fungieren. Man beachte, dafl in Systemen niedriger Teilchenzahl, fiir welche die
Absorberbedingung nicht zutrifft, keine Strahlungsddmpfung auftritt (vgl. [8]).

Wir fassen zusammen. Die Wheeler-Feynman-Elektrodynamik ist eine rela-
tivistische Theorie fiir die Bewegung geladener Punktteilchen. Sie trégt auf der
Ebene ihrer Grundgleichungen der vollkommenen Gleichberechtigung retardier-
ter und avancierter Effekte Rechnung und schliefit eine Selbstwechselwirkung der
Punktladungen explizit aus. Dennoch vermag sie phdnomenologisch den irrever-
siblen Effekt der Strahlungsddmpfung zu beschreiben, wobei sie dessen thermo-
dynamischen Ursprung erkennen lafit. Der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik
kommt somit fiir das Verstédndnis des Problems der Selbstwechselwirkung in der
klassischen Elektrodynamik und des elektrodynamischen Zeitpfeiles eine beson-
dere Bedeutung zu.

Wir kommen nun zur Diskussion der mathematischen Problemstellung, die
mit den Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik verbun-
den ist, und leiten damit zum Hauptteil der vorliegenden Arbeit tiber.

Bei den Bewegungsgleichungen (2.1) handelt es sich um ein System von
Funktionaldifferentialgleichungen mit nacheilenden und vorauseilenden zeitlichen
Argumenten. Dies bringt die Definition (1.9) der retardierten und avancierten
Liénard-Wiechert-Potentiale mit sich, aus denen sich F{jy.e und F{jyaqy durch
Differentiation ergeben. Um die Beschleunigung Z(;) des i-ten Teilchens zum Zeit-
punkt z(oi) (73)/c zu ermitteln, bedarf es der Kenntnis von z;), ;) und %) zum
fritheren Zeitpunkt Z?j)(Tjret) /c wie auch zum spéteren Zeitpunkt Z?j)<7'jadv) /c.
Dabei sind 7yt und 7jaqy geméf (1.6) und (1.8) (mit T = z(i)(n)) implizit durch
die Trajektorien z(;) und z(;) gegeben (siche Figur 1). Infolge dieser nichtinstan-
tanen Struktur der Gleichungen stehen Begriffe wie , Anfangswert” und , lokale
Losung® nicht im herkémmlichen Sinne zur Verfiigung.

Es stellt sich nun die Frage, wie iiberhaupt derartige Gleichungen zu analysie-
ren sind. In der mathematischen Literatur gab es bislang keine systematische Un-
tersuchung der Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik.
Zwar gibt es gewisse Aussagen iiber vereinfachte Gleichungen ([9]), numerische
Approximationen ([10]) sowie zahlreiche Vermutungen zu Fragen der Existenz
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j adv)

\ Z(j) (Tjret )

Figur 1
Relativistische Fern-
wechselwirkung.

und Eindeutigkeit von Losungen ([2],[11],[12]). Rigorose Ergebnisse, insbesonde-
re eine Existenztheorie, standen bisher jedoch noch vollkommen aus ([13]). In der
vorliegenden Arbeit nun untersuchen wir die spezielle Situation zweier sich ge-
genseitig abstoflender Punktladungen, deren Bewegung in einer Raumdimension
verlduft, d.h. entlang einer Geraden im R3. Wir beweisen einen Existenzsatz fiir
die zugehorigen Bewegungsgleichungen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik.
Zudem zeigen wir, wie sich sdmtliche Losungen dieser Gleichungen anhand be-
stimmter Daten, die mit dem asymptotischen Verhalten der Losungen zu groflen
Zeiten in Zusammenhang stehen, klassifizieren lassen. Mehr als fiinfzig Jahre
nach der Arbeit von Wheeler und Feynman handelt es sich hierbei um die ersten
rigorosen mathematischen Resultate zu den Bewegungsgleichungen der Wheeler-
Feynman-Elektrodynamik.

Gleichwohl sind die erzielten Ergebnisse erst als Beginn einer umfassenderen
Existenztheorie fiir die Wheeler-Feynman-Elektrodynamik anzusehen. So bleibt
die Frage offen, ob die Daten, anhand derer wir alle Losungen der untersuchten
Gleichungen klassifizieren, die Losungen bereits eindeutig festlegen. Auflerdem ist
es erstrebenswert, die Existenztheorie auch auf anziehende Teilchen, auf héhe-
re Raumdimensionen und auf mehr als zwei Teilchen auszubauen. Dies sollte
Gegenstand zukiinftiger Forschung sein.



Kapitel 11

Zwei abstoflende Punktladungen
in einer Raumdimension

8§ 3. Die Bewegungsgleichungen

Die Bewegung zweier sich abstoflender Punktladungen in einer Raumdimen-
sion wird im Rahmen der Wheeler-Feynman-Elektrodynamik durch das System
von Differentialgleichungen

() b (1)
1) = 39 (1-a(0?) S O B (R RO ()
2 m ~a) =0 (t) oy |at) —o(i5 @)]
' o)t @)
_alt) = b)) 5o
R O GO A O G )
a(t) = b(IF (1) ;v oy lat) = b1 (1)]
A O O
(W)
b(t) —a(l; (t)) -
i~ 12 (1 i) | 0=l 0) BO) w) —aiz )
™ _ ) =alla (1) Loy b)) —ally (@)
Lo —a( @)t @)
B b(t) —a(l3 (t)) S (1
P ORI G10) | A U BICTD),
b(t) —a(lz () . oy [6(E) —aliF(1)]”
Y =atzm) O

beschrieben, zusammen mit der impliziten Vorschrift

() =t—lat) =b(IT@®)], &) =t+]alt) - 017 1)],

L) =t—|bt)—a(l; )], 3@ =t+[bt) —a(l5(t)].

(3.1)
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t“

I3 (t) 1

Z1+ (to) 1

b Figur 2
a Zur Definition der

Lichtkegelfunktionen.

Hierbei bezeichnen a bzw. b die Ortskoordinaten der beiden Teilchen als Funk-
tionen der Zeit ¢ € R. Wir haben physikalische Einheiten gewéhlt, in denen der
Lichtgeschwindigkeit (welche als Konstante in die Bewegungsgleichungen ein-
geht) der Wert Eins zukommt. Die Konstanten m; > 0 und my > 0 bzw. e; und
es stehen fiir die Massen bzw. Ladungen der beiden Teilchen. Dafl die Teilchen
sich gegenseitig abstoflen, entspricht der Bedingung ejes > 0. Wir definieren der
Kiirze halber k1 := ejea/my, ko := ese1/msy und verlangen also k1, ko > 0. Ist ein
Paar (a,b) von Teilchenbahnen gegeben, so bezeichnen wir Funktionen I}, 1}, 1
und [, welche fiir jedes ¢ € R der Vorschrift (3.1) geniigen, als Lichtkegelfunk-
tionen des Paares (a, b).

Eine Herleitung der Bewegungsgleichungen (W) aus dem kovarianten Kraft-
gesetz (2.1) findet sich im Anhang.

Bei den Bewegungsgleichungen (W) handelt es sich um ein System von Dif-
ferentialgleichungen mit nacheilenden und vorauseilenden zeitlichen Argumenten.
Die Beschleunigung d(ty) des Teilchens a zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢y € R
hdngt vom Ort und der Geschwindigkeit des Teilchens b sowohl zum fritheren
Zeitpunkt [} (to) als auch zum spiteren Zeitpunkt [ (#5) ab. Ebenso bedarf es
zur Berechnung von b(t,) der Kenntnis des Ortes und der Geschwindigkeit von
a zu den Zeitpunkten I (t) < to sowie I (ty) > to. Dabei sind die retardier-
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ten bzw. avancierten Zeitpunkte I (to), I (to), l5 (to) und I3 (ty) nicht explizit
gegeben, sondern sie sind durch die Vorschrift (3.1) — in Abhéngigkeit von den
Funktionen a und b — implizit definiert (siehe Figur 2). Diese nichtinstantane
Struktur der Bewegungsgleichungen bringt es mit sich, dal so grundlegende Be-
griffe aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen wie ,, Anfangswert“
oder ,lokale Losung” keine unmittelbare Entsprechung haben.

Unsere Untersuchung gilt dem Problem der Existenz von Lésungen des obigen
Systems von Differentialgleichungen. Wir beweisen, dafi die Gleichungen (W)
zusammen mit der Vorschrift (3.1) in der Tat Losungen besitzen. Dabei zeigen wir
auch, daf sich sdémtliche Losungen von (WF,) anhand bestimmter Daten, ndmlich
vier reeller Zahlen, klassifizieren lassen. Im Gegensatz zu den Anfangsdaten bei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen, welche einem festen ¢y € R zugehorig sind,
stehen diese Daten mit dem asymptotischen Verhalten der Losungen fiir t — —oo
bzw. t — co in Zusammenhang,.

8§ 4. Der Losungsbegriff

Wir beginnen unsere Untersuchung damit, einen geeigneten Losungsbegriff
fiir die Bewegungsgleichungen (WE,) festzulegen. Wegen der ungewohnlichen
Struktur dieser Gleichungen — die , Kraftterme® auf der rechten Seite in (W)
weisen nacheilende und vorauseilende zeitliche Argumente auf, welche durch (3.1)
implizit definiert sind — liegt es nicht unmittelbar auf der Hand, wann die rechte
Seite in (WEy) tiberhaupt wohldefiniert ist. Daher richten wir unser Augenmerk
zunéchst auf folgende Frage: Unter welchen Voraussetzungen an die Funktionen
a und b sind durch die Vorschrift (3.1) eindeutig Funktionen /1l ,l; und I auf
R erkldrt und sind iiberdies alle Nennerausdriicke in (W) fiir jedes t € R von
Null verschieden? Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir die Vorschrift (3.1)
niaher untersuchen. Der folgende Satz verschafft uns Klarheit dariiber, wann ein
Paar (a,b) stetiger Funktionen auf R die eindeutige Losbarkeit der Gleichungen
(3.1) durch Funktionen i, I, I; und I auf R gestattet.

4.1 Satz. Fiir ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € C(R)? mit voneinander verschie-
denen Funktionen a und b sind folgende zwei Eigenschaften dquivalent:

(i) Zu jedem t € R existieren eindeutig bestimmte Zahlen Iy (t), I (t), 15 (t)
und I3 (t), welche die Gleichungen (3.1) erfiillen.

(i) Es gilt

|a(t’) — a(?)]

' —1

[b(t") — b(®)]|

<1,
vt

<1 firt,t eR, t' >t (4.1)

sowie
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At al) = D 1 =000,

(4.2)
lim t+a(t) = tliin t+b(1),

t—+o0

wobei die Grenzwerte im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existieren.

Sind die Funktionen a und b dagegen identisch auf R, so ist (i) dquivalent zu

\a(t’t)/:;l(t)l _ \b(t't)/:?(t)‘ #1 firt,t € R, ' >t. (4.3)

Beweis. Wir behandeln zunéchst den trivialen Fall, dal @ und b identisch sind.
Gilt a(t) — b(t) = 0 fiir alle ¢ € R, so werden die Gleichungen (3.1) offensichtlich
durch

ht) =0t =L =5t=t (teR) (4.4)

erfiillt. Die Eindeutigkeit dieser Losung und damit die Giiltigkeit der Eigenschaft
(i) ist genau dann gewéhrleistet, wenn (4.3) gilt. Denn ist (4.3) verletzt, gilt also
la(te) — a(ty)| = |b(ta) — b(t1)| = to — t; fiir zwei Zahlen t1,t; € R mit ty > ¢y,
so werden die Gleichungen (3.1) nicht nur durch (4.4), sondern fiir ¢ = ¢; auch
durch

() =15 t) =t () =10Lt)="t
und fiir ¢ = ¢5 auch durch
I () =1y (ta) =11, I (t2) =13 (ta) =t

gelost. Existiert umgekehrt fiir ein t* € R noch eine weitere, von (4.4) verschie-
dene Losung der Gleichungen (3.1), so fithrt dies auf einen Widerspruch zu (4.3):
gilt etwa I (t*) # t*, so folgt

la(t*) —a(i ()| Ja(t") =0 (#))|

() n tr— 17 (1) o

d.h. (4.3) ist verletzt, und genauso widerspricht es (4.3), wenn I] (¢*), I; (t*) oder
I3 (t*) von t* verschieden sind.
Die Aussage des Satzes fiir den Fall, dafl @ und b identisch sind, ist damit
bewiesen. Nun seien a und b als voneinander verschieden angenommen.
(i)=-(ii): Wir nehmen an, daf} es zwei Zahlen ¢, ¢, € R mit ¢, > ¢; und

a(tz) — a(ty)
— (4.5)

gibt, und wollen diese Annahme zu einem Widerspruch fiihren. Hierfiir zeigen
wir zunéchst, dafl (4.5) die Existenz zweier Zahlen ¢3,¢5 € R mit t5 > ¢} und

a(t3) —a(t)) _ (4.6)

ty— 1
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nach sich zieht. Nach Voraussetzung gibt es ein 7 € R mit a(7) # b(7). Aus (3.1)
folgt also I; (7) < 7 und I3 (1) > 7. Wiirde nun

t') — al(t
% >1 firallet,t’ eR, ' >t (4.7)

gelten, so hétte dies gemé$ (3.1) im Falle a(7) < b(T)
I5(r)=1— }b(T) —a(r)+a(r) — a(l;(T))’
<7 =b(7) +alr) =T+ 1 (7),
< by (7),
und im Falle a(7) > b(7)
I(1) =71+ ‘a(l;(T)) —a(r) +a(r) — b(T)‘
>7+15(1) =7+ a(r) — b(7)
> 15 (7)

zur Konsequenz. Es mufl daher Zahlen ?1,22 € R mit ¢, > ¢; und

a(tz) — alty)

— <1 4.8
A (4.8)

geben. Fiir
FO) = a(Ma + (1= M) — (M + (1= Vi) = Alla — t2) — (1= N(F — 1)

mit A € [0, 1] gilt gemaB (4.8) f(0) < 0 und gemé&B (4.5) f(1) > 0. Wegen der
Stetigkeit von f gibt es daher nach dem Zwischenwertsatz ein \* €]0, 1] mit
FO¥) = 0. Fiir ¢ := XMt + (1 — X)tq und £ := Nty 4 (1 — M)ty gilt also 5 > ¢
sowie a(ty) — a(ty) — (t5 — t7) = 0. Damit ist (4.6) gezeigt. Nun betrachten wir

gt) = at) +t —t" = a(td) +t—t; (tER)

und zeigen, daf ein £ € R mit b(€) = g(&) und I (§) = &3, I3 (€) = t; existiert.
Wiirde g(t) > b(t) fiir alle t € R gelten, so hatte dies
(1) = 1 = Ja(t]) = g (0 (1) + (I (D) — b(4 (1) ]
=t} — [t = 1 () + 9 (1 () = b(15 (1) ]
= (1) — g (I (61)) +b(Lr (1)
< I ()
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zur Folge, und analog wiirde aus g < b in R der Widerspruch

W (ts) = t5+ |a(ty) — g7 (85)) + g (I (t5)) — b1 (£5)) |
= 15+ [ty — 1T (85) + g (17 (83)) — b(1 (£3))]
= If (t5) — g (I (85)) + bl (5))
> I (t3)

folgen. Wegen der Stetigkeit von b und ¢ gibt es daher ein £ € R mit b(§) = g(&).
Es gilt t] < & < t5, denn wegen t5 > ¢} und

|t — &l = la(®7) — g(&) = la(t;) = ()| (i =1,2) (4.9)

stiinde & < ¢ bzw. £ > t5 im Widerspruch zur Eindeutigkeit von I3 (£) bzw.
I5(€). Aus t7 < &€ < t3 und (4.9) folgt weiterhin I; (£) = ¢} und I5 (§) = t5. Dies
bedeutet, dafl fiir ein w € R mit |w — £| = |a(w) — b(&)| entweder w = t] oder
w = t5 gelten mufl. Fiir

h(t) ==t —E&+al(t) —b&) (teR)
gilt jedoch

h(ty) = &7 =&+ a(ty) —b(&) = 17 =+ alty) —g(§) =207 — &) (1=1,2),

also h(t;) < 0 und h(t5) > 0, so dal wegen der Stetigkeit von h und dem
Zwischenwertsatz ein w €|t} t5[ mit h(w) = 0 bzw. |w — & = |a(w) — b(§)]
existiert. Damit haben wir schlieBlich einen Widerspruch zur Annahme (4.5)
gewonnen und bewiesen, dafl

a(t') — a(t)

T <1 firallet,t eR, t'>1

gilt. Die verbleibenden Ungleichungen in (4.1) beweist man vollig analog.
Nun kommen wir zum Beweis der Grenzwertaussagen (4.2). Stellvertretend
beweisen wir
lim ¢t —a(t) = tlirélot —b(t). (4.10)

t—o0

Die Giiltigkeit der iibrigen drei Gleichungen beweist man analog. Wegen (4.1)
sind die Funktionen ¢ +— t —a(t) und ¢ — ¢ —b(t) in R streng monoton wachsend:
fiir t,¢' € R mit ¢/ > ¢ gilt

(' —alt)) = (t—at) =t —t—(a(t') — a(t)) >0,

und die Ungleichung bleibt richtig, wenn wir a durch b ersetzen. Somit existieren
die Grenzwerte in (4.10) im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne. Nehmen wir
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nun an, dafl die Grenzwerte verschieden sind. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit sei

= tlim t—a(t) < tlim t—b(t). (4.11)
Dann gilt
t—a(t) <a firalleteR, (4.12)

und es existiert ein o € R mit ¢y — b(ty) > a. Hieraus folgt

13 (to) — a(l5 (to)) = to + |b(to) — a (I3 (t0))| — a(l3 (o))
a+b(te) — a(l (to)) + [blte) — a(l3 (to))|

> qQ,

V

im Widerspruch zu (4.12). Folglich ist die Annahme (4.11) widerlegt und damit
(4.10) bewiesen.
(ii)=(i): Wir betrachten die auf R?* gemif

H(t,z) =t — |a(t) — b(z)| —z fiir alle (t,7) € R?
definierte stetige Funktion H. Der Gleichung
I (t) =t —la(t) — b(l; (1)] (4.13)

zu festem t € R geniigt eine Zahl ] (t) offensichtlich genau dann, wenn sie
Nullstelle der auf R erkliarten stetigen Funktion H; := H(t,-) ist. Wir zeigen,
dal H; genau eine Nullstelle in R besitzt. Fiir alle z,2’ € R mit 2’ > x gilt
wegen (4.1)

Hy(2') — Hy(x)

— (2" =) — a(t) — b(z")| + |a(t) — b()]
—(2' — ) + |b(2") — b(2)| (4.14)
0.

IN

A\

Also ist H, streng monoton fallend und besitzt hochstens eine Nullstelle in R.
Weiterhin gilt H;(t) = —|a(t) —b(t)| < 0. Dal H; auch mindestens eine Nullstelle
besitzt, wird demnach durch den Zwischenwertsatz gewéhrleistet, sofern

lim Hi(x) >0

r— —00

gilt. Wegen der Monotonie von H, existiert der Grenzwert (im eigentlichen oder
uneigentlichen Sinne). Nehmen wir nun an, daf

lim Hi(z)= lim ¢t—|a(t) —b(z)] —2 <0 (4.15)

r——00 Tr——00
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gilt. Dann muB |b(z)| fiir * — —o0 gegen oo streben, also entweder

lim b(z) =00 oder lim b(z)=—o0

r——00 Tr——00

gelten. Im ersten Fall folgt

lim t—|a(t) —b(z)| —xz =t+a(t)— lim (z+b(z))

=t+a(t) - lim (z+a(z))
> 0,

und im zweiten Falle

lim t—|a(t) —b(z)| —x =t —a(t)— lim (z—b(z))

=t—a(t) — lim (z —a(z))
> 0,

wobei wir jeweils die Voraussetzung (4.2) sowie das streng monotone Anwachsen
von t — t £ a(t) ausgenutzt haben. Es besteht also in beiden Féllen ein Wi-
derspruch zur Annahme (4.15). Fiir jedes feste ¢ € R hat somit die Funktion
Hy = H(t,-): © — H(t,x) genau eine Nullstelle in R, und es existiert dement-
sprechend zu jedem ¢ € R genau eine Losung I (t) = H(t,-)~'(0) der Gleichung
(4.13). Hinsichtlich [ () ist damit (i) bewiesen. Die entsprechenden Aussagen
fiir 17 (¢), 15 (t) und I5 () beweist man analog. O

Die Lichtkegelfunktionen [;, I, [; und [ eines Funktionenpaares (a, b) haben,
sofern sie eindeutig existieren, bestimmte Eigenschaften, von denen der folgende
Satz die wichtigsten bereitstellt.

4.2 Satz. Es sei ¢ = (a,b) € C(R)? ein Funktionenpaar derart, daf zu jedem
t € R eindeutig bestimmte Zahlen I (t), I (t), 5 (t) und IS (t) existieren, welche
die Gleichungen (3.1) erfiillen. Dann haben die auf R erklirten Funktionen I,
If, 15 und 1y folgende Eigenschaften:

(i) Fiir allet € R gilt
t=1 () =1 (0 0) =1 (I (1) =15 (15(),
d.h. 17, I, I3 und I bilden R bijektiv auf sich ab.
(i) Iy, I, Iy und 1y sind stetig.

(iii) Iy, I, I3 und IS sind streng monoton wachsend.
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(iv) Gilt a(t) —b(t) # 0 fir eint € R, so sind

a(t) = b(Iy (1), a(t) = b(I{ (1), a(ly (1)) —b(t) und a(lF(t)) — b(t)
ebenfalls von Null verschieden und haben dasselbe Vorzeichen wie a(t)—b(t).

(v) Gilt a,b e C*(R), k > 1, sowie a(t) — b(t) # 0 und |a(t)],|b(t)] < 1 fiir alle
t € R, sosindly, I, 5 und lf k-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussagen des Satzes nur fiir []; die Beweise fiir [, I5
und /5 fithrt man entsprechend.
(i) Fiir alle t € R gilt

() = 1)~ |a(if @) — b (3 0))]

t=13(t)— |a(lF(t)) — b(t)].

Wegen der Eindeutigkeit von [ (s) als Losung der Gleichung

I{(s)=s— }a(s) — b(lf(s))’ (s € R)

folgt mit s = 1§ (t) die Behauptung I; (I3 (t)) = t. Umgekehrt gilt

(17 (0) = i)+ b1 (1) — (i (17 (1))

sowie
t=17(t)+ |b(ly (1) — a(t)]
fiir alle t € R, und wegen der Eindeutigkeit von 5 (s) als Losung der Gleichung
I3(s) =s+[b(s) —a(l3(s))| (s€R)

folgt mit s = Iy (t) die Behauptung I3 (I; (t)) = t. Ij ist surjektiv, denn fiir
beliebiges = € R gilt I; (I ()) = z, und [ ist injektiv, denn aus Iy (t1) = {7 (t2),
ti, 1y € R, folgt ¢, = 13 (I7 (t1)) = 13 (I7 (t2)) = to. Also ist [] eine Bijektion von
R nach R.

(ii) Sind a und b identisch, so gilt [ () = ¢ fiir alle ¢t € R, d.h. [] ist stetig.
Nehmen wir nun an, daf§ ¢ und b verschieden sind. Es sei t; € R beliebig. Wir
beweisen die Stetigkeit von /] im Punkte ¢y. Hierzu betrachten wir wieder die
auf R? geméiB

H(t,z) =t —|a(t) —b(z)| —z fiir alle (t,z) € R?

erklirte stetige Funktion H. Fiir alle ¢ € R ist H(¢,x) = 0 gleichbedeutend mit
x = Iy (t). Insbesondere gilt H (to, [} (ty)) = 0. Nach Satz 2.1 gilt (4.1), und daher
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besteht (mit H, := H(t,-)) die Abschitzung (4.14), d.h. fiir jedes ¢ € R ist die
Abbildung = — H(t,x) streng monoton fallend in R. Nun sei ¢ > 0 beliebig
vorgegeben. Es gilt

H(to,l; (to) —€) >0 und H(to,l; (to) +¢) <O0.
Wegen der Stetigkeit von H gibt es eine Umgebung U von ¢, mit
H(t,ly(to)—e) >0 und H(t,l;(to) +e) <0 fiirallete U

Hieraus folgt I (tg) —e < Iy (t) < I (to) + & baw. |l (t) — ] (to)| < e firt € U.
Also ist ] stetig im Punkte ¢.

(iii) Als stetige Bijektion ist I;: R — R entweder streng monoton fallend oder
streng monoton wachsend. Aus

lim {7 (t) = lim ¢t —|a(t) = b(I{ ()] = —o0

t——o00 t——o00

folgt, dal I{ streng monoton wichst.

(iv) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei a(t) > b(t). Nach Satz 2.1 gilt
(4.1), und wegen [y (t) < t folgt daraus b(t) — b(I7 (t)) > —(t — I;(t)). Wiirde
nun a(t) — b(Iy (t)) <0 gelten, so hiitte dies den Widerspruch

L) =t+a(t)—b(y(t) >t+alt)—bt)— (t =1 (1) > (t)

zur Folge. Also gilt a(t) — b(I7 () > 0.

(v) Es sei tg € R beliebig. Wir beweisen, dafl es eine Umgebung U von tg mit
Iy }U € C*(U) gibt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei a(t) —b(t) > 0 fiir
alle t € R. Nach (iv) ist dann auch a(t) — b(l; (t)) > 0 und a(t) — b(l{ (t)) > 0
fiir alle t € R. Wir betrachten die auf R? geméis

H(t,z) =t —a(t) +b(z) —x fiir alle (¢,z) € R?

definierte Funktion H. Fiir alle t € R ist H(t,2) = 0 dquivalent zu z = 7 (¢),
denn es gilt offensichtlich H (t,1;(t)) = 0, und aus H(t,x) = 0 folgt umgekehrt
|t — 2| = |a(t) — b(x)|, also entweder x = I] (t) oder x = [ (t); im zweiten Falle
aber wiirde wegen a(t) — b(l{ (t)) > 0 und I (£) >t der Widerspruch

0=H(tI{({t)=t—alt)+b(l{ () -1 (t) <0
folgen, d.h. es mufl x =[] (t) sein. Somit besteht der Zusammenhang
graph Iy = H'({0}), (4.16)

und insbesondere ist H (to,lf (to)) = 0. Aufgrund der vorausgesetzten Eigen-
schaften von a und b gilt weiterhin H € C*(R?) und 0,H < 0. Dem Satz iiber
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implizite Funktionen (vgl. [14]) zufolge gibt es also Umgebungen U,V C R von
to bzw. I] (tp) und eine Funktion ¢g: U — V mit

graphg = H~'({0}) N (U x V)

sowie g € C*(U). Wegen (4.16) mufl g = lf’U und damit lf}U € C*(U) gelten.
Da also zu jedem t, € R eine Umgebung U von t, mit lf’U € CH(U) existiert,
erhalten wir ] € C*(R). O

Mit Hilfe der beiden vorangegangenen Sétze kénnen wir nun die eingangs gestellte
Frage beantworten, unter welchen Voraussetzungen an die Funktionen a und b
die rechte Seite in (W) fiir jedes ¢ € R wohldefiniert ist.

4.3 Satz. Fiir ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (CY(R))* sind folgende zwei
Figenschaften dquivalent:

(i) (Wohldefiniertheit der rechten Seite in (WKy) fir jedes t € R) Zu jedem
t € R emistieren eindeutig bestimmte Zahlen 1 (t), I{(t), I5 () und I5(t),
welche die Gleichungen (3.1) erfillen. Fir alle t € R gilt weiter

alt) = (15 (1) # 0, a(t) = b(if () #0,

(4.17)
b(t) —a(ly (1)) # 0, b(t) —a(lf (1) #0
at) = b (1) ;- at) = b (1) ;
a0 o] D L ey ) # -
b(t) — ally (1)) , - b —allE () oy
o) —atty (]2 ) F o a7
(ii) Es gilt a(t) — b(t) # 0 und |a(t)|, |b(t)| < 1 fir alle t € R sowie
At el = I = bl0)
(4.19)

lim t+a(t) = tliim t+b(t),

t—=+o0

wobei die Grenzwerte im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existieren.

Beweis. (1)=(ii): Wiirde a(t)—b(t) = 0 fiir ein ¢ € R gelten, so hétte dies I; () = ¢
und damit a(t) — b(l; (t)) = 0 zur Folge, im Widerspruch zu der Voraussetzung
(4.17). Wegen der Stetigkeit von a und b gilt also entweder a(t) — b(t) > 0 oder
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a(t) —b(t) < 0 fiir alle ¢ € R. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a—b > 0
in R. Aus Satz 2.2 (iv) und der Voraussetzung (4.18) folgt dann

by (1) #1, b(If(1) # -1, a(ly(t) #-1 und a(if(t)) #1

fir alle t € R. Da [, I, I; und I nach Satz 2.2 (i) surjektiv sind, folgt
la(t)], |b(t)] # 1 fiir alle t € R. Weiterhin gilt nach Satz 2.1 die Eigenschaft
(4.1), aus welcher zusammen mit |a(t)|,|b(t)] # 1 schlieBlich |a(t)], |b(t)| < 1
fir alle t € R folgt. Die Giiltigkeit von (4.19) wird unmittelbar durch Satz 2.1
gewahrleistet.

(i))=(i): Wegen |a(t)|, |b(t)] < 1 fiir alle t € R gilt (4.1). Nach Satz 2.1
folgt hieraus zusammen mit (4.19) die Existenz und Eindeutigkeit von I, I,
I; und 5. Weiter hat a(t) — b(t) # 0 fiir alle t € R nach Satz 2.2 (iv) die
Eigenschaft (4.17) zur Folge. Aus |a(t)|, |b(t)| < 1 fiir alle t € R folgt schlieBlich
die Eigenschaft (4.18). O

Wir kommen nun zur Definition unseres Losungsbegriffes fiir die Bewegungsglei-
chungen (WE). Der vorausgegangene Satz verschafft uns ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir die Wohldefiniertheit der rechten Seite in (WE). Es
liegt nahe, den Losungsbegriff an dieses Kriterium zu kniipfen.

4.4 Definition. Ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (C2(R))* heifit Losung der
Bewegungsgleichungen (WEy), wenn folgende Aussagen zutreffen:

(i) Es gilt a(t) — b(t) # 0 und |a(t)|, |b(t)| < 1 fir alle t € R sowie

lim t—a(t) = lim t—0b(t),

t—+o0 t—+o0

(4.20)
lim t+a(t) = lim ¢+ b(t),
t—=+o0 t—=o0

wobei die Grenzwerte im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existieren.

(ii) Die Gleichungen (W) sind fiir jedes t € R erfiillt.

4.5 Bemerkungen. 1. Die Definition verlangt von einer Losung der Bewegungs-
gleichungen (W) zweierlei: zunédchst die Wohldefiniertheit aller in (W) auf-
tretenden Ausdriicke fiir jedes t € R, insbesondere also der Funktionen I, I}, I,
und /3, und sodann fiir jedes ¢ € R die Gleichheit beider Seiten in (WE). Dabei
sind mit (i) konkrete Bedingungen an die Funktionen a und b gestellt, welche
nach Satz 2.3 zur Wohldefiniertheit der rechten Seite in (WFy) dquivalent sind.
Insofern stellt die obige Definition eine natiirliche Wahl des Losungsbegriffes dar.

2. Nach Satz 2.1 ist die Giiltigkeit der Gleichungen (4.20) notwendig fiir
die Existenz und Eindeutigkeit der Lichtkegelfunktionen eines Funktionenpaares
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¢ = (a,b). Sind die Gleichungen erfiillt, so besagt dies, daf sich a(t) und b(t) im
Limes |t| — oo gegeniiber ¢ bzw. —t in einem gewissen Sinne gleich verhalten.
Das wichtigste Beispiel ist die folgende Situation: es existiert ein w € [0, 1] mit
la(t)], [b(t)] < w fiir alle t € R. In diesem Falle sind die Grenzwerte in (4.20)
alle gleich +o00, d.h. sie existieren im uneigentlichen Sinne, und die Gleichungen
(4.20) sind erfillt. Spéter werden wir sehen, daf bei tatsichlichen Losungen von
(WE) stets diese Situation vorliegt.

3. Anhand eines Beispiels sei verdeutlicht, dafl in Satz 2.3 und damit in der
Definition auf die Bedingung (4.19) bzw. (4.20) nicht verzichtet werden kann.
Wir setzen

a(t) :=vV1+12, b(t) :=0 (teR).

Wegen a(t) = t/v/1 + 2 gilt zwar |a(t)], |b(t)| < 1 (t € R), aber (4.19) ist verletzt:
mit der Regel von de I’'Hospital erhéilt man

lim ¢ — a(t) = lim 0, limt—0b(t) = o0.

t—o0 t—oo /1 4 2 - t—o0

Die Funktion /3 sollte gem#$ (3.1) fiir jedes ¢ € R der Beziehung

() =t+|b(t) —a(ly(t)| =t+/1+15(t)? (4.21)

geniigen. Fiir ¢ < 0 folgt hieraus I3 (t) = (¢* — 1)/2t. Fiir t > 0 hat die implizite
Vorschrift (4.21) jedoch keine Losung. Das Beispiel zeigt, dal die Bedingung
la(t)|, |b(t)] < 1 (t € R) alleine noch nicht die Existenz der Lichtkegelfunktionen
von (a,b) gewéhrleistet.

4. Ist ¢ = (a,b) eine Losung von (WFy), so sind a und b offenbar beliebig oft
stetig differenzierbar. Denn fiir eine Losung gilt definitionsgemi8 a,b € C?(R),
und mit a,b € C*(R) fiir ein k € N, k > 2, ist wegen Satz 2.2 (v) die rechte Seite
in (WFy) (k — 1)-mal stetig differenzierbar, woraus aufgrund der Giiltigkeit der
Gleichung (WFy) aber a,b € C**1(R) folgt. Somit muf} a,b € C*°(R) gelten.

Nachdem wir uns mit der Definition 2.4 einen naheliegenden Losungsbegriff fiir
die Bewegungsgleichungen (W) verschafft haben, fiihren wir nun noch eine
Konvention ein, die uns den Umgang mit dem Differentialgleichungssystem (W)
erheblich vereinfacht. Zunéchst sei die folgende Beobachtung festgehalten. Ist
¢ = (a,b) eine Losung von (WEy), so gilt definitionsgeméB a(t) # b(t) fir alle
t € R. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit konnen wir a > b annehmen. Dann
sind nach Satz 2.2 (iv) die Ausdriicke

a(t) = b(Iy (1), a(t)—=b({ (), bt)—a(lz(t), bt)—a(l3(t))
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fiir jedes t € R grofer als Null. Folglich erfiillen a und b die Gleichungen

1) L
L=b(Ir®) (aft) - b(17 (1))

(WF)
L iy s 1—a(l; (1) 1
b(t) = 2 (1 b(t) ) T+ a(l, (1)) (a5 () - b@))Q
1+a(l3 (1)) 1
L=a(ly () (a(i @) - b)) |
und dabei sind I, I, I; und I3 implizit durch
D) =t—a(t)+b(l7 (1), @) =t+alt)—b(]()), o

Iy (t) =t—a(ly (1) +b(t), () =t+a(l3(t) —b(t)

gegeben. In Anbetracht der Vereinfachung, welche das System (WF) gegeniiber
(WEy) darstellt, erscheint es wiinschenswert, die Bewegungsgleichungen von vor-
neherein in der Form (WF) zu studieren. Man wird also zweckméBigerweise nur
solche Funktionenpaare ¢ = (a, b) betrachten, fiir die a > b gilt. Es besteht daher
die Veranlassung zu folgender zusétzlicher Definition.

4.6 Definition und Satz. Ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (C*(R))* heifit
Lésung der Bewegungsgleichungen (WF), wenn folgende Aussagen zutreffen:

(i) Es gilt a(t) — b(t) > 0 und |a(t)|, |b(t)| < 1 fir allet € R sowie

lim ¢t —a(t) = lim t—b(¢),

t—=o0 t—=o0

lim ¢+a(t) = lim ¢+ b(t),

t—=o0 t—=+o0
wobei die Grenzwerte im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existieren.

(ii) Die Gleichungen (WF) sind fir jedes t € R erfillt.
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Jede Lisung von (WF) ist auch Lisung von (WEy). Umgekehrt ist jede Losung
¢ = (a,b) von (WEy) mit a > b auch Lésung von (WF).

Beweis. Zunichst miissen wir folgendes sicherstellen: Unter der Bedingung (i)
ist die rechte Seite in (WF) fiir jedes t € R wohldefiniert, wobei die Lichtkegel-
funktionen Iy, I, I; und [ durch die Vorschrift (4.22) gegeben sind. Nur dann
némlich ist die Definition sinnvoll. Nach Satz 2.3 gewéhrleistet (i) fur alle t € R
die Wohldefiniertheit der rechten Seite in (WE,), wobei die Lichtkegelfunktionen
durch (3.1) gegeben sind. Aufgrund von a > b und Satz 2.2 (iv) gilt

(@) _ alt) =bli() _
@) falt) — b

(4.23)

fiir alle ¢ € R. Sofern also die eindeutigen Lésungen [7, [, I; und I3 von (3.1)
zugleich eindeutige Losungen von (4.22) sind, ist mit der rechten Seite in (W)
auch jene in (WF) wohldefiniert, denn wegen (4.23) entsprechen sich (WF) und
(WEy) in diesem Falle. Sei also t € R beliebig und /7 (¢) die eindeutig bestimmte

Losung von
I (t) =t —|a(t) = b(Iy (1))]-
Wegen (4.23) ist [ (¢) auch Losung der Gleichung

7 (t) =t —alt)+b(ly ().

Wir nehmen an, dafl noch eine weitere, von [ (t) verschiedene Losung I (t) dieser
Gleichung existiert:

L) =t—at)+b(l (1), L(t)£L{).
Wegen der Eindeutigkeit von I; (t) muB a(t) — b(I7 (t)) < 0 sein. Es gilt also

L (t) =t+|a(t)— b7 (1)]-

Wegen der Eindeutigkeit von [} (¢) folgt hieraus l?(t) = I (t). Nach Teil (iv) von
Satz 2.2 gilt aber

a(t) = b(I7 (t)) = a(t) = b(If (t)) >0,

und dies widerspricht unserer Annahme. Demnach muf} lAf (t) =13 (t) sein. Ana-
log argumentiert man fiir /", I, und 5. Unter der Bedingung (i) sind also durch
die Vorschrift (4.22) eindeutig Funktionen [, I], I; und I5 erklirt, und diese
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stimmen mit den eindeutigen Losungen der Gleichungen (3.1) iiberein. Deshalb
und wegen (4.23) entspricht die rechte Seite in (WF) jener in (WE,), und insbe-
sondere ist sie fiir jedes ¢t € R wohldefiniert. Damit ist zugleich auch die Aussage
des Satzes bewiesen. O

Wir halten noch das folgende Korollar fest.

4.7 Korollar. Es sei ¢ = (a,b) € (CY(R))? ein Funktionenpaar mit der folgen-
den Eigenschaft: Fir alle t € R gilt a(t) — b(t) > 0, und es gibt eine Konstante
w € [0,1] mit |a(t)], |b(t)| < w fir alle t € R. Dann ist die rechte Seite in (WE)
fiir jedes t € R wohldefiniert.

Beweis. Wegen |a(t)], [b(t)] <w < 1 (t € R) gilt

Jim t—alt) = Hm ¢ —b(t) = Hm t+alt) = lim t+b(t) = +oo,

und damit geniigt ¢ = (a,b) der Bedingung (i) in Definition 4.6. Hieraus folgt,
daB die rechte Seite in (WF) fiir jedes t € R wohldefiniert ist. O

Im folgenden werden wir die Bewegungsgleichungen nur noch in der Form (WF)
untersuchen. Entsprechend beschrénken wir fortan unser Augenmerk auf solche
Funktionenpaare ¢ = (a,b), fir die a > b gilt. Dafl diese Konvention keine
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, wird durch den vorausgegangenen
Satz verbiirgt: jede Losung von (WF) ist auch Losung von (WE); umgekehrt
gilt fiir jede Losung ¢ = (a,b) von (W) entweder a > b oder a < b, d.h. sie ist
entweder zugleich Losung der Gleichung (WF), oder sie unterscheidet sich nur
durch die Benennung der Teilchen von einer solchen.

g 5. Asymptotik

In diesem Paragraphen untersuchen wir das asymptotische Verhalten von
Losungen der Bewegungsgleichungen (WF) im Limes ¢ — +oo. Wir nehmen
an, dafl Losungen existieren und leiten aus der Giiltigkeit der Bewegungsglei-
chungen bestimmte Aussagen iiber den Verlauf dieser Losungen fiir grofie Zeiten
her. Hiermit verschaffen wir uns nicht nur ein Bild davon, wie sich (hypotheti-
sche) Losungen von (WF) qualitativ verhalten. Wir werden auch sehen, daf} sich
sdmtliche Losungen von (WF) anhand bestimmter Daten, die mit ihrem asym-
ptotischen Verhalten in Zusammenhang stehen, klassifizieren lassen. Vor allem
aber wird die A-priori-Kenntnis der Asymptotik entscheidend in unsere Beweis-
methode einflieen, wenn wir in den beiden folgenden Paragraphen zeigen, dafl
Losungen der Bewegungsgleichungen (WF) in der Tat existieren.

Zunéchst sei ein wichtiger Hilfssatz festgehalten, auf den wir im Verlauf un-
serer Untersuchung oftmals zuriickgreifen werden.
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5.1 Hilfssatz. Ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (CY(R))? geniige der Bedingung
(i) in Definition 4.6. Dann gilt

HO D <o vl ) < O
s€fly (1)1

a(t) — b(t)

~ 1— max b(s)
s€ftl (1))

B a(t) — b(t)
<a@a»—wﬂﬁl_?ﬁ]aﬁ

%Q:ﬁ@w<@@@»—b®f§L%2;MZ$
sE[t,l (t)]
fiir alle t € R.

Beweis. Die Giiltigkeit der Bedingung (i) in Definition 4.6 gewéhrleistet, daf
I7(t), I (t), I3 (t) und I5 (¢) als Losungen der Gleichungen (4.22) fiir jedes t € R
existieren und eindeutig bestimmt sind. Wir beschrinken uns auf den Beweis der
beiden Ungleichungen fiir a(t) — b(Iy (t)). Alle weiteren Ungleichungen beweist
man vollkommen analog.

Es sei t € R beliebig, aber fest. Nach Voraussetzung gilt a(t) — b(t) > 0.
Dies hat nach Teil (iv) von Satz 4.2 a(t) — b(l; (t)) > 0 und damit geméB (4.22)
[7 (t) <t zur Folge. Der Mittelwertsatz verschafft uns also die Abschitzungen

a(t) = b(Iy (1)) = a(t) = b(t) + (b(t) = b(I; (1))
< alt) = b(t) + ( max b(s)) (=17 (1)

selly (01

sowie analog

at) = b1 (1) = a®) = b() + (_minb(s)) (£~ 17 (1)).

selly (0)1]

Wegen |b| < 1 nach Voraussetzung und t — Iy (t) = a(t) — b(I7 (t)) gemsB (4.22)
folgt

alt) = b1 (1)) < at) = b(t) + (_max i(s)) (alt) = b(1; (1)),

selly (0)1]

a(t) = b(Iy (1)) > a(t) = b(t) — (a(t) = b(I; (1))
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f < a(t) — b(ll (t)) < 1 — max Z')(S)7
selly (t),1]

wie im Hilfssatz behauptet. a

Wir kommen nun zu einem ersten Satz, welcher das asymptotische Verhalten der
Losungen von (WF) fiir groflie Zeiten zum Inhalt hat. Er besagt anschaulich, dafl
sich zwei abstoflende Punktladungen, deren Bewegung durch die Gleichungen
(WF) beschrieben wird, im Limes [t| — oo stets unendlich weit voneinander
entfernen, und dafl die Teilchen dabei niemals die Lichtgeschwindigkeit erreichen.

5.2 Satz. Es sei ¢ = (a,b) eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF). Dann
haben a und b folgende Eigenschaften:

(i) Die Grenzwerte

Uy 1= tlim a(t), Uy = tlim a(t),
. . (5.1)
Vo 1= tlim b(t), Uy 1= tlim b(t)
existieren, und es gilt
|taels [tels Vs 0] < 1. (5.2)
Fiir jedes w € [0, 1] mit
w 2 max{|t |, [t [V, [0} (5.3)
gilt
la(t)], [b(t)] <w <1 (te€R). (5.4)
(ii) Es gilt
U — Vo <0, U, — v, >0 (5.5)
und
lim a(t) — b(t) = oc. (5.6)

t—+o0

Beweis. (i) Wegen d > 0 und |a| < 1 geméafl (WF) und Definition 4.6 existiert
der Grenzwert
Uy, := lim af(t),

t—o00
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und es gilt |u,| < 1. Wir zeigen, daf hier sogar die strenge Ungleichheit besteht.
Ist ¢ = (a,b) eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF), so gilt

1-0a(t) 1 0a(to)

1— a(t)? 1 — a(ty)?
o 1+ b(17 (s)) !
S (= 0+ als 2 7
+5 m/( +al)| 1o b(l (5) (als) = b(I17 (5))) "
1= b(if (s) L ds
L+ () (a(s) - b(11 (5)))°

fiir alle ¢,y € R und jedes 0 €] — 1, 1[. Aufgrund der Giiltigkeit von (WF) 143t
sich die rechte Seite ndmlich gemé&f

t

1= balty) —i—%/ﬁ/(—@—i—d(s)) 1*?(11}5)) L

1 —a(ty)?

to

1—a(t)? 7§ ds 1 _a(s)
_1-0a(t)
1 —a(t)?

umformen, d.h. rechte und linke Seite in (5.7) sind tatséchlich gleich (siehe auch
die Bemerkung 5.3 weiter unten). Nun miissen wir den Integranden in (5.7)
abschétzen. Zu diesem Zwecke halten wir tg € R fest und treffen fiir den Para-
meter 6 die Wahl 0 := Z}(lf(to)). Wegen b < 0 gemif (WF) bedeutet dies 6 > b(s)
fiir alle s > [; (to). Hieraus folgt aber

0>0b(I7(s)), 0>0b(If(s))  fiir alle s > t,



§ 5. Asymptotik 31

denn nach Satz 4.2 ist [ streng monoton wachsend und es gilt I > [; . Hiermit
erhalten wir nun die Ungleichungen

(= 0+a(s))(1+b(17 (s)))
(1+0)(a(s) — (1
< (1+0)(a(s) - (1

= =
—~ —~
» »
~— ~—
N— SN—
N——"
—~
—_
=~
—~
VA
~—
SN—
/N
S
—
o~
—
—~
~—
SN—"
N——
—~
ot
oo
~—

und
(—0+a(s (1 b(15 (s)))
(1=0)(a(s) = b(If (s))) + (1 +a(s)) (b(If (5)) = 6)  (5.9)
1—0(a —b(If ()

fir alle s > t5. GeméB (4.22) und der Kettenregel gilt auBlerdem

. 1—a(s) () — 1+ a(s) .
= ey PO Thmey SR 6
und daher
i 1 i(s) — b(15 (s)

s a(s) =6 (5) (1= b(i; (5))) (als) — b1 ()
d 1 a(s) — b(If (s))

dsa(s) = b(F(5) (14 b(1 (9))) (als) — bt ()’

Mit Hilfe von (5.8), (5.9) und (5.11) ergibt sich jetzt fiir den Integranden in (5.7)
die Abschétzung

(s €R). (5.11)

‘ 1+ b(17 (s)) 1
—0+a(s - 5
(=0+4) 1—b(ly (s)) (a(s) — b(lf(s)))
1—b(lf(s)) 1 £ 1o
L+l (s)) (a(s) - b(lf’(s)))2 (512
(1+0) (a(s) — b(iy (s))) (1—0) (a(s) — b(If (5)))
+ - 5
(1= 07 () (als) = b(i ()" (1+(E () (als) = b1 (5))
d 1+6 d 1—-06
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fir alle s > to. Wir erhalten also aus (5.7) mit Satz 4.2

1= 0a(t) _ 1-0dalt)

T—a(t)? ~ /I alt)

+l/€ 1+6 B l/@ 1+6
2 alte) —b(Iy (to)) 2 alt) — b(I; (1))
1 1—-0 1 1-6
T2 alte) —b( () 2"alt) — b(i (1)

1—6a(ty) 1 146 1 1-6

T a? 2 alle) — b( () 2" alto) — (1} ()

fiir alle ¢ > ty. Da die rechte Seite dieser Ungleichung, sie sei mit K bezeichnet,
nicht von ¢ abhéngt, gilt

1— 1— 6
O gy L2000 e

N N O

und demnach |u,| # 1.

Die entsprechenden Aussagen fiir w., v, und v, zeigt man analog. Zum
Beweis von |u.| < 1 etwa setzt man 6 := b(lf(to)) und benutzt 0 < b(s) fiir
s <1 (tp), um in Analogie zu (5.8) bzw. (5.9) fiir alle s < ¢, die Ungleichungen

(—0+a() (1 +b(15 () = (1+6)(als) = (I (5))),
(—0+a() (1 =017 () = (1= 0)(als) = b(17 (5)))

zu gewinnen, anhand derer sich wieder das Integral in (5.7) durch eine von ¢
unabhéngige Konstante abschétzen 1a3t, woraus schliellich [u...| # 1 folgt.
Wegen a > 0 und b < 0 gilt

sup |a(t)] = max {Ju|, [ucl}, sup [b(t)] = max {Jo], [u.]},
teR teR

und mit (5.3) gilt daher (5.4).

(ii) Nach Hilfssatz 5.1 zusammen mit der Abschétzung (5.4) aus Teil (i) gilt
o)~ (17 0) < 2 a) o) < 2
(i3 0)) —0(t) < 2 (i) o) < 2L

fir alle ¢ € R. Aus (WF) ergibt sich daher

d(t) = a(t) — b(t)
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%(erm)(l—wQ)g [1;w (1dZt)w)2+ 1;w <1dzt)w)2] (5.13)

> %(m + ko) (1 — w)?

v

d(t)?
fiir alle £ € R. Nun nehmen wir an, dafl

lim d(t) = 0 (5.14)

t—00
gilt. Aufgrund von d > 0 impliziert dies d(t) < 0 fiir alle t € R. Wegen (5.13)
und d > 0 folgt hieraus fiir ein beliebiges ty € R die Ungleichung

1
d(t) > =(k1 + k2)(1 —w)’—— >0 fiir alle t > ¢,

d(to)?

N —

welche jedoch zur Konsequenz hat, daf3 d(t) im Limes ¢ — oo gegen Unendlich
strebt. Also haben wir die Annahme (5.14) zu einem Widerspruch gefiihrt. Da
aber d > 0 ausschliefit, dafl der Grenzwert in (5.14) kleiner Null ist, erhalten wir
schliefSlich

tlim d(t) >0
und hiermit
tlim d(t) = oo,

wie in (5.5) bzw. (5.6) behauptet. Die entsprechenden Aussagen fiir ¢ — —oo
beweist man auf die gleiche Weise. O

5.3 Bemerkung. Fiir jedes 6§ €] — 1, 1] ist die Gleichung (5.7) mit der Bewe-
gungsgleichung (WF) fiir a gleichbedeutend. Hierin kommt auf gewisse Weise
die Lorentzinvarianz der Bewegungsgleichungen (WF') zum Ausdruck, wobei der
Parameter 6 fiir die Geschwindigkeit steht, mit welcher sich das betrachtete Ko-
ordinatensystem relativ zu einem anderen bewegt. Die Gleichung (5.7) dient uns
zum Beweis der Abschétzung |u..| < 1. Entscheidend ist dabei die richtige Wahl
des Parameters §. Wiirden wir einfach die Bewegungsgleichung (WF) in Inte-
gralform betrachten, was der Wahl 6 := 0 entspréche, so liefle sich der Integrand
im allgemeinen nicht geeignet abschéitzen. Die Giiltigkeit der hierzu benotig-
ten Ungleichungen (5.8) und (5.9) fiir alle s > ¢, gewéhrleistet erst die Wahl
0 = i)(lf (to)). Sie entspricht dem Ubergang zu einem Koordinatensystem, in
welchem die Geschwindigkeit b — 6 des zweiten Teilchens kleiner oder gleich Null
ist. Damit haben wir also beim Beweis der Abschétzungen (5.2) indirekt die
Lorentzinvarianz der Bewegungsgleichungen (WF') ausgenutzt.

Der folgende Satz gibt explizit die Form der Asymptoten an, gegen die eine
Losung der Bewegungsgleichungen (WF) im Limes [t| — oo konvergiert. Die
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Asymptoten unterscheiden sich von Geraden durch eine logarithmische Korrek-
tur.

5.4 Satz. FEs sei ¢ = (a,b) eine Lisung der Bewegungsgleichungen (WF) mit
U oy U, Vo und v, gemdafs (5.1). Dann lassen sich a(t) und b(t) anhand von
Konstanten x .., Y ., T, Yo € R sowie Funktionen R.,S. € C*(] — 00,0]),
R.,S. € C*(]0,00[) in der Form

Njw

/il(l — uio)

(o — v

(1_¢i)mp¢y+3mu%

firt <0 (5.15)

a(t) = o+ ut —

ut (_uviofv(l ); e In(—t) + 5 (t)

b(t) = Yoo + vt +

und

Hm—ﬁfﬂﬂﬁm@+&®7
(1o = 020)

a(t) =z, + u.t —
firt>0 (5.16)

Ko (1 - Ui) ? (1 2_ u°2°) In(t) + S, (t)
(toe — )

b(t) = Yoo + vt +

darstellen, wobei gilt:

t‘}{réo ln<—t) 00( ) Qoo tiglo hl(t)}?oo( ) O
(5.17)
_ t
t—ll;réo ln(—t) Sioo <t> Se0) tggo h’l(t) SOO (t) G
mat
5 k(1 — u? 2 1 — 2 3
0. = _,{1(1_0200)2(1_u200)g/’€1( U,oo) +l-€2( vfoo) |

(o = 000)°

NI

1
— 2 )2 2
o= (1) (1) i U(Z) . ()i )

)

|

1
_2)\3 2
o m (102 (1 —2) 3Rl uEO) 2 :L:2)(51 vl)

Y

NI

l—ufo)% +/{2(1—v020)

Go 1= —liz(l—UZ)Q(l—v?)%Kl( T

oo oo
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5.5 Bemerkungen. 1. Wie der Satz zeigt, ist das aymptotische Verhalten von
Losungen der Bewegungsgleichungen (WF) durch vier reelle Zahlen charakteri-
siert. Fiir t — —oo etwa sind dies = ., Y., U und v, gemaf (5.15). Wahrend
dabei z .,y . € R keiner Einschrankung unterliegen, gilt fiir u. . und v . stets
—1 < u. <wv, < 1. Aus physikalischer Sicht kommt in dieser Einschrankung
an 1. und v, zum Ausdruck, daf§ die Teilchen sich infolge ihrer Abstoflung
im Limes ¢ — —oo unendlich weit voneinander entfernen (bzw. dafl sie sich aus
unendlicher Entfernung aufeinander zubewegen), ohne daf sie dabei die Lichtge-
schwindigkeit erreichen kénnen. Sofern es tiberhaupt Losungen von (WF) gibt,
148t sich die Gesamtheit aller Losungen also anhand der vier reellen Daten x .,
Yoo, U und v o, klassifizieren. Im Gegensatz zu den Anfangswerten bei gewohnli-
chen Differentialgleichungen sind diese Daten jedoch keinem endlichen Zeitpunkt
zugehorig, sondern sie legen den asymptotischen Verlauf fiir ¢ — —oo fest. In den
beiden folgenden Paragraphen werden wir beweisen, daf3 in der Tat zu jedem der-
artigen Quadrupel asymptotischer Daten eine Losung der Bewegungsgleichungen
(WF) existiert.

2. Ist ¢ = (a, b) eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF), so streben die
Funktionen a und b im Limes [t| — oo gegen Asymptoten der Form

7+ ut + (),

mit Konstanten z,7 € R und u €] — 1, 1[. Es mag verwunderlich erscheinen, daf
die Asymptoten keine Geraden sind, die Teilchen sich asymptotisch also nicht ge-
radlinig gleichformig bewegen. Ursache hierfiir ist der langreichweitige Charakter
der Coulomb-Kraft, welcher sich in einer logarithmischen Korrektur der Asymp-
totik auswirkt. Ein vergleichbarer Effekt tritt auch bei der nichtrelativistischen
(klassischen und quantenmechanischen) Coulomb-Streuung auf.

Beweis von Satz 5.4. Das wesentliche an dem Satz ist nicht die Darstellung (5.15)
bzw. (5.16) von a(t) und b(t) (eine solche ist immer moglich), sondern die Asymp-
totik der Restglieder R ., S, R, und S, gemaf (5.17). Wir beschrinken uns

auf den Beweis von

N

9

5 ) 3 92
lim iRoo(t)Zm(l—vif(l—ufo)Qm(l UEZZO jzj)gl Uoo)

die iibrigen Grenzwertaussagen in (5.17) beweist man vollig analog hierzu.
Unsere Beweismethode besteht darin, mit Hilfe von (WF), Satz 5.2 und der
Regel von de I'Hospital die ersten Terme einer asymptotischen Entwicklung von
a(t) — u, zu berechnen (vgl. [15]) und hieraus durch Integration auf das asym-
ptotische Verhalten von a(t) zu schlieen.
Nach Hilfssatz 5.1 und Teil (ii) von Satz 5.2 gilt

lim a(t) — b(Iy (£) > lim = (a(t) — b(t)) = oo,

t—o00 t—o00
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lim a(t) — (I (£) > lim  (a(t) — b(t)) = oo.

t—o0 t—o0 2

Die Regel von de I’'Hospital zusammen mit (5.10) ergibt

. t 1 11—,

1m = = ,

ERat) b (D) it e
1 -,

. t 1 1+,

1m = = .

ERat) D) T e
1+,

Beachtet man noch, da8 nach Teil (i) und Teil (iii) von Satz 4.2

lim [; () = tlim If(t) =00 (5.18)

t—o0

gilt, so folgt aus (WF)

1 3
lim t%G(t) = Sf (1—u? )g

[ee)
t—o00

1+v, [ 1—1u, 2 1l—vu, [ 14+, 2
+
]-_,Uoo ,ubo_voo ]-+,Uoo uoo_voo

B /{1(1 —ufo)%(l —vfo) N
= (uoo —UOO)Q = 771.

(5.19)

Mit der Regel von de I’'Hospital erhalten wir demnach

lim t(d(t) — uoo) ——— t]im t2d<t) = —n.

t—o0

Der fithrende Term in einer asymptotischen Entwicklung von a(t) — u., ist also
—n /t. Die alleinige Kenntnis dieses Terms ist fiir unsere Zwecke allerdings noch
nicht ausreichend. Wir zeigen deshalb als néchstes, dal der Limes

t? 1 —3 1
o 2 () =+ L) = i =0 (-

t—oco Int t—oo 2Int — 1
— lim ——" (tQ"(t) ) (5.20)
T e 2me 1\ '

2

— lim— (tQZi(t) + 2td(t))

t—oo 2Int — 3

existiert und geben seinen Wert an. Fiir die Umformungen in (5.20) haben wir
wieder die Regel von de I’'Hospital verwendet. Differentiation in (WF) ergibt

a(t) = Ui(t) + Us(t) + Us(t), (5.21)
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mit
_ 3a(t)a(t)?
Ul(t) - _fil(l—d(t)Q)’

L e 2b(17 (1)) (1 — a(t))
Us(t) 2 1(1 (1) ) { (1 B b(lf(t)))B(a(t) ~ b(lf(t)))

2

2b(17 (1)) (1 + a(t))
’ z

@+wﬂm>@@—““mf}7

) = L1 age)? |2 HEON G0~ 0)
i (1= b7 1))’ (alt) = b(1 (1))

2(1 - b(1F (1)) (a(t) — b (1))
(1 +b(lf(t)))2( (t) = bl (t )))

fir alle t € R. Aus (5.19) folgt unmittelbar

3 2
lim £47; (1) = —— =1

lim Y (5.22)

Weiterhin gilt

1 3 U
lim t'Us(t) = k(1 —u2)? | — =
PO = gmlt =) (1= o) — 0)?

(5.23)

mit
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in Analogie zu (5.19) und

.. +2 .. ..
. 2 _ - . . _ 2 _ _ 2
o E0(07 () = Jim jp B i) = fim 5= Jim 2400
1—, 2
- \1-w 2,
lim 2b(If (t)) = lim e lim I (£)%(1 () = L i £20(t)
t—o0 1 t—o0 lf(t>2 1 1 t—o0 lf’(t>2 t—00
B 1+, 2
N 1+ u, 2

gemdf (5.18), (5.10) und der Regel von de I'Hospital. Gemeinsam ergeben (5.22)
und (5.23)
2
. 2 _
lim T3t (UL(t) + Us(t)) = 0. (5.24)
Zur Berechnung von

t2
2Int -3

— (1 - a(t)2>g

(t2U3(t) + 2td(t)>

(1+0(17 (1)) (alt) — b1y (1)) 2

X

Lt L+o(if () t
2nt—3 \ a(t) — b(if (1)) a(t) —b(iF (1))

im Limes t — oo zeigen wir zunéchst, daf3
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—_
o
—~
o~~~
=
~—~
~+
SN—
<+
\_/

, t
il s (a(t) — b7 (1)) a(t) = b(i; (1))
(5.26)

gilt. Wir schreiben

/ 1-b(lL (1) t
2Int —3 \a(t) —b(1; (1) a(t) —b(l (1))

Es gilt

- <a<t> —b( (1) - voo>

1—b(1y (1) 1 -,

b(1z (1) (1 — a() (a(t) - b(1r (1)) ) (5.28)

+ - 3
(1-b(tr 1))
_ mo M2 i 772(%0—%0)
l—v, 1—u, (1—u)(l—u)
_ Mt
1—u,

Hieraus folgt zum einen, daf§ der erste Term auf der rechten Seite in (5.27) fiir
t — oo gegen Null strebt, und zum anderen, dafl

lim a(t) — b(Iy (£)) — ==t = —o0 (5.29)

t—o00 1-— Vo

gilt. Definieren wir namlich

Cat) = b(IT (1) we—we ol
T(t) = 1_b(l1_(t)) — 1— o + 1= o ; (t>0),
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so gilt nach (5.28)
lim tr(t) = 0.

t—o0

Wir kénnen daher ¢y > 0 so grofl wahlen, daf fiir alle t > t,

I+ mo
r)] < 520

und folglich
L+ [1 I +mn
< < — . |
/ s)ds /|7’ )|ds 51— / ds_21_voo nt
to

gilt. Somit erhalten wir

uOO - UOO

a(t) = by () —

1—u,

= a(to) — b(I (to)) — e 7 to — ISl Int + Zl +v?72 Inty + /r(s)ds

1—u, 1—, — U,
to
_ Uy, — Vs + 1n +
gq%ywagm)—l_vtwﬁfﬂ?m%__@tghm

fir alle t > to, woraus (5.29) folgt. Demnach gilt gemifl der Regel von de
I'Hospital sowie (5.28) fiir den zweiten Term auf der rechten Seite in (5.27)

lim ! Int 3—@@—Mq@yf?_%ﬁ

t—00 Uy, — Uy, a(t) — b(lf(t)) 2Int —31Int — Uy

11—\ 0L () w.—w.

T2 (uoo—voo) tliI?ot< bir(h) - )
(it m)( )
2(U — 1)?

und damit ist (5.26) gezeigt. Analog beweist man, daf

y / Lrb(li@®) t
e 2lnt —3 \a(t) — b)) alt) —b(if (1)
(5.30)
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gilt. Aus (5.25) ergibt sich demnach

2

) t 9 ..
Jim 5 (P00 + 20i))

_ —U2 % _(1+,U°O)(uoo_voo) ]'_'Uoo ? (771+712)(1—Uoo)
= k(1 oo) (1—u.) (uoo _ Uoo) 2t — 1)
(5.31)

(=) (e — ) ( 1+, )2 (m +n2)(1 + )
(1+v,)? Uy, — Vs 2(Uy — )2

[SI[oN

r(1—u?)2(m +n2) (1 —0?)
(U — 0)? '

Wir fassen jetzt (5.21), (5.24) und (5.31) zusammen und erhalten, daf§ der Limes
(5.20) existiert und den Wert

) = lim L(t?zi(t) +2tc’i(t)>

i o (a(t) —
1% A = e 10 im0 2Int — 3

t—oo lnt t

2

— lim ti(tQUg(t) + 2td(t)) (5.32)

t—oo 2Int — 3
3
o m(I=e) (k) (1 - 02)
(o = 1)
hat. Insbesondere gilt
1
tlim 2 (d(t) — U + nl;) =0 fiir jedes € > 0. (5.33)

Mit einem beliebigen ¢, > 0 setzen wir nun

[e o]

1
Lo = a(to) — Uooto + m In f}o + / (CL(S) — Uy, + Thg) ds

to

und
R.(t) := —/ (a(s) — U, +7}1§) ds (t>0).

Wegen (5.33) existieren hier die uneigentlichen Integrale, und aus a € C*°(R)
folgt R, € C*(]0,00]). Fiir ¢t > 0 &8t sich a(t) also in der Form

a(t) = o + ut —m Int + R (1)
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schreiben, wobei das Restglied R, (t) geméB (5.32) die Eigenschaft

o T |
lim — R (t) = —tllglo il / (a(s) —uoo+7)1;> ds
¢

t2

= — lim — (a(t) — U, +m%)

t—oo Int

W

rr(1—u2)?(m +m) (1 —v?)
(U — 10)?

N

1 —ufo)% +/{2(1 —1)020)

_ ~ o) (1 = o2 %"4’1(
_/{1(1 v ) (1 ) (e — o)

oo oo

besitzt. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

§ 6. Bedingte Losungen

In diesem Paragraphen beweisen wir die Existenz bedingter Losungen der
Bewegungsgleichungen (WF'). Hierbei handelt es sich um Funktionenpaare ¢ =
(a,b) auf R, fiir welche die Gleichungen (WF) auf einem kompakten Intervall J C
R erfiillt sind. Mit ihrer Hilfe werden wir im folgenden Paragraphen Losungen
der Bewegungsgleichungen (WF) im eigentlichen Sinne konstruieren.

6.1 Definition. Es sei ¢ = (a,b) € (CY(R))? ein Funktionenpaar mit folgender
FEigenschaft: fir alle t € R gilt a(t) — b(t) > 0, und es gibt ein w € [0, 1] mit
la(t)], |b(t)] < w fiir allet € R. Weiter sei J := [0,7] C R mito < 7 ein Intervall.
¢ heifst bedingte Losung der Bewegungsgleichungen (WF) auf dem Intervall J,
wenn ¢|; € (02(J))2 gilt und die Gleichungen (WF) fir jedest € J erfillt sind.

6.2 Bemerkungen. 1. Die Definition ist sinnvoll, denn aufgrund der voraus-
gesetzten Eigenschaft von ¢ sind nach Korollar 4.7 die rechte Seite in (WF) fiir
jedes t € R und damit wegen ¢|; € (C2(J))? beide Seiten in (WF) fiir jedes
t € J wohldefiniert.

2. Jede Losung der Bewegungsgleichungen (WF) im eigentlichen Sinne ist
auch bedingte Losung der Gleichungen (WF), und zwar auf jedem kompakten
Intervall J C R. Dies folgt aus der Definition 4.6 zusammen mit Satz 5.2.

3. Ist ¢ = (a,b) eine bedingte Losung von (WF) auf J, so sind die Gleichun-
gen (WF) zwar i.a. nur fiir ¢t € J erfiillt, aber ¢ ist dennoch auf ganz R erklért.
Hiermit wird die Existenz der Lichtkegelfunktionen I}, I, [; und [ gewiihr-
leistet. Da die Funktionswerte I; (¢), I (¢), I5 (t) und I3 (¢) fiir ¢ € J nicht auf
das Intervall J beschrankt sind, tragen auch <;5|]_0070] und ¢\[T7OO[, d.h. der Ver-
lauf von a und b auflerhalb des Intervalls J, zur rechten Seite in (WF) bei. Die
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Funktionenpaare <;5|]_0070] und qb\[mo[ dienen gewissermaflen als Randbedingun-
gen, denen die bedingte Losung ¢ auf J = [0, 7] unterworfen ist. Sie miissen mit
der Eigenschaft a —b > 0 und |a|, |b| < w fiir ein w € [0, 1[ vertriglich und stetig
differenzierbar sein, unterliegen aber dariiberhinaus keiner Einschrankung.

Der letzten Bemerkung zufolge wird man nach der Existenz bedingter Losun-
gen ¢ von (WF) auf J = [0, 7] zu vorgegebenen ¢|j_o o oder ¢l o[ fragen. Der
folgende Satz besagt: fiir bestimmte Intervalle J = [0, 7] existiert eine bedingte
Losung ¢ von (WF) auf J, so daB ¢||_«, den Asymptoten entspricht, gegen
die nach Satz 5.4 eine Lésung von (WF) im Limes t — —oo strebt. @], setzt
dabei ¢|; stetig differenzierbar durch Halbgeraden fort. Zu der Klasse von er-
laubten Intervallen gehoren insbesondere solche, die eine gegen R aufsteigende
Folge bilden.

6.3 Satz. Gegeben seien T o, Y oo, U oo, Voo € R mit —1 < u <v. < 1. Mit

e s I

[N

o /11(1 — uio)
e (U —v.)? R

setze man

A (t) =z o +ut —nIn(—t),

(t <0). (6.2)
B (t) ==y +vt+nln(-t)
Es sei J = [o,7] C R ein Intervall mit
c<—-1, A_(0)>B._(0), -1<A_(0)<B._(0)<1 (6.3)

und

2
2 (x,oo — Yoo+ (U — v,oo)cr>

5
min{ky, Ko} (1 — max {|ufoo|, |U—oo|}2> ’

Dann existiert eine bedingte Losung ¢ = (a,b) der Bewegungsgleichungen (WF)
auf dem Intervall J mit

T>0+ (6.4)

A (t) t<o
a(t) = {

a(t)+a(t)(t—7) t>m,
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Fiir jedes w € [0, 1] mat

(1 — max {|u,oo|, |voo|}2>3

w> |1- (6.6)

(ot

und jedes 6 > 0 mit

3
K1 (1 — max {|u|, |v,oo\}2> ’

4:‘{,1

0 <

(6.7)

qilt

()], [b(t)] < w < 1,
fir alle t € R. (6.8)
a(t) —=b(t) > >0

Beweis. Zunichst sei unsere Beweisstrategie erldutert. Die Frage der Existenz
einer bedingten Losung wird als Fixpunktproblem formuliert. Wir fiithren einen
Banach-Raum X stetig differenzierbarer Funktionenpaare auf .J, eine offene und
beschrinkte Teilmenge {2 von X mit 0 € 2 und einen kompakten Operator H
auf [0, 1] x Q ein, so daf die Existenz einer bedingten Losung ¢ = (a, b) von (WF)
auf J mit der Eigenschaft (6.5) dquivalent ist zur Existenz eines Fixpunktes von
H(1,-) in Q. Die Existenz eines Fixpunktes von H(1,-) zeigen wir mit Hilfe des
Leray-Schauder-Grades, indem wir anhand geeigneter A-priori-Abschétzungen
die Giiltigkeit von 0 ¢ (Id — H(X,-))(9) fiir jedes A € [0, 1] gewéihrleisten.

Bei der Anwendung des Abbildungsgrades auf unsere spezielle Problemstel-
lung besteht folgende Besonderheit. Wir suchen eine bedingte Losung ¢ = (a, b)
von (WF) auf J mit der Eigenschaft (6.5), also ein auf ganz R erkldrtes Funktio-
nenpaar, das im Intervall J = [0, 7] die Gleichungen (WF) 16st und fiir t < o den
fest vorgegebenen Verlauf (6.5) hat. Der Grundraum X, die Teilmenge 2 C X
und der Operator H koénnen nicht — wie es zunéchst naheliegend erschiene —
so gewihlt werden, daB ein Fixpunkt von H(1,-) in  ganz unmittelbar der
Restriktion ¢|; einer solchen bedingten Losung auf das Intervall J entspricht.
Hierzu miiffiten ndmlich alle Elemente ¢ von €2 bei der Intervallgrenze o stetig an
(6.5) anschlieflen, so wie dies auch die Restriktion ¢|; einer bedingten Losung ¢
téate. Denn wiirde ein ¢ € §2 bei o nicht stetig an (6.5) anschliefien, so wére fiir
das aus ¢ und (6.5) zusammengesetzte, auf ganz R erkliarte und bei o unstetige
Funktionenpaar die rechte Seite in (WF) nicht wohldefiniert und damit H (1, ¢)
gar nicht erkldrt. Schliefen aber alle ¢ € Q bei o stetig an (6.5) an, haben also
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alle p € Q) bei o denselben Funktionswert, so ist €2 nicht, wie es die Definition
des Abbildungsgrades verlangt, offen in X. Die Anschlufbedingungen schon im
Grundraum X zu implementieren, scheitert daran, dafl X linear sein sollte.

Um das geschilderte Problem zu umgehen und den Abbildungsgrad dennoch
anzuwenden, gehen wir folgendermaflen vor. Wir verlangen von den Elementen
des Raumes X, dafl Funktionswert und erste Ableitung bei o gleich Null sind.
Dies ist mit der Linearitdt von X vereinbar. Sodann konstruieren wir ein be-
stimmtes Referenzfunktionenpaar ¢y = (ag,by) auf J, welches bei o stetig an
(6.5) anschliet, und definieren geeignet die offene Teilmenge €2 von X. Die ent-
sprechende Eigenschaft von X erlaubt es jetzt, dafi 2 offen in X ist, obwohl
Funktionswert und erste Ableitung bei o fiir jedes ¢ € Q gleich Null sind. Letz-
teres bedeutet aber, dafi ¢y + ¢ bei o fiir jedes ¢ € € stetig an (6.5) anschliefit.
Zudem ist durch die geeignete Wahl von € fiir das aus ¢y + ¢ und (6.5) zusam-
mengesetzte, auf ganz R stetig differenzierbare Funktionenpaar die rechte Seite
in (WF) wohldefiniert. Nun wihlen wir den Operator H auf [0,1] x Q derart,
daB folgender Zusammenhang besteht: ¢ ist genau dann Fixpunkt von H(1,-),
wenn ¢g + ¢ die Restriktion @| ) einer bedingten Losung ¢ von (WF) auf J mit
der Eigenschaft (6.5) ist. Das Referenzfunktionenpaar ¢y = (ag, by) dient also da-
zu, den Leray-Schauder-Grad auf unsere Problemstellung anwendbar zu machen.
Dabei stellt es geméB ¢|,-] = ¢o + ¢ den Zusammenhang her zwischen einem
Fixpunkt ¢ von H(1,-) und einer bedingten Losung ¢ von (WF) auf J = [o, 7]
mit der Eigenschaft (6.5).

Wir definieren als erstes

X i={p=(a.8) € (C'())|alo) = a(o) = Blo) = Blo) =0} (6.9)
und versehen den linearen Raum X geméaf
lllx == llall + 1811+ llall + 18] fir alle ¢ = (@, 8) € X

mit der Norm ||-|| -, wobei || - || hier und im folgenden immer die Supremumsnorm
auf C'(J) bezeichnet. Beziiglich der Norm ||-|| ist X ein reeller Banach-Raum.

Als nichstes konstruieren wir ein Funktionenpaar ¢y = (ag, by) € (C*(J))?,
mit dessen Hilfe wir anschlieend eine Menge €2 C X und einen Operator H auf
[0, 1] x Q definieren werden. Ausgehend von

ﬁ:za—i-min{T_g A‘f"(g)_Bf‘f’(g) }
2 —2(A..(0) — B..(0))

und einer Glattungsfunktion g € C§°(R) mit

suppg = |47 - 0), 15 - )]

(6.10)

oo

/ g(w)dr =1, 0<g(x)<g(0), glx)=g(-z) (v€R)

—00
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setzen wir

ao(t) == A (0) + A (o)t —0)
+(|A(o // x —0)dzdy,

bo(t) == B..(0) + B..(0)(t — o)

—(|B o)| + B // (x — 0)dzdy.

Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften der Funktionen ay und by zusammen:

(6.11)

(a) ' ' (6.12)

(b) Fir alle t € J gilt

lao(t)], |bo(t)] <wo < 1, wp:= = max {|u.|, [v.|}. (6.13)

(¢) Fir allet € J gilt

0 < io(t) < (JAw(0)] = A(0))9(0) < 29(0),

. (6.14)
0> bo(t) > = (I1B(0)| + B(0))g(0) > —2¢(0).
(d) ao(T) — bo(1) = |A(0)] + | B..(0)] > 0. (6.15)
(e) Fir allet € J gilt
ao(t) = bo(t) > 6 > 0, G = %(Aoo@) ~B_(0)). (6.16)

Die Eigenschaft (a) folgt unmittelbar aus der Definition von ag und by. Zum
Beweis von (b) betrachte man

t

do(t) = A (0) + (|Au(0)] — A(0)) /g(x ~ e (ted).

(e
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Aus (6.10) folgt . '
A(0) < do(t) < [AL(0)];

d.h. es gilt |ag(t)| < |A(0)] fiir alle t € J. Ebenso gilt |by(t)] < |B..(o)| und
damit ' . .
lao(t)], [bo(t)] < max {|A.(0)|,[B(o)l}  (t€ ). (6.17)

GeméB (6.2) gilt weiter

. 1 . 1
A (t) :uooerm, B (t) :v,oo—ngm (t <0)

und demnach wegen der Voraussetzung (6.3)
u, <A () <A_(0)<B. (o) <B_({t)<uv. (t<o),
insbesondere also
AL @] 1Bo(O] < max {Jusl. [val} =00 (t<0). (6.18)

Zusammen mit (6.17) folgt hieraus (6.13). Die Eigenschaften (c) und (d) folgen
wieder unmittelbar aus der Definition von ay und by sowie (6.10). Am aufwen-
digsten ist der Beweis von (e). Es sei ¢ € J beliebig, aber fest. Zunédchst gilt

ao(t) — bo(?)
= A.(0) = B..(0) + (A(0) = B..(0))(G — o)
~(Bolo) ~ A(0))(t )
1A = Aulo) + Bo(0)] + o)) [ [ gla~)dsdy
> A (0) = B..(0) + (A(0) = B(0))(G — o)
~(Bolo) ~ A(0))(t )

+(B..(0) — A (o)) j /y g(z — 3)dady.

Der Definition von o gemaf folgt

(lo(t) — bo(t)
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—(B(0) = A(0))(t - 3)

+(B,oo(a) — Aw(a)) /t/yg(a: — 0)dxdy

(Aw(0) = B(0))

+ (B,oo (o) — A (0))

DO | —

und daraus mit Hilfe partieller Integration
ao(t) — bo(t)

> 5 (Awn(0) = B.(0))

1
2
—i—(B, (o) — Aw(a))

gilt, d.h. der Term fillt monoton und nimmt in J = [o, 7] sein Minimum bei
t = 7 an. Es folgt demnach

Qo (t) — bo (t)
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Aufgrund der Eigenschaften (6.10) von g, insbesondere supp g C [0, 7], verschwin-
det der letzte Term. Wir erhalten also schliellich

ao(t) — bo(t) Z

und damit ist (e) gezeigt.

Wir wollen an dieser Stelle kurz die spezielle Definition (6.11) von ¢y =
(ag, by) veranschaulichen. Die Funktionen ay und by lassen sich namlich auch in
der Form

Golt) = {Aw(a)+Am(a)(t—0) t<3o
T An0) + A G —0) + |A(0)(t-7) t>5
o) = { B (o) + ?,w(a)(t —0) | t<ao
Bo(0)+Bo(0)F—0)—|B(o)(t—7) t>7

Wir machen zwar von dieser Darstellung im folgenden keinen Gebrauch (und
verzichten daher auf ihren Beweis, den man mit Hilfe partieller Integration und
den Eigenschaften von g unschwer fiihrt), aber sie 148t leichter erkennen, wie aq
und by konstruiert sind. ag und by gehen durch Glattung aus @y und ZO hervor.
Die Gléattung in einer kleinen, durch den Trédger von g bestimmten und nicht
iiber J hinausragenden Umgebung von & € |o, 7] dient allein dazu, dafi ap und b
im Gegensatz zu ap und 50 bei o differenzierbar sind. Davon abgesehen ist das
fiir unsere Zwecke wichtige qualitative Verhalten von ag und by, insbesondere die
Eigenschaften (a), (b), (d) und (e), bereits bei ay und by vorhanden.

Mit Hilfe von ¢g = (aqg, bp) als Referenzfunktionenpaar ordnen wir fortan stets
jedem Element ¢ = (o, 3) aus X ein Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (CY(R))? zu,
und zwar auf folgende Weise:
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(A.(1) t<o
a(t) :== < ap(t) + alt) telJ
ap(7) + (1) + (('10(7') + d(T))(t —7) t>T,

(6.19)
t) t<o

+ 4(1) teJ
)+ B(7) + (bo(7) + B(T)) (t —T) t>T.

Aufgrund der Eigenschaft (6.12) von ¢¢ = (ao, by) und geméf der Definition (6.9)
von X sind a und b in der Tat auf ganz R, insbesondere also bei o, stetig differen-
zierbar. Die Zuordnung (6.19) rechtfertigt unsere Terminologie, ¢¢ = (ag, by) als
Referenzfunktionenpaar zu bezeichnen. Fiir jedes ¢ = (o, ) werden o und [ auf
J immer in Bezug zu a( und b, gestellt. Linksseitig des Intervalles J werden ay+«
und by +  durch die festen Funktionen A  und B fortgesetzt, und rechtsseitig
durch Geraden. So entstehen a und b auf R, und diese sind gegeniiber v und j3
auf J die eigentlich relevanten Funktionen. Wir werden im weiteren Verlauf des
Beweises sténdig von der Zuordnung (6.19) Gebrauch machen.
Ausgehend von Konstanten @, 9, ¢ € R, welche der Voraussetzung

wo<w<1, 0<6d<dy, ¢>2g(0) (6.20)

geniigen sollen, betrachten wir Elemente ¢ = («, #) von X mit folgenden Eigen-
schaften (21)—(Q4):

(Q1) Fiir alle t € J gilt
Jao () + (1), [bo(t) + B(t)] < @.
(Q2) Fiir alle t € J gilt
(ao(t) + a(t)) — (bo(t) + B(t)) > 0.

(©23) (ao(7) + é(1)) — (bo(7) + B(7)) > 0.
(94) Fir alle tl,tz € J mit tl 7& t2 gllt

‘(ao(tQ) + alta)) — (ao(tr) + c(tr))]|
|ty —t1]

| (bo(t2) + ﬁ(t2|2 - t(lb|0<t1) + 6(t))] <7

<
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Wir definieren
Q:= {cp =(o,0)e X ‘ ¢ hat die Eigenschaften (Ql)—(Qél)}.

() ist eine offene, beschrénkte Teilmenge von X. Aufgrund der Eigenschaften (b),
(d) und (e) von ag und by sowie der Voraussetzung (6.20) an @, é und ¢ gilt 0 €
(d.h. © enthélt den Nullvektor des linearen Raumes X).

Mit Hilfe der Zuordnung (6.19) kénnen wir die Eigenschaften (£21)—(Q4) auch
auf folgende dquivalente Weise formulieren:

(Q1) la()], o) <@ (teJ). (6.21)
(92) a(t) —b(t) >4 (teJ). (6.22)
(Q3) a(t) — b(r) > 0. (6.23)

) }a(lﬁi - Z(Itl)” ’b(f;z :Z(rl)’ <C (it e ti#t).  (6.24)

Ein ¢ = («, f) aus X ist also genau dann Element von 2, wenn die gemé&f
(6.19) zugehorigen Funktionen a und b die Eigenschaften (6. 21) (6.24) besitzen.
Ahnlich wie hier werden wir des 6fteren Eigenschaften von o und 3 unmittelbar
durch diejenigen von a und b ausdriicken.

Es sei nun ¢ = (a, b) ein Funktionenpaar, welches der Vorschrift (6.19) gemé&s
aus einem Element ¢ = («, 3) von Q hervorgeht. Wegen ¢ € Q, (6.21) und (6.22)
gilt

()], ()] <@ < 1,
B fiir alle t € J. (6.25)
a(t) =b(t) >d>0

Wir zeigen, daf3 diese Abschidtzungen nicht auf das Intervall J beschréankt sind,
sondern dafl sogar

la()], b(t)| <@ < 1,
B fir alle t € R (6.26)
a(t)=b(t) >d6>0

gilt und damit ¢ den Voraussetzungen in Korollar 4.7 geniigt. Hierzu verwenden
wir

a(0)] (0] < max{Ju], Joc|sup la(s)| swp lb(s) | (€ R) (6.27)

sedJ

sowie

a(t) — b(t) > inf (a(s) — b(s)) (t € R). (6.28)

sedJ
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Ersteres folgt aus (6.19) zusammen mit (6.18) und (6.20). Zum Beweis der zwei-
ten Ungleichung benutzen wir

1 - 1
5 >0, B.(t)=-1m5<0 (t <0),

A <t>_?71t 2

woraus mit der Voraussetzung (6.3) und (6.19)
a(t) —b(t) <0  (t<o) (6.29)
folgt. Wegen ¢ € Q, (6.23) und (6.3) gilt zudem

alt)—bt)>0  (t>1),

und gemeinsam mit (6.29) hat dies (6.28) zur Folge. Anhand der Ungleichungen
(6.27) und (6.28) konnen wir von (6.25) auf (6.26) schliefen, denn geméa8 (6.20)
und (6.13) gilt @ > max {|u.|, |v..|}. Damit ist (6.26) gezeigt.

Jedes ¢ = (a,b), das iiber die Vorschrift (6.19) einem ¢ = (a, 8) € Q zuge-
ordnet ist, geniigt also den Abschétzungen (6.26). Nach Korollar 4.7 sind daher
fiir ein solches ¢ = (a, b) die rechte Seite in (WF) bzw. die Ausdriicke

. 1+b(17 (1)) 1 1—b(If (1)) 1
Fy = - 5 - 5
= b(IL(®) (alt) — (17 (1)) 1 + (I () (alt) - (I (1))
FE() = 1—a(l; () 1 1+a(l3(t)) (6.30)
i L+a(lz (1) (a(iz(6) —b(0)" 1= 0l 1) (a(if(r)) - b))

fiir jedes ¢t € R wohldefiniert, mit I; (t), I (¢), I3 (¢) und I3 (t) gemiB (4.22). Dieser
Sachverhalt erlaubt es, in der folgenden Weise einen Operator H auf [0,1] x Q
zu erkldren:

H:[0,1]xQ — X
()\,Qp) = H()\,Qp) = (Hl()\AO)aHz()\aSO)),

mit
t PMO ()
H(A\@)(t) = —aolt) + /
\/ 1+ P%(s)
(6.31)
Hy(\)(0) = —bolt) + / By 7(s)

\/ 1+ P%(s)
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und
Pty = (1 - N2l ) Asld) ) L FY (s)ds
\/1— ao(t)? \/1—A_(0)? 0/2
(6.32)
P¥(t) =

. . ¢
bo(t B 1
(1- ) 0(‘) A Bele) )\/ SkaFyf (s)ds
\V1-0o(t)> \J1-B.(0)* 2
fir alle ¢t € J. Es sei bemerkt, dafl die in der Definition von H;(\, ¢) bzw. FY
(¢ = 1,2) auftretenden Funktionen a,b € C*(R) mittels der Vorschrift (6.19) aus
v = (a, B) € Q2 gebildet werden und H insofern tatséchlich auf [0, 1] x € erklért

ist. Man beachte weiterhin, daf fiir jedes (A, ) € [0,1] x Q gemiB (6.12) und
(6.32)

Hi(A, ¢)(0) = —ag(0) + A(0) =0,

(A 9)(0) = —dol0) + —A 2

1+ P¥(0)
A(0)
= —A_(0)+ \/1 —4-00)

A(0)
1—-A_(0)?

1+

und ebenso
Hy(A\,0)(0) =0, Ha(\ ¢)(o) =0

gilt, d.h. H bildet in der Tat [0,1] x  nach X ab.

Der geméf (6.30)—(6.32) definierte Operator H auf [0, 1] x Q) ist genau unserer
Problemstellung angepaf3t. Um dies zu verdeutlichen, nehmen wir voriibergehend
an, daB ein ¢ = (o, 8) € Q Fixpunkt von H(1,-) ist. Das Funktionenpaar ¢ =
(a,b), welches der Vorschrift (6.19) geméf aus ¢ hervorgeht, geniigt dann wegen

(A @)(t) = aft),  Ha(A@)(t) =6(t)  (te])

und
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geméB (6.31) fiir alle ¢t € J den Gleichungen

a(t) =

PM(s
/\/1+P“"

P (s
/\/1+P“’

bt) =

Differentiation nach ¢ ergibt

PM(t Pt
\/1+PM’ \/1+P“’
und damit
= PM(t) = P*(t) (6.34)

fiir alle ¢ € J. Da P und Py"¢ gemif (6.32) differenzierbar in J sind, besagt
(6.33), daB gleiches auch fiir @ und b in J zutrifft. Aus (6.34) und (6.32) mit
A = 1 ergibt sich durch erneute Differentiation nach ¢

O g T 069

fir alle ¢t € J. Der Definition (6.30) von Fy(t) und Fy (t) zufolge bedeutet dies
aber gerade, dafl im Intervall J die Bewegungsgleichungen (WF) erfiillt sind.
Wenn also ein ¢ € Q Fixpunkt von H(1,-) ist, so handelt es sich bei dem zu-
gehorigen, durch (6.19) gegebenen Funktionenpaar ¢ = (a,b) um eine bedingte
Losung von (WF) auf J mit der Eigenschaft (6.5). Anhand von (6.19) und der
Definition (6.30)—(6.32) von H sei nochmals darauf hingewiesen, wie das Refe-
renzfunktionenpaar ¢y = (ag, by) den Zusammenhang zwischen dieser bedingten
Losung ¢ und dem entsprechenden Fixpunkt ¢ von H(1,-) herstellt.

Unsere Aufgabe besteht also darin, die Existenz eines Fixpunktes von H(1, -)
in Q nachzuweisen. Wir nehmen nun an dieser Stelle vorweg, dafl der Operator H
die folgenden Eigenschaften besitzt: H ist kompakt, und fiir jedes A € [0, 1] gilt
0 ¢ (Id— H(X,-))(09). Unter Verwendung dieser Eigenschaften von H fiihren
wir zunéchst den Existenzbeweis zu Ende. Den Beweis der beiden Eigenschaften
tragen wir dann anschlieend nach.

Es sei

D:M—7Z
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mit
M = {(Id -G A, q) } A C X offen und beschrinkt, G: A — X kompakt,
qEXan%(M—(ﬁ@A%

der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad (vgl. [16]). Wir beweisen anhand der
Eigenschaften von D, dal H(1,-) einen Fixpunkt in Q besitzt. Fiir die offene
und beschrankte Teilmenge €2 von X gilt wegen 0 € €2

D(d,Q,0) = 1.

Des weiteren ist der Operator H: [0,1] x Q — X eine kompakte Homotopie mit
0¢ (Id—H(X,-))(09) fiir jedes A € [0, 1]. Aufgrund der Homotopieinvarianz des
Abbildungsgrades gilt also

D(1d — H(1,-),9,0) = D(Id — H(0,-),9,0) = D(Id,,0) = 1.

Hierbei haben wir verwendet, da§ der Operator H (0, -) gleich der Nullabbildung
ist. GeméB (6.31) und (6.32) mit A = 0 gilt ndmlich

t

zﬁmmxwz—ﬂaw+Awwry/%@ws=a

g

t

zuawwz—%@+8¢w+/%@@:o

g

fiir alle ¢ € Qund t € J. Aus D(Id — H(1,-),Q, O) = 1 folgt schlieBllich

(Id = H(1,-)) " (0) # 0,

d.h. H(1,-) besitzt einen Fixpunkt in €.

Die Existenz eines Fixpunktes ¢ = («a, 3) € Q von H(1,-) bedeutet aber: das
Funktionenpaar ¢ = (a,b), welches der Vorschrift (6.19) gemafl aus ¢ hervorgeht,
geniigt fiir jedes ¢ € J den Gleichungen (6.35) mit FY’(¢) und Fy (t) geméB (6.30),
d.h. ¢ ist bedingte Losung der Bewegungsgleichungen (WF') auf J und hat zudem
die Eigenschaft (6.5). Damit ist die Existenzaussage des Satzes bewiesen.

Wir miissen jetzt noch den Beweis nachtragen, dafl der Operator H kom-
pakt ist und daB 0 ¢ (Id — H(X,-))(9Q) fiir alle A € [0,1] gilt. Beim Beweis
der zweiten Eigenschaft wird sich auch die Giiltigkeit der im Satz behaupteten
Abschitzungen (6.6)—(6.8) ergeben.
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Wir beginnen mit dem Beweis der Kompaktheit von H und zeigen hierzu als
erstes, dal H stetig ist. Fiir beliebige (\, ¢), (A, @) € [0, 1] x 2 gilt gem&B (6.31)
und dem Mittelwertsatz

() P
\/1+P)“P \/1+P>\<P

< |PM() - PM()

|HL (N ) () — Hi(N, @) (t)] =

fiir alle ¢t € J. Mit (6.32), (6.13) und (6.18) folgt

ui@wxw—HﬂX@@M

a1 |A(o) N
< 0L -5+ A= 3
\/1—a0 \/1—A_(0)?
t
- [1 1 _
+|A—A\/§m}pf(s)}ds+|A\/§mw<s)—Ff<s)yds (6.36)
<= -2

\/1—wi

rgm = A =3+ g = )| FY — |

fiir alle t € J. Nun schitzen wir ||FY|| und ||FY — FFH ab. Gemaf Hilfssatz 5.1
und (6.26) gilt

Mﬂ—b@ﬁﬂ)>g@€;ﬁzz%& am-waﬂw)>“®;”“)z%3@3n
fiir alle t € J. Gemeinsam mit (6.26) erhalten wir also aus (6.30)
L+b(I7 (1) 4 1-b(If(t) 4
Fro| < SWO) 4 1MEO) 4
1=0b(ly (1) 5 1+b(lf(t) s
S22
1-w3 1-wg
fiir alle ¢ € J und daher
| F¥| < L_Q (6.38)
(1-w)o
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Aus (6.30) folgt weiter durch Anwendung des Mittelwertsatzes zusammen mit
(6.26) und (6.37)

[P (t) - FY ()] < (1 _325)83 (o) =0+ @) =3 @)
T . 2@)53 (la(t) = a)] + | () =Bt 1))
8 | N (6.39)
ST (i (1) = b(i; (1))
- _8@252 b(tF (1) = b1 (1)

fiir alle t € J. Es gilt
la(t) — ()| + [p(ir (1) = b(1; (1))
< a=al +[p(r (0) = (1 )] + [T (1) =07 ()]
< o=@l + 18 - Bl + [b(tr (1) = B(ix 1))

fiir alle t € J. Hierbei haben wir ausgenutzt, dafi wegen [; (1) < ¢t < 7 entweder
I7 (t) € J oder l; (t) < o gilt. Im zweiten Falle sind b(l; (¢)) und b(I7 (t)) geméB
(6.19) gleich, woraus

sup [b(I7 () — b(Iy ()| < b bl = |8 - 5| (6.40)

teJ

folgt. Der Mittelwertsatz, (6.26) und (4.22) ergeben weiter
la(t) — a(t)| + [p(ir (1) = b(1; (1))
< fla =@l + 118 Bll +@[1 (t) - Iy (0)]
< Jlo =@l + 18 = Bl +©(la@) - a0)| + [b(1; 1)) = b1 )]
und folglich
ja(t) —a(®)] + [p(i; (1) = b(1; ()] <
fiir alle ¢ € J. Anders verlduft dagegen die Abschitzung von
la(t) — a(t)| + [p(EF (1) = B(IF (1))

< la—al + b (0) =51 ®)| + B ®) =B 1)),

1
1—w

(lo=all+18=5])  (6:41)

(6.42)
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Wegen [ (t) > t > o gilt entweder [ (t) € J oder I (t) > 7. Im zweiten Falle
sind b(If (t)) und b(If () im allgemeinen nicht gleich, so daB wir nicht analog
zu (6.40) schlieBen konnen. Wir benétigen daher, dafi wegen (4.22), (6.26), dem
Mittelwertsatz und (6.19)

H(r) =7 = a(r) = (i (7))
a(0) +B(1 = 0) = blo) +&({ (1) — 0)
Aw(0) = Bo(o) + 20(1 — o) + (I (1) — 7)

VAN

IA

und damit
A (o) — B, (0)+2w(T — 0)

If(r)—1< .

gilt, woraus fiir ¢ € [7,1](7)] gemiB (6.19)

b(t) = B(0)] = [b(r) + b(r)(t — 7) — B{r) ~ B(r)(t — 7)]

< o =Bl + 11b— Bll (17 () — 7)

w(0) = B (0)+20(T —0)

~ A . S
< 18- Bl + 2 15— B

folgt. Also ergibt sich

bt (6) = bt ()| < max { o ~Bll, sup |p(s) ~(s)|}

SE[T,IT(T)]
~ — B (T — . A~
e e A TE ]
Wir setzten dies in (6.42) ein und erhalten
la(t) —a(t)] + |b(If (1)) = (I ()]
- ~ A — B 2w(T — LA
< fla—a] + 18— g + A=) = B=l) ¥ W =0) 5 5

1—w
+Ho(1r ) = ()]

fir alle t € J. Der Mittelwertsatz, (6.26) und (4.22) ergeben weiter

la(t) —a(t)| + |b(If (£)) = b(I{ ()
A (o) — B (o) +2w(r —0)

< fla—all+ 18- 5l + =7 15 - B

+o[1F () — 17 (1)



§ 6. Bedingte Losungen 59

A (o) — B (0)+2w(T — 0)

< fla—all+ 118 -5l + =7 15— B
+3(la(t) = ae)| + b (1) = (I ®)])
und folglich
la(t) —a(t)| + [b(1 (1)) = B(I; (1)
< —=—=(la—al + 115~ Fl) (6.43)
4 A=0) = Blo) 4 B 2 0)y 5 5

(1-op

fiir alle ¢ € J. Nun miissen wir in (6.39) noch die Terme mit b und b abschitzen.
Es gilt

bt (1) = (i ()] < [p(Ir(6) = b(Er )| + [t ) — b(i (1)
(6.44)

gnﬁ—awwaﬁu»—aﬁu»

fiir alle t € J. Bei der Abschétzung von ‘g(ll_(t)) —g(l? ()] ist zu beachten, daf
zum einen wegen (6.24) und ¢ € Q)

wgz (tl,tQEJ, tl#tQ)

gilt, und dafl zum anderen im Falle ¢ < o wegen (6.19), (6.2) und o0 < —1 die

Abschéatzung
) 1 1
|6(2)] = SWW <m (<o)

besteht. Aus (6.44) ergibt sich daher
b1 (1) =B @)] < 13 = 5l + €+ m)ltr (0~ 15 (1)

fiir alle ¢ € J, und dies hat mit (4.22) sowie (6.41)

b1 (1) —b(1r (1)

< -0l + @+ mmm@—atwwwﬁan—aﬁano (6.45)

< 18- 5H+

2 (o —all + 118 - 5Il

E |
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fiir alle t € J zur Folge.
Weiterhin gilt

b (1) — b ()] < bt (1) — B(IF (1)] + (1 () — BT ()]
' ‘ s (6.46)
< 18— Bl + [b(If (1) = b(If ()]

fiir alle ¢ € J. Man beachte hierbei, da8 b(¢) und g(t) fiir ¢ > 7 konstant sind
und daher wegen ] (t) > ¢ in der Tat

sup [b(1f (1)) — b( t)] < llb— bH 15 — EH

teJ

gilt. Aus (6.46) ergibt sich wegen » € Q, (6.24) und (6.19) anhand des Mittel-
wertsatzes

bt (6) = (I ()] < 18— Bl + i (1) - 17 (1)
fir alle t € J. Mit (4.22) und (6.43) erhalten wir demnach
b1 (1) = b (1))
< 116 = 3+ ¢ (latt) —a)] + b 1) - B(IF 1))

<118 = Bl + +2= (o — |+ 13— BI)
(cA=(0) = ﬁ ()jz“ 2155 (6.47)

S (ol + 118 - Bl

(1+c=D= B LRI

fiir alle t € J.
Indem wir die Abschétzungen (6.41)—(6.47) zusammenfassen und

16(C + o) N 64

Co = =2 =3
(1-©)3 (1—-w)2
- 8 A (0) = B.(0)+2w(r — 0)
Co = (1-)25 <2+C (1-w) )

139 A (o) — B (0)+20(T — 0)
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setzen, folgt aus (6.39)

|F¥ - FY||
32
<(1_w)5 ——=(lla =@l + 15~ 51)
32 N ~
+u_m§1_wwa—MHWﬁ—m0
e Al = Pl LB 05 )
(1-m)8 (1-w)?
— QIIB 8l (6.48)
(1-w)%
8 C+mo e =
o 1w e all 18 =5
8
+(1_w)251 —(llov = all + 116 = 5l
8 =A.(0) = Bu.(o) +20(r—0)\ 5 %
o <1+§ (1-m) )”5 Al

< Co(lla—all + 18— Bll) + Cyll3 - B

Mit (6.38), (6.48) und

2 N 8 max{ri, ko } (T — o)

C:2(1+TJ)( f_wg (1_5)52

—|—% max{ry, ke }(7 — 0)(Co + Cj) )

ergibt (6.36) jetzt

2 ~ 1 16
X=X+ =k (T — 0)——— A= )|

\/1— Wi 2 (1-w)o

1 _ - .-
+51(r =) (Collla = &l + 18 = BI) + ol — )
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2 N 8 max{ki, ko } (T — o)

=2
1—wl (1-w)o

IN

1
+§ max{ky, ko (T — 0)(Co + C})

x (1A= X+ o= @l + lla = &) + 18 = Bl + 11 - 31l

C
i +r=o)

A=A+l = Sllx )-
Ebenso besteht die Abschétzung

HHz()\,go)—Hg(X,@H < 2 (|)\_X‘+”<P_§5HX)7

=)
wie eine analoge Betrachtung zeigt. Zudem gilt
[H:(x ) = Hi\ Q)| < (7 = o) Hi(A 0) = T D) (i =1,2).
Wir erhalten also schliellich
1) = HX )| < C(IA =M+ lo = @llx ),

und somit ist H stetig, da C' von den beliebig gewihlten (A, ¢), (X, ?)€[0,1]xQ
nicht abhéngt.

Zum Beweis der Kompaktheit von H zeigen wir als zweites, daf3 die Menge
H([0,1] x Q) relativ kompakt ist. Hierzu sei {(\,, ©,)}nen eine beliebige Folge
in [0,1] x Q. Gem#8 (6.31) gilt

. P>‘n7§9n
|| Hy(Ans o) || < llaol| + L || <2
L+ (P

[y 90) () = Hy (O, 00) (2))]
t) — ao(t)] + A =~ e 2
VI+(Prem)? 1+ (o))

< Jaolt) = )] + [P (t) = Pon (1)

< |ao
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fiir alle n € N und ¢, ¢ € J. Mit (6.14) und (6.32) folgt
[H1(May 00) (1) = Hi(Ans 00) ()]

< 2g(0)|t — '] + \Pf"’“’”(t) — P ()] (6.49)

ao(t')

1 ®
Vl‘% S fi—aer| [ g

t/

t

< 29(0)|t —t'| +

An dieser Stelle sei der folgende einfache Sachverhalt festgehalten: aufgrund

von

d_r 1 51 wel-n) (6.50)

ofime (-2

gilt nach dem Mittelwertsatz
y—x

Y
Vi-v ¢1 o (1 maxel. )

sowie

7 (Fl<z<y<l) (6.51)

y—x < ‘ (—l<z<y<l). (6.52)

_\/1— \/1—332

Von diesen Ungleichungen werden wir im folgenden des ofteren Gebrauch ma-
chen.

Wegen (6.51), der Eigenschaften (6.13) und (6.14) von ag sowie (6.38) ergibt
sich aus (6.49)

| Hy (A 00) (8) = (s 00) (1))

1 ) ) 1
< 2g(0)]t = ¢+ ———lao(t) = ao(t)| + 5 || EF |1t = ]
(1 —w§)2
29(0 1 16
< 29(0)|t —t'| + &It — '+ —— [t =t
3 2 =2

4¢(0) N 8 max{ri, Ko}

=2

(1-w?)? (1-w)0

& —t'|

fiir alle n € N und ¢,¢' € J. Mit den von n unabhingigen Konstanten

Coim2, e 4¢(0) N 8max{/i1,_/;2}
(1 —wd) (1-m)

N
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gilt entsprechend
HH2<)‘11790n>H < 6;07
' ' ~ (t,t' € J,n € N)
| Ha(Ans @) (8) = Ha(Any ) (8)] < Cilt =1
und weiterhin
[ Hi(Ans 00)|| < (7 = 0)Co,
_ (t,t' € Jme N,i=1,2).
‘Hz<)\n7 @n)(t) - HZ()\ﬂJ @n)(t,)‘ < Co|t o t,‘
Nun betrachten wir in dem linearen Raum C(J, R?) eine Folge
{futnew,  fo=(F0, 12, 13, £9) € C(J, R,
die durch
fT(ll) = H1(>\n> Qpn)a 7§2) = Hl()\na (Pn)a
T(Lg) = HQ()\na (pn)a f7(l4) = HQ(Ana Qpn)

definiert sei. Beziiglich der geméf

4
I llceme =swp d_|fO@] f= (fO, 1@, O 1) e C(IRY),
i=1
gegebenen Norm H-HC(J’[RAL) ist C(J, R*) ein Banach-Raum, und die Folge { f,, } nen
ist geméf N
I fallorey < (2+2(r—0))C, (neN)

gleichférmig beschrankt sowie geméfl
4 ~ ~
ST ) — O] < (2Co + 28|t~ (1.t € Jn€N)
i=1

gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli besitzt daher {f,},en in
C(J,R*) eine konvergente Teilfolge { f,, }xen. Dies aber bedeutet wegen

1 (Ans on) = HAms o)l x < 411 fn = Fnllomrsy — (myneN),

daf die Folge {H (An, ¥n) }nen in X die konvergente Teilfolge {H (A, . ¥n, ) }ren
besitzt. Da die Folge {(An, ©n) hnen in [0, 1] x Q beliebig gewihlt war, ist demnach
die Menge H ([0, 1] x Q) relativ kompakt. Hieraus folgt zusammen mit der zuvor
bewiesenen Stetigkeit von H, dal H ein kompakter Operator ist.

Als letztes steht jetzt noch der Beweis von 0 ¢ (Id — H(),-))(09) fiir jedes
A € [0, 1] aus. Hierzu wihlen wir ein beliebiges, aber festes A € [0, 1] und zeigen,
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daB eine (hypothetisch als existent angenommene) Losung ¢ € Q der Gleichung
H(\ ) — ¢ = 0 bestimmten A-priori-Schranken unterliegt. Alsdann passen wir
die Konstanten @, 6 und ¢, welche in die Definition der Menge 2 elngehen SO an
diese A-priori-Schranken an, daf aus der Giiltigkeit von H (A, ¢) — ¢ = 0 fiir ein
¢ € Q zwangsliufig p ¢ 0Q folgt.

Ist ¢ = (a, B) € Q eine Losung der Gleichung H (), ¢) — ¢ = 0, so gilt gemif
(6.19) und der Definition (6.31) von H

A . . . A
(1) = a(t) + do(t) = — i e) = (1) + (1) = ——
1+ PP (1)? L+ Po(t)?

und damit geméB der Definition (6.32) von P}*? und P,"¥

a(t) _ A (o) F (1= ao(t) + A | 1/{1]71“"(5)d$
\/1—a(t)? \/1— A (0)? V1= ao(t)? 0/2
(6.53)

o) ., B - bot) t Lo (s)ds
V1-bt)?2 /11— B.(0)? \/ 1= bo(t)? 0/2

fiir alle t € J. Da PM(t) und P;*?(t) in J differenzierbar sind, gilt gleiches auch
fiir a(t) und b(¢) in J. Differentiation nach ¢ ergibt

i(t) o (t) 1
= (1= N)— Ak FP(E)
(1—a(t)?)? (1—ao(t)?)® 2
) ) (6.54)
%:(1_ bo—“)_A o FE (1)
(1—b(t)?)* (1—bo(t)2)? 2

fiir alle t € J. (Man beachte, da8 hier und im folgenden mit (o), b(c) baw. i(7),
b(T) stets die rechts- bzw. linksseitige zweite Ableitung gemeint ist; die zweite
Ableitung selbst existiert bei o bzw. 7 im allgemeinen nicht.)

Als erstes leiten wir eine obere Schranke fiir |a| und |b| in .J her. Es gilt

1 — v .a(t)
1 —a(t)?

1—)\v A t

/H

(6.55)

1
d +)\/ Vo +a(s )2/{1Ff’(s)ds
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fiir alle t € J. Zum Beweis differenzieren wir beide Seiten dieser Gleichung nach
t. Es ergibt sich

d 1—wv_alt) —v .d(t) N 1 —wva(t) .

- = ra(t)a(t
W i—aw?r r—aep (1-a?)?
: a(t)
= (—va+a(t) 3
(1 —a(1)?)?
d 1— M A ( ) v CLO
dt ;

— (1= By Bla®)
(1= ao(t)?)? (1= do(1)?)?
FA (e + (1) g FF ()

ao(t) |
m + )\§H1F1 (t)

fiir alle t € J. Wegen (6.54) sind also die Ableitungen von linker und rechter Seite
in (6.55) gleich. AuBlerdem ist die Gleichung (6.55) wegen (6.12) und (6.19) fiir t =
o richtig, und damit gilt sie fiir alle t € J. Im Falle A\ = 1 besteht eine Analogie
zwischen (6.55) und (5.7), wobei hier v, die Rolle von € itbernimmt. Wie dort
verwenden wir die Gleichung (6.55), um eine Schranke an |a| zu gewinnen. Aus
(6.55) folgt wegen der Eigenschaften (6.12)—(6.14) von a¢ und (6.50)

1 —wv_al(t)
1 —a(t)?

ﬁ m /1_%

+>\§/{1 / (—va +a(s))FY(s)ds

[

= (v + d(t)) (1—=2X)

w\w
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2 1 ao(t
< + Bl
\/1—wi \/1 —w \/1 — ap(t)? 1 —ag(o)?
t

—i—)\%m / (— v +als))FY(s)ds

[

t

> - )\1/{1 / (— v +als))FY(s)ds

\/1_(’08 2 o

fiir alle t € J. Aufgrund der Definition (6.30) von F}’ konnen wir den Integranden
analog zu (5.12) (mit v, an Stelle von ) abschétzen. So ergibt sich

IA

1-valt)
1 —a(t)?
D VR L I ¥ A
w2 ale)— b () T2 et~ 0(1 (1)
1 1—v_, 1 1—v.
A ) = b(15 (0)) ) b(If (t))
< 5 4 K1 I K1

1 —uz o) =b(l(0)  alo) =b(i (o))

fiir alle t € J. Nach Hilfssatz 5.1 und (6.19) folgt

1— U,ood(t) 2:‘11 2/‘11

b(o) " alo) - b(o)

1 —a(t)?

4:‘{,1

) —
(0) = B(0)

IN

5
+
\/1—@08 a(
-
\/1—@03 A
fiir alle t € J. Mit
L—va(t)>1— v, >1—max{|u.l|v.|}

erhalten wir schliefilich

1 1 5 4max{ky, K2}

m - L max {lucl Jol} \ /22 T A0 - B.(o)
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fiir alle t € J. Setzen wir nun

5 dmax{Ky, K2}

> P A0 —B(0)

Ko = , (6.56)

1— max{\ww|, |uoo|}

so gilt Ky > 1 und |a(t)| < /1 —1/K3 fiir alle ¢t € J. Eine analoge Betrachtung
zeigt, dafl dieselbe Ungleichung auch fiir b in J besteht. Wir haben also die

Abschétzung
. 1
la@®)], [b(t)] <4 [1——5 <1 (teJ) (6.57)
Ky
gewonnen.

Als néchstes wollen wir eine untere Schranke fiir a — b in J ermitteln. Gemaf
(6.53) und (6.30) gilt

CL(t) o) OO(O') + (1 _ )\)CLO—(t)
110 (s) 1
+A-k1 ; 708
; / () (a(s) )

+A=Ky . 2d8
2 0/ (1 - b(ll—(s))) (a(s) - b(lf(s)»

fir alle t € J. Mit (6.13), (5.11), Hilfssatz 5.1 und (6.19) folgt

1 1 1
N Aé“la@—) ~b(1; (0))

1
N A5’%@) — b1 (@)

1 — max b(s)
—2 1 sElly (t),t] 1 2

2 e M e Y
S —2 n )\1/{ 1—v, B K1
T i 27ty —b(t) A._(0)—B.(0)

fiir alle ¢ € .J. Im letzten Schritt haben wir benutzt, da b(t) < v, fiir alle t € R
gilt. Dies zeigt man folgendermafien. Gemé$ (6.19) gilt b(t) = B (¢) fir t < o,
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und mit (6.2) hat dies

lim b(t)= lim B_(t) = li A

A T A Pl = BV TRy ) T O
sowie

b(t) = B_(t) = _m# <0 (t<o)

zur Folge. GemiB (6.54) und (6.19) gilt zudem b(t) < 0 fiir alle ¢ > o und somit

b(t) <0, b(t)<uv. (teR). (6.59)
Analog gilt auch
a(t) >0, a(t) > u. (teR). (6.60)

Wegen d(t) — b(t) > 0 fiir t € R wiichst a(t) — b(t) insbesondere im Intervall J
monoton. Nach Voraussetzung (6.19) und (6.3) gilt

a(o) —b(o) = A.(0) — B.(0) <0,

und (6.23) zufolge gilt '
a(t) —b(r) > 0.

Demnach existiert ein ty € J = [0, 7] mit

a(te) — b(ty) = 0 (6.61)
a(ty) — b(ty) = rggl (at) = b(1)). (6.62)

GeméB (6.61), b < 0 und (6.19) gilt a(to) = b(to) < B..(0). Nach (6.18) hat dies
a(ty) < Bo(0) < wp und damit wegen (6.52)

a(to) < Wo < 1
\/1—a(t0)2 \/1—w§ \/1—w§
zur Folge. Indem wir (6.58) fiir t = ¢, auswerten, ergibt sich hieraus und mit

(6.62)

> ———=+ Ak

V
+
>
KA



70 Zwei abstoflende Punktladungen in einer Raumdimension

Nun setzen wir

—rk1(1l —v.)
K(') = 3 p (6.64)
+
| Al) - BL0)
und erhalten
a(t) —b(t) > AK; >0 (teJ). (6.65)

Fiir A = 0 ist diese Abschétzung untauglich. Um eine von A unabhéngige Schran-
ke zu gewinnen, beobachten wir zunéchst, dafi nach (6.53)

at)  w() Allo)  alt)
V1—at)? /1 —ae(t)? V1—A_(0)2 /1 —ao(t)?

1
+)\/§/{1Ffo(s)ds

fir alle t € J gilt. Mit FY > 0 geméf (6.30) sowie mit (6.13) und (6.18) ergibt
dies
1(t 10(1 2
i )
\/1 —a(t)? \/1—a0(t)2 1—w?
fir alle t € J. Wegen (6.52) folgt

2
a(t) — ao(t) > =\
1—w?

fir alle t € J. Mit (6.19) und (6.13) erhalten wir hieraus durch Integration

2

a(t) > ap(t) + a(o) — ap(0) = A\—=(t — 0)
1—wl
2
> ao(t) — A (1 —0)
1—w?
fiir alle t € J. Analog gilt auch
2
b(t) < by(t) + \—=(7 — 0) (telJ),
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und wegen (6.16) folglich

alt) — b(t) > aot) — bo(t) - A=)
I

> 0p — )\M

=2

fir alle ¢ € J. In Kombination mit (6.65) ergibt dies schliefllich die folgende
Abschétzung:

a(t) — b(t) > 5(:55_ > 0 (teR). (6.66)
K+
1—w?

Als néchstes beweisen wir, da8 a(7) — b(r) > 0 gilt. Hierzu nehmen wir
a(t) —b(r) <0 (6.67)

an und fithren diese Annahme zu einem Widerspruch. Gemaf (6.53) gilt

a(r)  b(r)
\V1—a(r)? /1 —b(r)?
(A B
Vi-ALe? J1-B.(o)

(6.68)
o [ o)
Vi—aom)? 1= by(r)?

+)\%/ (me’(s) + ﬁgFf(S))ds.

g

Wir miissen zeigen, dafl diese Grofie streng positiv ist. Wegen (6.18) gilt
A (o) B B_.(0) o 2
\/I—Am(U)Q \/1—300(0)2 \/l—max{|woo|,|v,oo|}27
und aufgrund von (6.15) gemeinsam mit (6.52) gilt zudem
(T (

ao(r) by
\/1—%(7)2 \/1—

_T) > o(7) — bo(1) > 0.
b0<7'>2
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Aus (6.68) ergibt sich also

a(r) B b(T) o 2
\/1—d(7)2 \/1—6(7‘)2 \/1—max{|woo|,|v,oo|}2
(6.69)
—l—)\%/ (/ﬁFf’(s) + HzFf(S))dS.
Nun schitzen wir das Integral ab. Geméa8 (6.30) gilt
1+b(17 (1)) 1
r(t) . —
L=b(lr (1) (a(t) - b(17 (1))
e (6.70)
Fry > L tBO) 1
L+a(ly () (a(iy (1)) - b(0))
fiir alle ¢t € J. Die Annahme (6.67) hat wegen (6.59) und (6.60)
a(t) —b(t) <0
und demnach
u., < a(ly (1) <alt) <b(t) <v.,
(6.71)
v, > b(I7(t) > b(t) > a(t) > u.
sowie mit (6.19)
a(t) = b(t) < a(o) —b(o) = A(0) — B.(0) (6.72)

fir alle t € J zur Konsequenz. Anhand des Mittelwertsatzes und (4.22) gewinnen
wir hieraus

a(t) —b(Iy (1)) < a(t) —b(t) +b(Iy (1)) (t =17 (1))
< A(0) = Buolo) + (17 (1)) (a(t) = b(17 (1))

a(ly (1) —b(t) < a(t) —b(t) —a(ly () (t =15 (1))

und somit
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fiir alle ¢ € J. Die Ungleichungen (6.70) ergeben nun

. b)) [ 1-bw) T 1= )
) > 1—b(I7 (1)) (Aoo(cr) —Boo(cr)>  (AL(0) = B.(0)”
. L—a(l; ) ( 1+a(lz0) \  1-a(; @)
ES(t) > 1 +d(l2_(t)) <AOO(J) —BOO(U)> = (AOO(U) —B,OO(U))Z’
und wegen (6.71) sowie (6.2) impliziert dies
FE(t) > 1 —max{\ww|,|uw|} (i=1.2)

(:c,oo — Yoo + (Uoo — voo)o—>2
fiir alle ¢ € J. Aus (6.69) folgt hiermit
a(r) ()
1—a(r)? 1 —b(r)?
> =\ 2
\/1 — max {|u.|, \v,oo\}Q
1 — max {|u..], |v,oo|}2

(:c,oo — Yoo + (oo — uoo)a)

+Amin{ky, ko }

5(T —0).

Nun machen wir Gebrauch von der Voraussetzung (6.4) an 7 und erhalten

i) b,

1—a(r)? 1— 5(7’)2

GemiB (6.52) bedeutet dies a(7) —b(7) > 0. Damit haben wir einen Widerspruch
zu unserer Annahme (6.67) erzielt. Also gilt in der Tat

a(t) — b(r) > 0. (6.73)
SchlieBlich benstigen wir noch eine Schranke fiir || und |b| in J. Aus (6.54),
(6.13) und (6.14) folgt

()] < % + %/@1HF1¢ BRUGIES m + %’@HFQOH

fiir alle ¢ € J. Mit (6.38) und der entsprechenden Abschétzung fiir || Fy|| erhalten
wir also

2g(0)

29(0) . 8max{m,_/§2} (teJ). (6.74)
(1 — cug)2

()], [b(t)] < (1-w)o
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Hiermit sind nun alle erforderlichen Abschiatzungen gezeigt. Wir fassen zu-
sammen: setzt man ausgehend von (6.56) und (6.64)

[ 1 1 Sk
K = max 1l—-—, =(14+w , K= 0 )
{ K? 5 0)} K6+4(T_0)

\/1—wi

~ 2¢(0) 8 max{Ki, K2}

K = + ,
(1-w?)? (1-K)K"

so gilt _
wo < K <1, 0<K <&y, K>2g(0), (6.75)

und geméB (6.57), (6.66), (6.73) und (6.74) gilt weiterhin

lat)], [b(t)| < K, a(t) —b(t) > K,
~ (teJ). (6.76)
a(r) —b(r) >0, lat)|,|bt)] < K

Man beachte, daf§ K, K’ und K nicht von den Konstanten w, 6 und ¢ abhéngen,
welche in die Definition der Menge () eingehen. Im Rahmen der Generalvoraus-
setzung (6.20) besteht Freiheit bei der Wahl dieser Konstanten. Wir setzen

wi=K, 0:=K, (=K.

Dies entspricht einer speziellen Festlegung der Menge 2, und alle vorangegange-
nen Betrachtungen bleiben hiervon unberiihrt, denn wegen (6.75) ist diese Festle-
gung mit der Generalvoraussetzung (6.20) vertréglich. Die Abschétzungen (6.76)
besagen nun, dafi ¢ ¢ 9 gilt. Damit haben wir gezeigt: falls fiir ein A € [0, 1]
und ein ¢ € Q die Gleichung H (), ) — ¢ = 0 erfiillt ist, so mufl ¢ ¢ 9 gelten.
Dies aber bedeutet 0 ¢ (Id — H(X,-))(9) fiir jedes A € [0,1].

Die beim Beweis der Existenz einer bedingten Losung verwendeten Eigen-
schaften des Operators H sind damit nachtréglich gezeigt.

Jetzt miissen wir noch beweisen, daf fiir jedes w € [0, 1[ mit (6.6) und jedes
d > 0 mit (6.7) die Abschéitzungen (6.8) bestehen. Hierfiir kehren wir noch ein-
mal zu (6.57) und (6.65) zuriick. Die bedingte Losung ¢ = (a,b) ist via (6.19)
einem Fixpunkt ¢ = («, 5) von H(1,-) in € zugehorig. Wir hatten gezeigt, dafl
H(1,¢) = ¢ die Giiltigkeit der Ungleichungen

M@%%@N§M1—§g<1 (teJ)

alt) —b(t) > Ky >0 (telJ)

und
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nach sich zieht, wobei K, und K|, durch (6.56) und (6.64) gegeben sind. Wegen
(6.13) gilt

5 4 max{/ﬁ, Ko} 10 8 max{ki, ko }
, V1 wo —B.(0) - A_(0) — B.(0)
1—max{|woo| |U°°|} (1—max{|woo| |v Oo|})

und daher

(1 — max {Ju_|,|v.|} )

<10 ! fmngjfiﬁléiz<i>)

la()l, [b(t) < |1~

(ted),  (6.77)

(1 — max {Ju|,|v.|} )

(0 25 55)

1 —

5 > max {|u.|, [v.|}. (6.78)

Weiter gilt

3
K1 (1 — max {\woo|, |uoo|}2> 51(1 — max {\woo|, |,Ufoo|}2> ’
>

Ko 2 —3 . Ir; . T
\1 —wg A (o) — B (o) A (o) — B, (o)
und daher
1 —max { |tol, |V
a(t) —b(t) > ( {| b ‘} ) (teJ). (6.79)

4/{1

Pt 0 - B0

Aufgrund von (6.78) sowie (6.27) und (6.28) sind die Abschitzungen (6.77) und
(6.79) nicht nur fiir ¢ € J, sondern sogar fiir alle t € R richtig. Folglich gilt (6.8),
sofern w € [0, 1[ und ¢ > 0 die Ungleichungen (6.6) und (6.7) erfiillen. Damit ist
der Satz bewiesen. a

§ 7. Der Existenzsatz

Wir beweisen in diesem Paragraphen das Hauptergebnis der vorliegenden Ar-
beit: die Existenz von Losungen der Bewegungsgleichungen (WF). Unsere Vorge-
hensweise besteht darin, von dem Intervall J = [0, 7] in Satz 6.3 zu einer isoton
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gegen R aufsteigenden Folge {.J,, = [0, 7| }nen entsprechender Intervalle iiber-
zugehen, und mit Hilfe der zugehorigen Folge {¢,},en bedingter Losungen ¢,
von (WF) auf J,, eine Losung von (WF) im eigentlichen Sinne zu konstruieren.

Um bei dem angedeuteten Verfahren die Konvergenz sicherzustellen, benoti-
gen wir bestimmte Schranken an den Verlauf von ¢,,, die (zumindest ab einem
gewissen ngy) von dem Folgenindex n € N unabhéngig sind. Diese beziiglich n
uniformen Abschéitzungen werden in den folgenden drei Hilfssétzen bereitgestellt.

7.1 Hilfssatz. Es seien v,y ., u..,v. € R bzw. A_,B. € (C’l(] — OO,O[))2
wie in Satz 6.3. Weiter sei {J,, = [0, Tn| }nen €ine Folge von Intervallen mit

Oni1 < Ony,  Top1 > Tn (n€N),

(7.1)
Jin o0 = —oc. -l 7 = o0
sowte
o< —1, A_(o1)>B.(01), —-1<A_(01)<B.(01)<1 (7.2)
und

2
2 <:c,oo — Yoo + (U — v,oo)an)
Tp = Op + 3 (TL S [N) (73)

min{ky, K2} (1 — max {‘u—oo‘a ‘U—oo‘}g) ’

Fiir jedes n € N schliefllich sei ¢, = (an,b,) € (CY(R))? eine bedingte Losung
von (WF) auf J,, mit

A (1) t <o,
an(t) =
{ an (1) + an (1) (t — 1)t > Tp,
(7.4)
{ B () t< oy
by (t) = ,
bu(Th) + bp(T0)(t — 7)) > 7.
Dann gibt es ein w € [0,1] und ein § > 0 mit
‘dn<t>|7 |bn<t>| <w <1,
fir allen € N, t € R. (7.5)

an(t) — ba(t) > 6> 0

Beweis. Fur

(1 — max {|u..|, |v0<,|}2)3

(104 St )

Wy = |1-—
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3
/<;1<1 — max {|u.|, |v,oo|}2) ’

4:‘{,1

Aoo (Un) - B*oo (Un)

Op =
12 +

gilt nach Satz 6.3

()], [bn ()] < wn <1,
firallen €N, t € R. (7.6)
an(t) — bu(t) > 6, > 0

Wir setzen
W = wp, 0 :=dp.

Aus A_(01) — B..(01) < 0 nach Voraussetzung (7.2) und

At —B.p="1 ; S0 (t<o0) (7.7)

gemaf (6.2) folgt mit Voraussetzung (7.1)

A (00) = Bo(00) > A(01) — Bo(00)

und daher
W = maxw,, 0 = mind,.
neN neN
Mit (7.6) folgt hieraus die Behauptung. O

7.2 Hilfssatz. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 7.1 gibt es ein ty < —1
und ein ng € N derart, daf$ fir alle t <ty und alle n > ng (n € N) gilt:

|an(t) — 2o — ut + mIn(—t)] < k—=,
’bn(t) — Yoo — Voot — 1o ln(—t)’ <k——=

mit einer von n und t unabhdngigen Konstante k > 0.

Der Beweis dieses Hilfssatzes ist sehr umfangreich. Wir stellen ihn daher an
das Ende des Paragraphen zuriick und zeigen erst, wie sich unser Hauptresultat
ergibt.

7.3 Hilfssatz. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 7.1 sind fiir jedes t € R

die Zahlenfolgen a,(t), . und by (t), e beschrinkt.
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Beweis. Zunichst sei bemerkt, dafl es geniigt, die Beschranktheit fiir irgendein
t € R zu zeigen. Ist ndmlich die Folge {a,(t)}nen beschrankt und ¢ # ¢, so folgt
mit Hilfssatz 7.1

t/

la, ()] = an(t)+/dn(s)d5 < |a, ()| + w|t’ — ¢,

t

und demnach ist auch die Folge {a,(t')},en beschriankt. Analog folgt aus der
Beschrénktheit von {b,(t)},en diejenige von {b, (')} nen-

Wir wahlen ¢ < tg, mit tq geméfl Hilfssatz 7.2. Dann bestehen fiir alle n € N
mit n > ng, d.h. fiir alle bis auf endlich viele n € N, die Abschétzungen

]an(t)} < }:c,oo Fu t—m ln(_t)} + kﬁ’
1
1

9

0, ()] < |y + 0t +mpIn(—t)| +k

wobei die rechte Seite jeweils nicht von n abhingt. Also sind die Zahlenfolgen
an(t),en und by (1), o beschriankt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Wir kommen nun zu unserem zentralen Satz.

7.4 Satz. Gegeben seien = ., Y ., U o,V € Rmit -1 < u < v, < 1. Dann
existiert eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF) mit

/il(l—u? )%(1—02

fe'e]

li t) — | T ol —
B a(t) oo T (Uno — V. o0)?

K
lim b(¢) — ot
Jm b() = |y + it + ==

Beweis. Wie in Hilfssatz 7.1 sei {J,}n,en eine Folge isoton gegen R aufsteigen-
der Intervalle und {¢,},en eine Folge bedingter Losungen ¢, von (WF) auf
Jy. Dafl unter den Bedingungen (7.1)—(7.3) an J, tatsdchlich fiir jedes n € N
eine bedingte Losung ¢, von (WF) auf J, mit der Eigenschaft (7.4) existiert,
wird durch Satz 6.3 gewéhrleistet. Wir zeigen zunéchst, dafl ein Funktionenpaar
¢ = (a,b) € (C’l(IR))2 und eine Teilfoge {¢n, }ren von {@, fnen existiert, so daB
on(t) auf jeder kompakten Teilmenge von R gleichmifig gegen ¢(t) konvergiert.
Anschlieflend beweisen wir, dafl ¢ eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF)
ist und das asymptotische Verhalten (7.9) besitzt.
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Wir betrachten in dem linearen Raum C(J;, R*) die Folge

{fadnews  fa=(F0 12 1D, £19) € C(1, RY),
definiert durch
FO) = an(t),  F2() = an(t),
(t € Jy).
F() = ba(t),  f30(1) = ba(t)
Beziiglich der geméaf

4
Hf”C(JL[R‘l) = tsélJpZ ’f(l) (t) ) f: (f(1)7 f(2)7 f(3)7 f(4)) € C(J17 [R4)7 (71())
Li=1

gegebenen Norm ||-|[o;, gey 18t C'(J1, R*) ein Banach-Raum. Wir zeigen, daf die
Folge {f.}nen gleichformig beschrankt und gleichgradig stetig ist.

Zunéchst zur gleichformigen Beschréanktheit. Nach Hilfssatz 7.3 ist die Zah-
lenfolge {a,(01)}nen beschrinkt, etwa gemaf |a,(o1)| < Cy fiir alle n € N und
ein (von n unabhéngiges) C1 > 0. Wegen Hilfssatz 7.1 gilt daher

¢

la, ()| = |an(o1) + /dn(s)ds <Cy+ / lan(s)|ds < Cy + w(m —oy)

o1 g1

fiir alle t € J; = [07, 71]. Analog gilt auch
‘bn<t)| S 02 -+ CL)(Tl — 0'1)

fir alle ¢ € J;, n € N und ein (von n unabhéngiges) Cy > 0. Zusammen mit
Hilfssatz 7.1 erhalten wir also

1 allogn gy = sup (Jan(8)] + ()] + [ba(t)] + [ba(t)])

teJy
<Ci4wln—o)+w+Ci+w(n—o1)+w
S Cl+02—|—2(7'1—0'1)—|—2,

fiir alle n € N, d.h. die Folge {f,}nen ist gleichférmig beschriankt.

Nun kommen wir zum Beweis der gleichgradigen Stetigkeit von {f,},en. Da
¢n = (ap, by) fiir jedes n € N bedingte Losung der Gleichung (WF) auf J, ist,
gilt

1+ b, (15 ,(1)) 1
L= 50 (1700) (an(t) — b (1, (1))’

N

in(t) = %/@1(1 — a,(t)?)
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fiir alle t € J,. Mit Hilfssatz 7.1 und Hilfssatz 5.1 folgt hieraus

. 1
0< an(t) < 5/{1

L= (an(t) = ba(1z,(1))

e e Rt e |

< 8/431
(1 —w)o?

fir alle ¢t € J,,. Gemé$ (7.4) und (6.2) gilt weiterhin

_mom

0<a,(t) =
D) =1 = (o < i

fiir t < o, sowie a,(t) = 0 fur ¢t > 7,. Insgesamt gilt also
. . m 8K1 / /
) —a ) < (B4 T V¢ (' €R, ncN). 7.11
) =] < (Bt 2 o= o] GV ER meN. ()

Analog zeigt man

. . 8
b (£) — b ()] < (% + ﬁ) it—¢| (Lt eR neN).  (7.12)
1

Zusammen mit Hilfssatz 7.1 folgt daher
4
DIE@) = B = lan(t) = an(®)] + |an(t) — an(t)]
i=1

H10(8) = ba ()] + [ba(t) = ba(t)

M 8k1 )
< wlt—1t — —— ) |t—t
< vl ‘*(ﬁ*wl—m&)‘ |

2 8’%2 /
t—t — —— ) |t—1
i ‘*(ﬁ*wl—m&)‘ |

m "—7]2 8(:“&1 + :‘12) ,
< (2 t—t
< (o Bt G -t
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fiir alle t,¢' € J; und alle n € N, d.h. die Folge { f,, }.en ist gleichgradig stetig.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli folgt aus der gleichférmigen Beschrénkt-
heit und der gleichgradigen Stetigkeit, daf { f, }nen in C'(J1, R?) eine konvergente
Teilfolge { f,, Jnen besitzt. Dies bedeutet: a,, (t), ap, (), by, (t) und b, (t) konver-
gieren gleichméfig auf J;. Als néchstes betrachten wir in dem linearen Raum
C(J, RY) die Folge

{gpn}n€N7 gpn = (g]()i)7g1()i)7g1()i)7gg(;i)) € C<J27 |R4)7

definiert durch

gl (8) = ap, (1), gy (t) = ap, (1),
(t € Jy),

g (1) == by (1), ger (t) = by, (F)

wobei C'(Jy, R?) in Analogie zu (7.10) mit der Norm [l ey versehen sei.
Eine analoge Argumentation wie bei der Folge {f,}nen ergibt, daB {g,, }nen
gleichformig beschréankt und gleichgradig stetig ist und daher nach dem Satz von
Arzela-Ascoli eine konvergente Teilfolge {g,, }nen besitzt. Dies bedeutet: a,, (1),
(g, (1), by, (t) und b,, (t) konvergieren gleichméBig auf J,. Dabei stellen also die g,
eine Teilfolge der p,, dar. Die wiederum gleichférmig beschrénkte und gleichgradig
stetige, durch

hg, () = (aqn(t)vdqn(t)v bqn(t)abqn(t)) (teJs)

erklirte Folge {h,, }nen in C(J3,R*) hat ihrerseits eine konvergente Teilfolge
{hy, Inen, A ap (), @, (t), by, (t) und by, (t) konvergieren gleichmifig auf Js.
Durch Fortsetzung dieses Prozesses erhélt man eine Reihe von Folgen nach dem
Schema

ap, (1), ap, (1), apy(t), ap,(t), ... gleichméBig konvergent auf Jy,
gy (1), gy (1), ags(t), ag,(t), ... gleichméBig konvergent auf Js,
ar, (1), ary(t), ar(t), ar,(t), ... gleichmifig konvergent auf Js,

und entsprechend fiir @, b und b anstatt a. Die m-te Zeile stellt eine Teilfolge der
(m — 1)-ten Zeile dar. Sie konvergiert gleichméBig auf .J,,. Daraus ergibt sich,
dafl die Diagonalfolge

ap, (1), ag, (1), arg(1), ...

auf jedem Intervall J,, gleichméBig konvergent ist. Sie ist ndmlich, jedenfalls von
ihrem m-ten Glied an, eine Teilfolge der m-ten Zeile (m € N). Damit haben wir
gezeigt: es gibt eine Teilfolge {¢,, }ren von {d, }nen, gegeben durch

(bnl = ¢p17 (bnz = ¢q27 (bng = ¢T37 A
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so daB an, (t), an, (t), by, (t) und by, (t) im Limes v — oo auf jedem .J,, (m € N)
gleichméfig konvergieren. Da {.J,, }men eine isoton gegen R aufstrebende Folge
von Intervallen ist, jede kompakte Teilmenge von R also Teilmenge eines J,, ist,
konvergieren ay,,, (t), a,, (t), by, (t) und b, (t) im Limes v — oo sogar gleichméfig
auf jeder kompakten Teilmenge von R. Wir setzen

a(t) := lim ay,, (t), b(t):= lim b,,(t) (t€R). (7.13)
Da die Ableitungen ebenfalls konvergieren, und zwar gleichméfig auf jeder kom-
pakten Teilmenge von R, gilt nach dem Satz iiber gliedweise Differentiation

a,b € C(R) und

a(t) == lim a,, (t), b(t):= lim b, (t) (¢t € R).

V—00 V—00

Nun zeigen wir, daf§ das so gewonnene Funktionenpaar ¢ = (a,b) € (C 1([R))2
eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF) ist.
Zunichst sei festgehalten, daf§ wegen Hilfssatz 7.1

la(t)], |b(t)| <w <1, a(t) —b(t) >35>0 fir alle t € R

gilt. Nach Korollar 4.7 ist folglich fiir ¢ = (a,b) die rechte Seite in (WF) auf
ganz R wohldefiniert. Insbesondere sind die Lichtkegelfunktionen von ¢ erklért,
d.h. zu jedem t € R existieren eindeutig bestimmte Zahlen I (), I (), I (t) und
I3 (t), welche die Gleichungen (3.1) erfiillen. Wir zeigen nun, da auch I7,, (1),

11, (1), 5, (t) bzw. I3, (t) im Limes v — oo auf jeder kompakten Teilmenge von

R gleichmiBig gegen [; (), I (t), I5 (t) bzw. I3 (t) konvergieren. Stellvertretend
fiihren wir den Beweis fiir [;,, (t). Gemaf (4.22) und wegen Hilfssatz 7.1 gilt

170, (1) = 17 (8)]
= [t = an, (t) + bn, (I, () — £+ a(t) = b(I; (1)
< Jan, (8) = ad)] + ba, (150, (8) = b, (17 (0)) | + (B, (17 (1)) = B(I7 (1))
< an, () = at)| + |l (&) = 15 (O] + [ba, (17 (1) = (15 ()]
und folglich

. . |, (t) — a(t)] + |bn, (17 (1) — b(I7 (1))]
}ll,m,(t) - ll (t)‘ < 1—w

(7.14)

fiir alle ¢t € R. Nun sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von R. Auf K
konvergiert a,,, (t) gleichméBig gegen a(t). Wegen der Stetigkeit von ] ist mit K
auch die Menge [ (K') kompakt, und b, (t) konvergiert auf [; (K) gleichméBig
gegen b(t). Demnach ergibt sich aus (7.14), daf [}, () auf K im Limes v — oo
gleichméBig gegen [ (t) konvergiert.
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Schliefllich miissen wir noch sicherstellen, dafl auch verkettete Ausdriicke, wie
zum Beispiel

b (L, (), b, (1, (8), i, (1, (1)),

auf jeder kompakten Teilmenge von R gleichméBig konvergieren. Wir zeigen dies
exemplarisch fiir by, (I, (t)). Wegen (7.12) gilt

b, (11, (0) = (I (1))

< bu, (I3, ) = bu, (17 ()] + [Ba, (17 (1)) = B(1F (1)) (7.15)
2 Bkz + _ D)) (1
< (B4 2 ) W0 = O]+ o (070) = 6 0)

fiir alle t € R. Es sei wieder K eine beliebige kompakte Teilmenge von R. Da
I, (t) auf K gleichméBig gegen [{ (t) und by, (t) auf I (K) gleichmé&Big gegen b(t)
konvergiert, folgt aus (7.15), daB by, (I, (t)) auf K im Limes v — oo gleichmiBig
gegen b(I{ (t)) konvergiert.

Nun seien t,# € R mit ¢ < ¢ beliebig. Wir setzen K := [t/,t]. K ist eine
kompakte Teilmenge von R. Da die Intervallfolge {.J,, },en isoton gegen R auf-
strebt, gibt es ein 1y € N mit K C J,, fir alle v > 1. Weil fiir alle v € N
zudem ¢,, = (ay,,by,) eine bedingte Losung von (WF) auf J,, ist, folgt aus
(WF) durch Integration

t

i, (1) = an, (t') + / %m(l — an, (s)%)

t/

3
2

1+ by, (15, (5)) !
1= b, (1,(5)) (a0 (5) — b (1 ()

1 — by, (1T, () 1

. ds
T b (0 5) (10, 5) — b (1, ()

fir alle v > 1vy. Im Limes v — oo konvergiert a,,(t) gegen a(t) und a,, (t')
gegen a(t'). Ferner konvergiert der (beziiglich s stetige) Integrand fiir alle s € K
gleichméBig gegen
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Nach dem Satz iiber gliedweise Integration konnen wir daher Limesbildung und
Integration vertauschen, so daf sich

[N
—_
O oo~
—~
~
I |
—~
V2]
S—
~—
—_

M@:a@)ﬁ/%mU—Mﬁﬁ

1—0b(lf(s)) 1 s
L+ 01 (5)) (als) - b(15 (5)))
ergibt. Auf analoge Weise zeigt man die Giiltigkeit der Gleichung
Lo t1 oy d 1—a(l; (s)) 1
bl) = b(t) _t//é“?(l S T ) (all; () — b(s))”
1+ (15(s)) 1 "

2

TT=a(56)) (a(tf () — 00s)

Da t und ' beliebig waren, folgt a,b € C'(R), und durch Differentiation nach ¢
erhalten wir, dal a und b in ganz R der Gleichung (WF) geniigen. Wir haben
also bewiesen: ¢ = (a,b) ist eine Losung der Bewegungsgleichungen (WF).

Es verbleibt nur noch zu zeigen, dal a und b das asymptotische Verhalten
(7.9) aufweisen. Nach Hilfssatz 7.2 und (7.13) gilt

1
|a(t) = 2o — wot +mIn(—t)| < kW7

1

}b(t) — Yoo — Vot — 1o ln(—t)} < k:w

fiir alle t < ¢, und hieraus folgt wegen (6.1) die Behauptung (7.9). Damit ist der
Satz bewiesen. O
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Wir miissen jetzt noch den Beweis von Hilfssatz 7.2 nachtragen. Hierzu benétigen
wir den folgenden weiteren Hilfssatz.

7.5 Hilfssatz. Es seien T ., Y o, U o, Voo, A o, B und J wie in Satz 6.3. Ferner
sei ¢ = (a,b) eine bedingte Losung von (WF) auf J mit (6.5) und (6.8). Man
setze

1
W= é(u,oo —v,) <0, (7.16)
~ 24881+ Ky +ratn ) (14 |20 — Y
k = ( K1TKR2 Th ?7:) (5 ‘ZU y |)7 (717>
(1 —w)’|ul
1785(1+ K1+ Ko +m1+12)? <1n (%) + T — Yoo + E)
k= (7.18)

(- )P

FEin ty € |—o00, —1[ habe die Eigenschaften

1
(a)  x —yo + pto — (m 4 12) In(—ty) > 0, u—0h+mﬁ—<& (7.19)
0

32 Il’laX{/il, :‘ig} 2
to < — to < 2 7.20
(b) e P (7.20)
1
() > 2, D) 7.21
(c)
vV |tol
() (el
— =
(d) <1, Lo <1, (7.22)
V Ito] V [tol
% 0 = Yo In([to) 1
=+ |u]\/[to| = (m + 1) —2k— >0, (7.23)
(e) Vol Ito| o

8(k1+rot+ni+m) 1
— < 0. 7.24
(®) BT Ao Tl (7:24)

(Hierzu muf to lediglich geniigend klein sein.) Ist dann o < to < T, so gilt
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a(t) = b(t) > pt, a(t) —b(t) <p  firalet <o,
und in jedem Intervall (o, t*] mit o < t* < to, in dem
a(t) —b(t) > put, a(t)—b(t)<p  firallet € [o,t']

gilt, bestehen auch folgende Abschitzungen:

U o <a(t)<uw—n1——(1fﬁ<%_é
(i)
v > b(t) > v + nzé + a flz)ﬂg G - %) ,
i) = (1 (1) < o g
(i)
i (1) = alt) < o g
alt) = b(I (1) < p alt) = b (1) < 5,
(iii)
aly (1) = b0) < p (i3 (0) b < 5.
(iv) a(t) — x o — Ut — %m In (%)
+%/£1(1 — a(t)Q)%
L-b(i ()" _
X ‘ 5 In (a(t) — b(l7 (1)
[ (a(t) = (17 (1)) )=o)
L—b(if (1) ~ 1
+ : s In (a(t) — b(IF (¢) < k——,
(a(t) = b1 (1)) =) } i

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)
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u

%@(1 —b()?)?
(7.31)
1—a(ly (1) in (a(is
X ~—— In (a(ly (1)) —b(t)
(a (> (1) = b(1) ( )
+ L a( (o) sIn (a(IF (1) —b(t)) || < PR
(a (i3 (1)) — b(t)) t]
la(t) =z —ust + mIn(—t)] < kﬁ, (7.32)
(v) .
’b(t) — Yoo — Vot — 1o ln(—t)} < kW’ (7.33)
(vi) a(t) —b(t) > ut, alt) —b(t) < p (7.34)

fir alle t € [o,t"].

Beweis. Wir nehmen an, daf§ ein g € |—o00,0[ den Eigenschaften (a)—(f) geniigt
und dafl 0 < ty < 7 gilt. Zunéchst zeigen wir, daf hieraus die Giiltigkeit der Un-
gleichungen (7.25) fiir alle t < o folgt, also in jenem Bereich der reellen Achse,
wo a(t) und b(t) nicht der Dynamik (WF) unterliegen, sondern den fest vorge-
gebenen A (t) und B (t) entsprechen. AnschlieBend wihlen wir ein beliebiges,
aber festes t* € R mit o < t* < ty aus, welches die Eigenschaft besitzt, daff im
Intervall [0, t*] die Ungleichungen (7.26) gelten. (Wegen (7.25) und a,b € C*(R)
existiert ein solches t*.) Wir zeigen dann, daB fiir ¢ € [0, ¢*] die Abschétzungen
(i)—(vi) bestehen, und zwar indem wir ausnutzen, da§ ¢ = (a,b) als bedingte
Losung im Intervall J = [o, 7] die Gleichungen (WF) erfiillt.

Vorab sei zum leichteren Verstédndnis der Beweisschritte an die Vorzeichen
der in den Ungleichungen auftretenden Konstanten erinnert: es gilt

K1, k2,1, M2 > 0, <0, o,t*, 1o < 0. (7.35)

Man beachte weiterhin, dafl fiir t < ¢* < 0 stets ut > 0 gilt.
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Es sei also 0 < tp < 7. Als erstes beweisen wir die Giiltigkeit von (7.25).
GeméB (6.5), (6.2) und (7.16) gilt

a(t) = b(t) = A (t) — Bu(t)
=T — Yoo + (U — )t — (1 + m2) In(—2) (7.36)
= b+ Lo = Yoo + pt = (11 + 72) In(—1)
fiir alle t < o. Der Term ut — (m1 + 12) In(—t) ist fir ¢ < ty streng monoton

fallend, denn (7.19) zufolge gilt

1
<p—(m+ 772)% <0 (7.37)

~ | =

% (ut = (m +m) 1n(—t)) =p—(m+mn)
fir alle t < ;. Wegen o < t, ergibt sich demnach aus (7.36)
a(t) = b(t) > b+ 2 — g+ ity — (1 -+ 2) In(—10)
fiir alle t < o, und mit (7.19) impliziert dies
a(t) — b(t) > ut fir alle t < 0. (7.38)
Wegen a,b € C*'(R) gilt weiterhin

a(t) = b(t) = A(t) — B(1)

~ | =

= Uy — Vo — (M +12)

~ | =

)

at)—b(t) <p  firallet <o (7.39)

:M+(/~L—(771+772)

fiir alle t < o, woraus mit (7.37) und o < ty

folgt. Die Ungleichungen (7.38) und (7.38) zusammen entsprechen der Behaup-
tung (7.25).

Nun sei nach wie vor ¢ < ty < 7, und fiir ein t* € R mit o < t* < ty gelte
(7.26). Wir zeigen anhand der Giiltigkeit der Bewegungsgleichungen (WF) im
Intervall J = [0, 7|, daB fur t € [o,t*] die Abschétzungen (i)—(vi) bestehen.

(i) GeméB (6.5) und (6.2) gilt

: 1
lim a(t) = lim A_(t) = lim (uoo — 7;1—) =u.,

t——o00 t——o00 t——o0

. . 1
lim b(t) = lim B_(t) = lim (vw —i—?]g-) =u,

t——00 t——00 t——00 t
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sowie

.. m 7 2 ..

a(t) = A (t) = e 0, b(t)=DB.(t) = e 0 firt<o. (7.41)
Da ¢ = (a,b) bedingte Losung von (WF) auf J = [0, 7] ist, a und b also fiir t € J
die Bewegungsgleichungen (WF) erfiillen, trifft a(t) > 0, b(f) < 0 auch fiir alle
t € [0, 7] zu. Nach (6.5) gilt zudem a(t) = b(t) = 0 fiir ¢ > 7 und somit

a(t) >0, bt)<0 (teR), (7.42)

d.h. @ bzw. b sind auf ganz R monoton (und auf |—oo, 7] sogar streng monoton)
wachsend bzw. fallend.

Es sei bemerkt, daB wir mit a(o), b(c) bzw. a(r), b(r) hier und im folgen-
den stets die rechts- bzw. linksseitige zweite Ableitung bezeichnen, da die zweite
Ableitung selbst im allgemeinen bei ¢ und 7 nicht existiert. Mit dieser Bezeich-
nungsweise sind die auf ganz R erkldrten Funktionen ¢ und b dann stiickweise
stetig und insbesondere auf jedem beschrinkten Intervall Riemann-integrierbar.

Aus (7.40)—(7.42) folgt
w. < a(t), v.>bt) (teR), (7.43)

d.h. in (7.27) bleibt zu zeigen:

. 1 8:%1 1 1
t - ([ _Z
a(t) < u. 7710 ( ( ),

l—wp \t o
(t € [o,t7]).
. 1 8ky (1 1
b(t 3 -+ — ==
()>v°°+n20'+(1—w)u2<t 0)

Wir kénnen uns auf den Beweis der Ungleichung fiir a(¢) beschrénken, diejenige
fiir b(t) beweist man vollkommen analog.

Aus der Giiltigkeit der Gleichungen (WF) fiir t € [0, 7] und aus a(t) = 0 fiir
t > 7 ergibt sich durch Integration

o) < ito) + [ 3m(1-aer)’ | Wi_ (5)) !

o

fir alle ¢ > o, denn der Integrand ist aufgrund von (6.8) nach Korollar 4.7
auch fiir s > 7 wohldefiniert und zudem positiv. Es besteht Gleichheit im Falle
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t € [0, 7] und Ungleichheit im Falle ¢ > 7. Mit (6.8) und Hilfssatz 5.1 folgt

t

. b 1 2 1
a(t) < a(o) + 5k 0/ L= (as) - b(lf(s)))2
L2 1 5 | ds,

8/431 1
= alo 5ds.
( )+1—w/(a(3)—b(s))

lea

Nun machen wir Gebrauch von (7.26) und erhalten

8/*{,1

2 gt <o - gz ()

g

a(t) < alo) +

fiir alle ¢ € [0, t*]. Mit (6.5), (6.2) und wegen a € C'(R) ergibt sich schlieflich

) 1 8k 1 1 .
a(t)<uw—771;—m(?—;) (tE[a,t])

Damit ist (i) bewiesen.
(ii) Da b zusammen mit a im Intervall J = [o, 7] die Gleichungen (WF) erfiillt,
gilt

cd b 1| 1-aly () 1
LV | T+a(l @) (a(l; (1)) —b(t))2
L+ el () ! fiir ¢ € J.
L=a(ly () (a5 (1) - b00))’

Beachtet man, dafl die rechte Seite dieser Gleichung (mit einer Begriindung wie
beim Integranden in (7.44)) auch fiir ¢ > 7 erklirt sowie stets positiv ist, und
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dal wegen (6.5)

—EL =0 firt>r
a1 by
gilt, so ergibt sich durch Integration
b(t) b(I{ (1)
1—b(t)? 1—b(if (1)
1 i 1—a(l5(s)) 1
< iy 2 18 . 7.45
o2 / L+a(ly (s)) (a (i3 (s)) = b(s)) (749)

fiir alle t > o, wobei die Gleichheit im Falle /] (¢) < 7 und die Ungleichheit im
Falle I (t) > 7 besteht. Nun sei ¢ € [o,t*] beliebig, aber fest. Wir schiitzen fiir
s € [t, ] (t)] den Integranden ab. Da [, dem Satz 4.2 zufolge streng monoton
wachsend ist mit I; (If(¢)) = ¢, ergeben (7.42) und der Mittelwertsatz

allz (5)) = a(t) — a(®)(t - 15 ()
und folglich
a(ly (s)) = b(s) > a(t) — a(t)(t — 17 (s)) — b(s)
= a(t) +a(t)(s —t) —a(t) (s — I3 (s)) — b(s)

fiir alle s € [t,1; (t)]. Gem#f den Bestimmungsgleichungen (4.22) der Lichtkegel-
funktionen ergibt sich hieraus

a(ly (s)) = b(s) > a(t) + a(t)(s — t) — a(t) (a(l; (s)) — b(s)) — b(s)
und somit

a(t) +a(t)(s —t) — b(s)
1+ a(t)

a(ly (s)) —b(s) > (s € [t, 1 (1)]). (7.46)

Wegen (7.42) gilt weiterhin b(s) > b(lf(t)) und daher mit dem Mittelwertsatz

b(s) < b(If (1)) — (T (0) (I (1) ) (s € [L.17 (1)),
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Wir setzen dies in (7.46) ein, verwenden gemif (4.22)
I (t) —t=a(t) = b(lf (t)) (7.47)
und erhalten so
a(ly (s)) = b(s)
L alt) +a(t)(s — ) = b (1) + b0 (1) (i (1) — 5)

- 1+ af(t)
(7.48)
a(t) = b1 (1) + (I 0) (1 (6) = 1) + (at) = b(IF (1)) (s — 1)
B 1+ a(t)
(1 -+ B(t 1)) (alt) = b(IF (1)) + (alt) — (I (1)) (s — 1)
B 1+ a(t)

fiir alle s € [t,1] (t)]. Der letzte Ausdruck ist linear beziiglich s und nimmt fiir
s =t den Wert ‘(+ )
1+b(1(2) N
W(a(t) = b(If (1)) > 0

sowie fiir s = I (t) wegen (7.47) den Wert a(t)—b(l{(t)) > 0 an, d.h. er ist grofer
Null fiir alle s € [t, [ (¢)]. Die zu (7.48) analoge Abschétzung fiir a(l3 (s)) — b(s)
in [t, 1] (t)] lautet

a(l;(s)) —b(s)

(1405 (1)) (alt) = b(I7 (1)) + (a(t) = b(IF(£)) (s — )

= —a(0)

und der Ausdruck rechts ist ebenfalls fiir alle s € [t, ] (¢)] groBer als Null. Der
Kiirze halber setzen wir voriibergehend

0= (1+b(f 1)) (a(t) = (I 1)),

(7.49)
¢ = (a(t) = b(1F (1)),
so dafl (7.48) und (7.49) die Form
_ 0+¢(s—1)
a(ly (s)) = b(s) =2 — e "
(s € [t,lf(1)]) (7.50)
a(i(s) = b(s) = 25D

1—a(t)
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annehmen. Durch Einsetzen in (7.45) und mit (6.8) ergibt sich hieraus
b(t) bt ))

\/1—b \/l—ler

Wir fiithren die Integration aus und erhalten mit (7.47) sowie durch Riicksubsti-
tution von (7.49)

b(t) b(If (1))
\/l—b \/1—b (1)
o Bno IF(t) —t
T l-wo(o+s(if(t) - 1))
)

8Ka 1
S lw (1+a(if ) (L+ (@) (alt) — b(1F (1))

Weiter ergeben (6.8) und Hilfssatz 5.1

b(t) b1 (¢ )) _ 8k 1

\/1—1) \/1—1) l+ 1_w)3a(t)_b(lf—(t))
8/‘62 2
(1 —w)?a(t) = b(t)
Nach dem Mittelwertsatz zusammen mit (6.50) folgt hieraus
b b(t) b(17 (1)) 16k, 1
b(t) — b \/1_b \/1—b(z1+ 2 S (T—wPalt) —b0)

<
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Nun machen wir Gebrauch von (7.26) und erhalten schlieflich
. . 16 1
b(t) — b(If () < ——2

(I—w)put
Da t € [o,t"] beliebig war, ist hiermit die erste Ungleichung von (ii) bewiesen.
Die entsprechende Ungleichung fiir a(l$ (¢)) — b(t) beweist man analog.
(i) Wegen Iy (t) <t, 15 (t) <t (t € R) und (7.42) gilt

a(t) —b(I7 (t)) = alt) — b(t) +b(t) — b(I7 (t)) < a(t) — b(t)
a(ly (1)) = b(t) = a(t) —b(t) +a(ly (1)) — a(t) < a(t) — b(t)
fiir alle t € R, und aus (7.26) folgt demnach
at) = b(Iy ) <p, a(ly (1)) —bt) <p (¢ € [o,t]).
Zu zeigen in (7.29) bleibt also
a(t) = b(If (1)) <
Nach (7.26) und (ii) gilt

N =

a(If (1)) — b(t) < g (t € [o,17)).

a(t) —b(If (1)) = alt) — b(t) +b(t) — b(I (1)) < pu+

a(lf (1) —b(t) = a(t) — b(t) +a(lf (1)) —a(t) < p+
fir alle ¢ € [o,t*]. Wegen t* < ¢, und (7.20) folgt hieraus

) =B 0) < pt

a(lf (1)) —b(t) < p+

fir alle ¢ € [o,t*]. Damit ist (iii) bewiesen.

(iv) Wir kénnen uns auf den Beweis der Ungleichung (7.30) beschrinken,
welche den Verlauf von a(t) im Intervall [o,¢*] abschitzt. Die Giiltigkeit der
entsprechenden Abschétzung (7.31) fiir b(¢) in [o,t*] beweist man vollkommen
analog.

Wir machen wieder Gebrauch davon, dafi @ und b im Intervall J = [o, 7] und
damit aufgrund von t* < ¢, < 7 auch in [0, t*] die Gleichungen (WF) erfiillen.
Beachtet man, dal wegen (5.10) fiir alle t € R

d o o 1—a(t)  a(t) = by ()
i (o) =2 0)) = ) = (i 0) 5 s = g0

i LN L al) ) - (i ()
(o0 =l 0) =000 =B O) i = ey
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gilt, so ergibt sich aus (WF) mit Hilfe partieller Integration

a(t) = a(o)

Njw

%51(1 —a(0)?)

y 1+b(;( ) 1
—b(ly (0)) alo) = b(l (2))

(7.51)
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X 1_6(l1_(g))2 nlalo) —olly (o
{ TR (a(0) = (i ()

1—b(lf (0))*
(o) = b(If ()

In (a(0) - b(I (2))) ] (7.52)
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1
X ds'ds

a(s') — b(lf(s'))

fiir alle t € [0,t*]. Es sei darauf hingewiesen, dafl die im Nenner auftretenden
Ausdriicke a(t) — b(l; () und a(t) — b(If (t)) gemaB (iii) fiir alle ¢ € [0, t*] von
Null verschieden sind. Aufgrund von (6.5), (6.2) und a € C*(R) gilt

a(o)+a(o)(t—o) =2 +uo—mln(—o)+ (uoo — %) (t—o)

t—o
=T+ ut—nIn(—o)—m s

und daher folgt aus (7.52)
(uw——vwﬂ)

1
t) —x ., — t—-ml
olt) = 2~ t = gt (V=0

(7.53)
L-b( (1) _
X _ 5 In (a(t) — bl (1)
[ (a(t) = b(1 (1)) ( )
1—b(IF(t))” | . i
: 7 In (a(t) —b(I7 (1) =Vo+ ) Vi(t)
(a(t) = b(17 (1)) ( ) Z
fir t € [o,t*], mit
! i | 1-b((0) .
Vo := =k1(1 —a(o))? ' 5 In (a(o) — bl (0)
L ) [ (40)— (1 (0) ( (17 (0)))

1 (U — Vo )?
- ln(—O') — 5’]71 In ( 1 '1}7200 ) s
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(7.57)

1 'ds
“as) — b(If () }M'

Nun miissen wir den von ¢ unabhéngigen Term Vj sowie fiir ¢ € [o,t*] die Terme
Vi(t), Va(t) und V5(t) abschétzen.
Wir beginnen mit der Abschétzung des Doppelintegraltermes V3(t). Wegen

o -,
%(1—u) u—v (u—v)?

(1+v) (1—u2)2(1+0)(—=1—2u?+ 3uv)

[SI[oN
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(7.58)
0 . La(l4v)  (1-w)i(tw)
%(1—11) u—v (u—v)?
fir alle u,v €]—1,1[, u # v, sowie (5.10) gilt
d g LHB(IT(S)
— (1 —=a(s)")? -
a5 ) T )
. (1—a(s)?) (1+ b(ll'(s’,)))('— 1_ - ?a(z’>2 +3a(s")b (15 (5))) (7.59)
(a(s") = b(i (s))
L (1—&(5’)2)g
+b(I7 (¢) : , 2
( (1= (s))) (a(s") = b(17 ()
fiir s/ € R. Mit (7.42), (6.8) und (iii) folgt
12, d s 8 1+i)(lf(s'))
—a(s — (1 —=a(s)")? :
2 U )
. 1 (7.60)
> —Ea(s )+ (1= w),ugb(ll (s)

fiir alle s’ € [0, t*]. Nun miissen wir d(s’) und B(Zf (s')) abschitzen. Gemés (WF)
zusammen mit (6.8) und Hilfssatz 5.1 gilt

i) < Lo | 2 i+ 1 2}
207 als) = o)) P9 (als) = b(1f ()

K1 :1Ew <a(51)ib(3f)>2 + 1Ew <a(8’)ib(5'))1

8/*{,1 1
als) < 5
=120 ) — o)

<

| —

und folglich

(s € [o,t"]). (7.61)

Bei der Abschitzung von é(lf(s')) ist zwischen ] (s') < o und [; (s') > o zu
unterscheiden. Im ersten Fall gilt wegen (6.5), (6.2) sowie [ (s') < ¢ < 0 und
(4.22)

b7 (5))) = —mﬁ >
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woraus nach Hilfssatz 5.1

by (s)) > —4mn (s' € o, t], 17 (') < o) (7.62)

(a(s) — b(s"))”

folgt. Im zweiten Fall ergibt (WF) zusammen mit (6.8)

| 2 1
b(Iy (') = —=ks 5
P (ol (7)) = (1))
2 |
+ 5 |

() 005 )

was nach Satz 4.2 (i) und Hilfssatz 5.1

b(ly (s)))
> —1/{,2 2 !
B 1-w (a(lz_ (ll (s’))) — b(lf(sl))>2
2 1
. (7.63)
l-w (a(s’) — b(lf(s/)))
1 2 2 2 2 2 2

e Ep (a(ll—(sl)) ~ b(;;(g))) 1—w (a(S’) - b(S’))

_4“2[ ! + 1 }
L= [ (a(ir () —b(ir ()" (als) = b(s)°

fir alle s’ € [o,t*] mit I (s') > o zur Folge hat. Gemé&$ (7.25) und (7.26) gilt

a(s') —b(s") < p <0 fir alle s’ < t*, d.h. a(s’) — b(s") ist streng monoton fallend,
und daher besteht die Abschitzung

a(ly(s) = b(ly () > a(s') — b(s")
fiir s < ¢*. Aus (7.63) erhalten wir hiermit

852 1

W) > 1 e o)

(s' € lo,t*], 17 (') > o). (7.64)
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Da also fiir I (s’) < o die Ungleichung (7.62) und fiir I; (s) > o die Ungleichung
(7.64) zutrifft, gilt in jedem Falle

B 4ny + 8kg 1
L=w (o) = (=)’
Die Ungleichungen (7.60), (7.61) und (7.65) ergeben zusammengefafit

1+ b(I7 (s)
a(s') = b(I (s))
2. ,_ 1
N
12 8k 1 N 1 4ng + 8Ky 1
KL= (als) = b)) (L@t 1w (a(s) — b(s))”
96k + 8Ky + 41, 1

<
T =W (a(s) - b(s)

(s € [o,t]). (7.65)

Njw

(1 als)?)

IN

IN

fir alle s’ € [o,t*]. Mit Hilfssatz 5.1 erhalten wir demnach fiir den ersten Inte-
granden in (7.57) die folgende Abschétzung:

A e L+b(Iy () 1
(“”1 ())a@v—wq@w)a@ﬁ—ﬂhwﬂ|

96, + 8k + 12 1 1

<

= (- w2l (a(s’) _ b(s’))2 a(s’) — b(lf(sl))
192(kq + Ko + 12) 1

T (-0 (a(s) — ()’

(7.66)

fiir alle s’ € [o,t*]. Jetzt schitzen wir den zweiten Integranden ab. Wegen (5.10)
gilt in Analogie zu (7.59)

) (1- a(sf)Q)%@ = b(If(s"))) (= 1— 2a(s")* + 3a(s")b (1] (5)))
(a(s) - b(iF ()’
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fir s € R. Mit (7.42), (6.8) und (iii) folgt

18, d pond 1= 0(I ()
—a(s) > — (1—a(s)”)? -
p? () 2 ds’ ( (=) a(s') = b(If ()
" ) (7.67)
——a(s bl (s
> 12 ( ) (1 _ w)/ﬂb(ll ( ))

fir alle s’ € [0, t*]. Nun miissen wir b(lf(t)) abschéitzen. Geméafl (WF') zusammen
mit (6.8) gilt

woraus sich nach Satz 4.2 (i) und Hilfssatz 5.1

b(lf(s'))

v
|

2+ 2
L | ()=o) (a(it () = (1 (1))

fir alle s’ € [o,t*] ergibt. Aufgrund von (6.5) schliefit diese Ungleichung den Fall
[ (s') > 7 ein. Der im Nenner auftretende Ausdruck a (I (s")) — b(l{ (s')) 148t
sich mit (6.8) und dem Mittelwertsatz gemafl

a(lf(s) = b(lf (s) > a(s") —w(lf(s") = &) = b(lf ()
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abschéitzen, und wegen (4.22) sowie Hilfssatz 5.1 impliziert dies

a(lf (s) = b(I{ (s") = (1 —w)(als') = b(I{ (5))))

(1 _w)a(s’) ; b(s")

Y

fir alle s € R. Aus (7.68) folgt also
20/432 1
(L= w)? (a(s') = b(s"))”

Die Ungleichungen (7.67), (7.61) und (7.69) ergeben zusammengefafit

.li(lf(s’)) > —

(s' € [o,t"]). (7.69)

= I (+) (1—w)ﬂ2b(l1+(8l))

- @ 851 1 " 4 2052 1

Tl (o) —b(s)” (@t (=) (a(s) — b(s))”
384k1 + 80ko 1

(L=w)® (a(s') —b(s"))?

fir alle s" € [0, t*]. Mit Hilfssatz 5.1 erhalten wir demnach fiir den zweiten Inte-
granden in (7.57) die Abschéitzung

< 384k1 + 80ko 1 1
T AW (a(s) - b(s) als) = bl (5))
768(/431 + 52) 1

(L=w)'w? (a(s) - b(s"))’

fir alle s’ € [0,t*]. Anhand von (7.66) und (7.70) 148t sich der Term V3(¢) also
folgendermaflen abschétzen:

192(k1 + K2 + 12) 1
‘V:? |<_Hl// 11_ : 2 - / ny)3
w)2p (a(s)—b(s))
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1
768(/4)1 4-4/4);) - dslds
(1 —w)ip (a(s') — b(s"))
< 480/411 (K1 + /*62 + 72) // ds/ds
(1 —w)4

fir alle ¢ € [o,t*]. Jetzt machen wir Gebrauch von (7.26) und erhalten schlielich

t s
480K+ (K1 + Ko + 12) 1
Vi) < B0l + o // ~ds'ds
(I —w)in (us')

480:%1(/431 + Ko + 7]2)
- (1 —w)tp?

(7.70)

24051(/431 + Ko + 7]2)
- (1 —w)tp?

~ | = Q\
|
Do | =
%l

S|

fir alle t € [o,t*]. Als néchstes schédtzen wir den geméf (7.56) definierten Inte-
gralterm V5(t) ab. Aufgrund von (7.26), t* < to und der Voraussetzung (7.21) an
o) =) g5
2 -2~

fir alle s € [o,t*], sodaB nach Hilfssatz 5.1 u

0<In (a(s) — b(lf(s))) <In (M) ,

E

0>1 (7.71)

— N

nd (6.8) die Abschitzungen

(selot]) (7.72)
0<In (a(s) - b(lf(s))) <In <7

bestehen. Wegen

9 (1_u)%(1—v2) _ (L—u?)p (1 — o) (=2 — u? + 3uv)
ou (u—v)? (u—wv)3
(7.73)
9 pyp A=) 2(1 — u?)2(1 — w)
811(1 ) (u—v)? (u—v)3

fir alle u,v €| —1,1[, u # v, sowie (5.10) gilt weiter
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fir s € R. Mit (7.42), (6.8), (iii) und
2—uw+3uw=-2-(u—v) 4+ +uw <0 (y,ve]-11]) (7.74)

folgt

fiir alle s € [o,t*]. Zusammen mit (7.61), (7.65) und (7.72) ergibt sich hieraus
fiir den ersten Integranden in (7.56) die Abschétzung

(7.75)

B 8 4ny + 8ka 1 N a(s) — b(s)

(I-wp® 1-w (a(s)—b(s))2>l ( l—w )
 64(k1 + Ko + 1) 1 " a(s) — b(s)

= (L—w)w®  (a(s) —b(s))? 1 ( l—w )

fiir alle s € [o,t*]. Nun schétzen wir den zweiten Integranden ab. Wegen (7.73)
und (5.10) gilt in Analogie zu (7.74)
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+b(1f (s) -

(1+b(tE (9)) (as) = b (5)))
fir s € R. Mit (7.42), (6.8), (iii) und (7.74) folgt

31— l')(lf(s))2 - 48 . 64
: . 5 < ——d(s) + 3
(a(s) = b(1 (s))) H (1 —w)p

fir alle s € [o,t*]. Zusammen mit (7.61), (7.69) und (7.72) ergibt sich hieraus
fiir den zweiten Integranden in (7.56) die Abschétzung

b(17 (s))

d
0<%(1—a(s2

I (I —w)p l-w
( 48 8k, 1
S - _3 2
wl—w (a(s) = b(s))

1280(k1 + Ka) 1 a(s) — b(s)
< - 4,3 5 In | ———
(1 =w)*u®  (a(s) - b(s)) 1-w
fir alle s € [0, t*]. Anhand von (7.75) und (7.76) 1a8t sich der Term V5(t) folgen-
dermaflen abschétzen:
¢

1
at)] < 5 |

[

_ 64(K1 + K2 +12) 1 . a(s) —b(s)
(1 —w)?ps (qg—ugfl( l—w )

 1280(k1 + K2) 1 N a(s) — b(s) .
O—mm3(mg—ugfl< l—w )}d<7m>
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672k (K1 + K2 + 1) t 1 N a(s) — b(s) .
= (1 —w)ipd / (a(s) — b(s))? 1 ( ) !

fir alle ¢ € [o,t*]. Mit Hilfe von (7.26) und

In (M) >0  (s€lot]) (7.77)

— W

o

geméf (7.72) ergibt das verbleibende Integral

/ (a(s) : oy (=)

g

[t (422

o (0) s ()

T alt) - () i ao) = b(o)

a(t) — b(t)
3 _lln<71_w ) +1
—oop a(t) —b(t)

fiir alle t € [o,t*]. Der letzte Ausdruck vergrofiert sich wegen (7.26), (7.77) und

dam (rfs) +1 I (r%5) _ @)

2 2

(x 6]—00,0[),

dx T T T

wenn wir a(t) — b(t) durch ut ersetzen, denn (7.26) und der Bedingung (7.20) an
to geméf gilt

In (a(t) — b(t)) > In(ut) > In(puty) > In2 > 0.

Es folgt also

ot () oG5

und aus (7.76) erhalten wir hiermit schliefllich

g

ut
In +1
|V(t)| < 67251(/431"—/432"—7]2) <1—w)
2

S TR p (7.78)
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fir alle t € [o,t*].
Fiir die folgenden Abschétzungen, insbesondere der Terme Vi(t) und Vj,
benétigen wir, dafl

At) == |Sri(1—a(t)?)

1 s 1=b(I@)? 1
+ 5%1(1 —a(t)2)2 (1i)) 5 — =M
(a(t) = bt (1))
fir alle ¢ € [o,t*] der Ungleichung
1 1 144 1 1 2 1
Al < 8/41(711; m) 1 lm_(m + /:2) L _56/41;2 L)
[l ol A=w)lpP [t o] (1 =w)[ul* ¢

geniigt. Zum Beweis sei ein beliebiges ¢ € [0, t*] fest gewihlt. Wir resubstituieren
zunéchst (6.1), so daf3 sich

1 w2 1— Z}(lf(t))Q ;2 (1—122)
Alt) = =kr1|(1—a(t)*)? , 5 — (1 —u?)? 5
O G Sy T e
1 ond 1— b(lf(t))2 ;2 (1—22)
+—r1 |(1 —a(t)”)? , s — (1—u?)? 5
7 | ) (a(t) — B(If (1)) ( ) (o — Vo)
s 1-b(r()” p (1-02)

15 —a 23 L _ a 2\ 5 (1_1)7200)

2 G iy Gy
3 (1—122 3 (1 =12

o (1_d<t>2)2(a(<t)_:))2_(1 “2“)2(110 vi)f

ergibt. Nun wenden wir zusammen mit (7.73) den Mittelwertsatz an. Beachtet
man hierbei, dafl wegen (7.43) und (iii)
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gilt, so folgt

1 4 . 6
A(t) < =ry—=[b(l{ (1) —vo| + /{1 b(l — V| + K1z |a(t) — v
b Al 0) o+ e ) e i) e
Aufgrund von (7.42) und ] (t) < t bedeutet dies
2K 16/{1 6r1
At) < 3‘b 00‘ ‘b )_Ufoo“_ ‘ ‘
1z
18k, 1651 6"11
= b(t) — v |+ —=|b(1 + —a(t) — v
30 i)+ SO ) 0]+ O i)
Mit (i) und (ii) erhalten wir hieraus schliefllich
18k 1 8Ka 1 1 16k1  16Ko 1
Ay < B, Ly S L] :
P ( ol - A =w)pf |t o l? (1= w)?[ul [t]
6/{1 1 4 8/{1 1 1
”7 - J—
[P\ Mol " A=)l [t o
18/431 (?71 -+ ?72) 1 144/431(;%1 -+ 52) 1 1 256/‘?1:‘{2 1
> el (L@l 2 (1= w)?[ul* [t

wie behauptet. Wegen 0 <t <0 und —1 < p < 0 gilt insbesondere

1 I e (O
—K1 (1 —af(t) )2 : 3 m
2 (a(t) - b(17 (1))
. %m(l ) a(t)2)3( 1— bgél? )))2 _ %m (7.80)
< 400k (K1 + K2 +m +m2) 1
- (1= w)?|pl® i

fiir alle t € [o,t*], und im Falle ¢t = o folgt aus (7.79)

"N 1—5([1_(0))2 1
(a(o) = b(ir ()" 2

1 oot 1=b(lf (o) 1
+ |=k1(1 —a(o)?)? , 5— = (7.81)
5" ) (a(0) = b(If ()" 2

1
5/41(1 —a(o

2561 (ko +m +12) 1

< .
- A =wplplt o
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Nun kommen wir zur Abschitzung des geméfl (7.55) definierten Termes V;(t).
Wegen o < t < 0 gilt

Vi (t)]
Sk (1= a(o)?)? L+b(li (0)) 7
< 1(1 (o) ) { a(o) — b(l;(o')) a(o) — b(lf<0))
1= b(lf (o)) o -
+a(cr) —b(lf (o)) alo) - b(11 () ] "
i 1 (1 ()’

< ey 1—&(0) 2 - D) 1

( | [(aw) —b( (@) (al0) = b(if () } n

fiir alle t € [o,t*]. Mit (7.81) und (iii) folgt

25651 (K + 1+ 12) 1
Vi(t)] < — TEToi
- o 1-ih(@)
pla(o) — b(lf(a)) a(o) — b(lf(a)) (7.82)
2l o 1+H(ii(0)
pola(o) — b(lf(a)) a(o) — b(lf(cr))
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fiir alle ¢ € [o,t*]. Weiter gilt nach (4.22) und dem Mittelwertsatz

o (1_ b(o) —b<l1<o—>>>
a(o) =b(ly (0))  alo) —b(o) a(o) = b(ly (0))
B o b(o) — b(lf(a))
a(o) — (o) <1 o1 (0) ) (7.83)
i
oG

sowie

mit gewissen B B
T € [li(0),0], T*€lolf(0)] (7.85)
Beachtet man (iii) und zudem, dafl gemaf (7.25)
alo) (o)

—F——=<u<0
o o

gilt, so ergibt sich anhand des Mittelwertsatzes und mit (7.42) fiir den ersten
Betragsausdruck in (7.82)

o 1-— i)(lf(d))

a(e) =b(li(0))  alo) —b(l; ()

=Ty 1—b(l; (0))

ale) (o) a(o) - b(l; (0))
_ 1-b(T) 1—1?(%*) . b(T™) —.b(z;(g))
~|alo) b)) a(o) - b(l; (o)) a(o) = b(ly (o)
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1 1

< T W we SO +iﬂﬂfj—%@ﬁ@” (7.86)
<l (7 =77 - (o) gl - o)
< ﬁ @ —a(o) — @ + b(o)| + (ﬁ + m) ‘i)(cr) - Z}(lf(a))).

Auf analoge Weise gelangt man zu der Ungleichung

o B 1+ b(lf(a) |
a(o) =b(lf (o)) a(o) — b(ll (0)) (7.87)
8 |a(o) . b(o) 8 2 . Loy
< e | o —a(a)—T—i-b(J) + (W—Fm) ‘b(a)_b(ll ()],

wobei gegeniiber (7.86) den Abschatzungen (iii) entsprechend |u| durch |p|/2 zu
ersetzen ist. Geméi$ (6.5), (6.2) und a,b € C*(R) gilt

| (o)t
_(&”ﬂ ) |

1+ In(fo])
o]

(7.88)

< [ =yl o ()
S [T T Yool T 12
o]
und wegen [; (0) < o < 0 gilt zudem
@) _ T2
(e @*+h®0‘

772Jr T2

~ ol i (o)

}M)—M ‘<

so daf aus (7.86) (mit |p] < 1)
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a(o) = b(li (0)) (o) = b(l; (o))

o 1-— B(l_(a)) ‘

< ﬁ <|xoo - y&% + (m + 772)1 * ?2‘(‘0|>) + ‘5|22772% (7.89)
o vy +6m 1 20 +12) 1+ In(jo])
|l? o] |ul? o]
folgt. Ferner haben (7.87), (7.88) und (ii)

o B 1—6(lf(0)) |
a(o) =b(lf(0))  alo) —b(If (o))

8 ( 1 1+ In(|o|) 10 16ry 1
P o] o] WP (=@ o
8|20 = Yoo + 160k 1 8(m +12) 1+ 1n(]o])

- (A =wPpP o |ul? o]
zur Folge. Indem wir die Ungleichungen (7.82), (7.89) und (7.90) zusammenfas-
sen, erhalten wir schlieflich

256/‘61(/{2 + 7’]1 + 7’]2) ]_

Vi) < —
(I —=w)lul* o
K1 (20T =Yool +6m 1 2(m +12) 1+ 1In(|o])
11 2 ot 2
|l |l o] |l o]
|l (1 —w)3|pul? o] | ]2 o]
< BT — Yoo +576r (Rt m +m) 1
B (1 —w)?|pult o]
18k1(m +1m2) 1+ In(|o])
+ 3
| 4] o]

fiir alle t € [o,t*].
Schliefllich schétzen wir noch den von ¢ unabhéngigen, gemif (7.54) definier-
ten Term Vj ab. Es gilt

Njw

1—b(iy (o)) 1 B
(i(v) —(6<l<a)>))2 S el )

1 :
Vo = 3 (1—a(o)?

— i | In (a(0) - b(iF ()
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+1771 . <_a(cr) — b(h‘(cﬂ)) 3 17)1 n <_M)

2 o 2 1—v,
1 a(o) =b(If (9))\ 1 U — Use
+§7’]1 ln (- o — 57]1 ln —m .

Mit (7.72) und (7.81) folgt

256k1 (ke +m +1m2) 1 N a(o) — b(o)
al < T )

+§m1ﬂ(_awo—zaﬂa»>_4n<_%%i£?>

+§mln(_““?—30“0”>_JH(_%ﬁgf?).

GeméB (6.5) und (6.2) gilt

a(0) = b(0) = oo = Yoo + (o — 1) = (11 + 1) In(—0)
< oo — Yoo| + 2|0|

und somit

|V| < 256/{1(K,Q+’I71+’I72) 1 |
N e l—w

%m In (—“<"> - Wl("») ~In (—L - ”°°) (7.92)

+%m]n<_a@>—§uma»>_JH(_%%EE?)_

Wir miissen nun die beiden letzten Terme weiter abschatzen. Wegen Hilfssatz 5.1
und (7.26) gilt

a(o) —b(ly (0)) - a(o) —b(o) S _ho _ |1l

_ — 7.93
o - 20 - 20 2 ( )
und
U — U U — U

=ty =t (7.9

sowie entsprechend

a(0) ~b(If(@) _ |l w.—uv.

— > —== >yl 7.95
e e L (7.95)
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Nach dem Mittelwertsatz ergibt sich daher

1n<_““>‘b“<“”>_4n<_ﬁjj“w)

2 |alo) = b7 (0) wn v
= |ul o l—vo |
(7.96)
a(o) — b(lf (0)) Uy — Vs
ln<— o )—ln<— 1+voo)
2 Jalo) = b () we s
|l o L+,
was mit (7.83), (7.84), (6.8) und (7.40)
m( wﬂ—ng»>_m<JT;fm)
alo) _ blo)
i g _ U — Uoo
ol 1= b(T) l—v,
(7.97)
a(o b(o
2 T)_T)_(w“ Us) 2 Uy — Vo Uy — U
> ~ + — —
1z 1—b(T-) ul |1 —bT-)  1-va
2 a(o) _b(o) 2|t — Vo .
= T=u)ld « g | D [T
sowie analog
a(o) — b(lf(a)) U — Vo
ln<— > )—111(— 1+Uoo)
(7.98)
2 CL(U) _ _ﬂ 2|w 700‘ + Y
e T Tl IS Rk e i LR

zur Folge hat. Gemé$ (6.5) und (6.2) gilt



116 Zwei abstoflende Punktladungen in einer Raumdimension

Lo ln_ oo hl—
:'<—+Moo—7h ( J))_MW_(y_+”oo+?72 ( U)>+voo
o o o o

1 In(|o])
S |'T*OO - yoo|m + (?71 + TIQ) |0_| )

und aufgrund von (7.85), (7.42), (7.40) sowie I; (¢) < o < I (o) gilt zudem

’b(f*) —um] < |io) —um]
’b(f*) - uoo’ < b () - uoo’ (7.99)
< |b(o) = v] + b1 (@) ~ b0

woraus wegen (6.5), (6.2) und b € C*(R) bzw. mit (ii)

)] < (o) e

g

-

1
= M2,
o

Lo~ 1 16/{2 1
W) —v| < b e L
) o]+ (1= w)?|pl o

folgt. Aus (7.97) und (7.98) erhalten wir also mit |u,, — v | < 2

N (_a<o—> - b(ll<a>>) _1n (_%)
In(jo])

< 2 (| ) )
S oo~ Lo — Yoo| T m T2
A=)l o o

(7.100)
+Lmi
(=T ™ To]
21T o — Yol +4m2 1 2(nr +12) In(|o])
= (@=w?ul ol T (A —w)ul o]

sowie
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- <_a<a> - b(lw))) _m (_D) ‘
o 14+ v,

2 In(Jo)
S0 (' o Yl () )

n 4 (7]2 1 n 162 i)
(I =w)lpl \ ol (1= w)?|ul |o]
207 0 = Yoo| +4mp + 64y 1 20 +72) In(lo])
- (1 = w)?|uf? o]~ (L=w)lul ol
Zusammengefafit ergeben (7.92), (7.100) und (7.101) schlielich
w = Yol + 2\0|>

|z
In
‘V‘ < 256/‘61(/{2+’I71+’I72) < 1—w
NS (- w)uf o]

+177 <2|xoo—yoo|+4nz L 2(m +m2) 1ﬂ(|0|))
— 1 —
(I—=w)?lul o] (1 —w)lpl o

2
. <2|a;00 — Yoo +dnp + 64k 1 2(m1 + 1) In(|o])
X x
(1 —w)?[ul? ol (1 —w)lul o]

(7.101)

n ) (7.102)

1
2

256K1 (Ko + n1 + 12) 1—w
T (A =wpPlu o]

2m(m +n2) In(lo]) | 2mle. —yo| + 4mne + 32mks 1
(1 —w)lpl o (1 = w)?[ul? o]
Damit haben wir nun die Terme V und Vi(t) bis V5(t) abgeschitzt. Indem

wir die Ungleichungen (7.102), (7.91), (7.78) und (7.70) zusammenfassen, ergibt
sich

_|_

3
Vol + > 1V;()]
j=1

(17 =yl £ 200]
256k1 (K2 + M1 + 12) l—w
T (- wppu o]

2m(m + n2) In(Jo]) " 2|7 — Yool +4mme + 32mky 1
(I=w)lpl ol (1 —w)?|pf? Iq
+18/<;1\x,00 — Yoo + 5761 (ke +m1 +12) 1 18k1(m +12) 1+ In(|o])

(1 = w)?|ult o] |ul? o]

+
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| t]
n{——| -+
672k1 (K1 + Ko + 12) (1 —w 240k1 (K1 + Ko + 12) i
(1 —w)tpd |t] (1 —w)tpd |t]

fir alle t € [0,t*]. Wegen 0 < t < tg < —1 gewihrleisten die an t, gestellten
Bedingungen (7.21), dafl neben

i< 1 b (7.103)
o] ¢_
auch
In(lo)) _ In([t) _ (b)) _ (7.104)
Viel = Vil T Vil
und somi
‘ Injt) _ 1 In(lo]) _ 1 Injo]) _ 1 (7.105)

VAT ol = VIt Vel Vi

fir alle t < ¢, gilt. Zusammen mit (7.22) folgt aus (7.104) dariiberhinaus auch

|l [] |1
ln(ﬁ): 1 () ln(ﬂ)
7 [ vr_ VIt
Nars
1 mwax+l<1—w>
~ VI VIl i
1[0l
1 1“(1—w)
1 /ol
1
S—
|t]

sowie

n
l1—w

o]

2 |'I;oo - y~oo|
In{ —— In{14 ——
(e () O )

| Vil Vel NG
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2 Ifcoo—uool)
In(—2—) In(14 S el
In(|to]) (1—w) < 2|to]

1
SV Vel T VR T

1 <|xoo _yoo| +2|U|>
n
1—w

1 V ltol

—_

‘ ~

<
g

fir alle ¢t < t;. Wir haben also t, < 0 so klein gew&hlt, dafl sich (7.103) zu

18(/431 + ?71)|37,oo — yoo\ + 2488(/431 + Ko +m + ?72)2 1
(1 —w)5ubd It

3
Vol + > IVi(0)] <
j=1

_ 2488(1+ K1+ hotm+m)’ (14 |z —yo|) 1
- (1= w)’ul’ 2]

fiir alle t € [0, t*] vereinfacht. Mit (7.53) und (7.17) folgt hieraus die Behauptung.
(v) Wir beschrinken uns auf den Beweis der Ungleichung (7.32), welche den
Verlauf von a(t) im Intervall [0, t*] abschétzt. Die Giiltigkeit der entsprechenden
Abschétzung (7.33) fiir b(¢) in [0, t*] beweist man vollkommen analog,.
Ein beliebiges ¢ € [0, t*] sei fest gewihlt. GemaB (iv) gilt

’a(t) — X — UL+ ln(—t)’

1 (U — Vo )?
< 7]1 ln(—t) + 57’]1 ln < 1 _ '(]7200 )
S 2
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Mit (7.72) und (7.80) folgt

’a(t) — X — Ut + M ln(—t)’

1oL i L=b()” | (Ca() —b(1)
< proaml <w)(ao—uqm»21( - w )
Lol s Tb®)T | Calt) (o)
+ 5™~ 5 1(1—a(t)?) (a(t)—b(lf(t)))z 1—w )

1+v, t
(7.106)
~ 1
+k——=
i
< 400k (K1 + K2 +m +m2) 1 n a(t) — b(t)
Ry 7T R TR N

1 Uy — Vo a(t) — b(lf(t))
+§771 In <—ﬁ> —1In (— ; )

1 U — Vo a(t) — b(If (t))
+§n1 In <—m) —In <— " )

-1
+h—.
VIt
In Analogie zu (7.83) und (7.84) kénnen wir anhand des Mittelwertsatzes und
(4.22)
a(t)  b(t) a(t)  b(t)
at) =L (1) _ Ty~ e =b() T T
t 1—b(t) t 1+ b(t+)

t-ely().t], teltif@)].

Weiter ergeben sich hiermit véllig analog zu (7.93)—(7.99) (man ersetze lediglich
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o, T~, T+ durch t,f‘,ﬁ) die Ungleichungen

(7.107)

und

S TE—— (7.108)

+72(|1“_w |;|| (Jb) = voc| + ot @) = bw)])

Gemaf (i) und (ii) gilt

. 1 8/432 1
b(t) = o] St e
‘ o] (1= w)lul? 1t

e+ 8Ky 1
(L= w)|uf? [t

sowie

Mo+ 8ky 1 16K4 i
=)l 1 " T =w)lul i
Mo + 24Ky 1
= (= WPl

Aus (7.106), (7.107) und (7.108) folgt hiermit

]b(t)—v,w)+]b(z1+(t —b()’

}a(t) — T — ULt +m ln(—t)}

400k (K1 + Ko +m +1m2) 1 In (a(t) — b(t))

- (1= w)?[ul® 12

+1 2
5
2 (1 —w)|ul
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n 4 2 + 8Ko i
(1 —w)?[pul (1 —w)|pl* |t
1 2 a(t) b(t)
+-n —U, — —= + v, (7.109)
2"\ =)l |
+ 4 7’]2 + 24/{2 ]_
(1= w)?|p] (1 = w)?|ul? [t]
~ 1
+hk——=.
2]
< 400k (K1 + K2 +m +m2) 1 N a(t) = b(t)
TS T U R N g
2m a(t) b(t)
+ — U — —— + Vo
= w)lul | ¢ t
6dm(me +r) 1~ 1
(L= w)d[ul® [t 1]

Wir miissen nun noch a(t) — b(t) sowie |a(t)/t —u., —b(t)/t+v | abschitzen. Es
sei nach wie vor t € [0, t*] beliebig, aber fest. Aus (iv) ergibt sich mit Hilfssatz 5.1

und (7.71) sowie (7.40) und (6.8)
(woo - UOO)2>

1 — 2

—o0

1
a(t) < x . +ut+ ol In <

N

—%m@ —a(t)?)

y 1—b(I7 (t)) (el —b(t)
))21 ( ) (7.110)

< + t—l—l 1 1 +k !
— n S _
S Lo+ Ul + 5 =2
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sowie analog

1 ~ 1
b(t) > J ool — =M1 —k 11
02 bt gmin () ~F (T11)

zusammen also

a(t) —b(t) < T — Yoo + (U — V)t
i () £ i (7.112)
oM\ 02) TP 1 \f '
1 4 -
< fow =yl 20+ S+t () + 2 T

Wir verwenden dies, um aus (iv) gemeinsam mit (7.72) und (iii)

(oo — voo)z)

1
a(t) > x +ut+ =mln
1 -2,

2

—%m(l — a(t)?)

N

(a(t) = b(17 (1)) Lo
LB (1)° (a(t) - b(t)
+ . 5 1n
(a(t) = b(1f (1)) < l—w )
gL
VI
> 0ot unt — %m In (1%02) (7.113)
1 [1 4 alt) —b(t)\ ~ 1
e (M0 - i
> T+ Ut — %nl In (%uﬂ) + ;—Z; In(1 — w)

5/{1 1

In | |z |+2|t|+1( +15)1 4 12k
_—n J— — —_— _—
27 Yoo g TR AT T Vi
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sowie analog

1 4 5
b(t) < Yo + vt + =mln <ﬁ) _ 9R2 In(1 — w)
—w

2 242
DKo 1 4 ~ 1
—1 o — 2t + = In{—— 2k——=| (7.114
+2'u2 n<|xoo Yool + 2| |+2<771+772) n(l—w2)+ m) ( )
~ 1
+ [
i

@—ww—@Jrvw
<z —y.| |17| + %(771 +72) In <1 —Q)Q) % 5(k1 +/*€22)L12n(1 —w)} %
+2E|t\%/2'

Wir setzen dies sowie (7.112) in (7.109) ein und erhalten
a(t) — o — wot +m In(—t)|

- 400K (K1 + Ko +m1 + 772)’ In(1 — w)} 1

= (1= )P i
400K1 (K1 + Ko + 11 + 12) i
(1 —w)3fpul? |t]

1 4 ~ 1
xIn [ |2 — Yol + 2/t + =(m +1m2) In 5 ) +2k
2 1—w |t]
2?71 1
+7_
(1 —w)lpl It]

4 ) . 5(k1 + k)| In(1 _w)\>

1
_ — 1
X <\Scoo Yool + 2<771 +172) In <1 — 2 212

5?71(/'431 + KJQ) i
(L= w)|ul* ¢
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N [T =Yool + + + n +

ik 1 64m(ne +r2) 1~

+ + +k
(L =)l [tP2 7 (1= w)luf |t \/

4
A70(ky + Ky +m1 +12)* In (1 — w) +2m |70 — Yool ]

< __
. T 7
405(51 + Ko + m + 772)2 i
(1 —w)3|pul? |t]
1 4 ~ 1
xIn [ |z — Y| + 2/t + =(m +m2) In 5| +2k—=
2 1—w |t]
Ak 1~ 1
n s Tk —=.
(1 —w)|pu| [t] |t]
Indem wir

i1l €T Y +2 + + n +2

= In(2) + In(J¢|)

+1 1+1| |1+1( + 1)1 Sl RE R
n —|T o — — + - nl—-—)| — —7
g oo Tl TR TR T 2 ) e T e

1 ~ 1

1 4
< 1+ In(|t o — — 1 — + k——=
< L) e =l ) () o R

verwenden, ergibt sich

}a(t) — X — U+ M ln(—t)}

4
470(k1 + Ko +m1 +12)* In (1 — w) + 2|7 o — Yoo 1
<

- (1 —w)?lu® 1

405(%1+/€2+771+772)2 i ln(|t|) —0—\1’ —y ‘_
(1 —w)3|pul? |t] 2] TP

+(m +m2) 1 A etk L
n
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amk 1~ 1
+k——.
(1 —w)lpl [t?2 It]

Wegen (7.103) und (7.105) folgt

|a(t) — @ — wot +m In(—t)|

4
470(k1 + Ko + 11 +1m2)* In (1 — w) +2m |7 — Yool

1
<

- (1 —w)?|puf5 t]

405(k1 + ko +m + 772)2

(1 —w)?|puP

x 2+ |+ (1 + m2) 1 4 +k 1
€T — n E—
o = Yool + (M1 + 12 T 7

(1= w)|ul /Jt] \/

1785(14 K1+ o+ +12)? (ln (1

4 ~
)+|xoo_yoo|+k:>
— W

- (1 —w)[ul? t]

Mit (7.17) und (7.18) entspricht dies der Behauptung.
(vi) Gemé$ (v) gilt

a(t) = b(t)
1

> (oo = Yooo) + (oo = v0)t = (0 +72) In(=1) — 2K NG

>wf+\/7< °°\/|—TL°°+|M|\/7 (m +m2) 1%)—%%)

fir alle ¢t € [o,t*], und wegen t < t* < to < 0, (7.103), (7.104) sowie der
Eigenschaft (7.23) von ¢, folgt

a(t) — b(t)

— Yoo l t 1
> pt+ /]t ( Tl + [V Ttol = (m +m2) (||t°|‘) - 2km>
0 0

> ut
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fiir alle t € [o,t*]. Gemé8 (i) gilt weiterhin fiir alle ¢ € [0, t*]

, ; I 8(k1+k2) 1
00) = b0) < e = v ) )

8(/11 -+ 52) 1
<o TR 2
ST
und wegen der Eigenschaft (7.24) von t, folgt a(t) — b(t) < p fiir alle ¢ € [0, *].
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. a

Nun beweisen wir abschliefend den Hilfssatz 7.2.

Beweis von Hilfssatz 7.2. Wir verwenden Hilfssatz 7.5. Es sei ty < —1 derart, dafl
die Bedingungen (7.19)—(7.24) erfiillt sind. Ein solches ¢, existiert offensichtlich,
denn die Ungleichungen (7.19)—(7.24) haben allesamt Giiltigkeit, wenn ¢, < —1
hinreichend klein ist. Ferner habe ny € N die Eigenschaft, daf} o, < tq < 7, fiir
alle n > ngy (n € N) gilt. Aufgrund der Voraussetzung (7.1) existiert ein solches
ng. Wir zeigen nun, dafl bei derart gewédhltem ¢y < —1 und ny € N fiir alle t < ¢
und alle n > ng (n € N) die Ungleichungen (7.8) gelten. Es sei also ein beliebiges,
aber festes n € N vorgegeben. Wir zeigen zunéchst, dafl

an(t) — bp(t) > ut,

. fir t € [o,, to] (7.115)
() — bu(t) < 1
gilt. Hierzu betrachten wir die Menge
N = {t € [0, to] | an(t) = bu(t) < pt vV an(t) — bu(t) > u}. (7.116)

Wir nehmen an, da§ A nicht leer ist und wollen diese Annahme zu einem Wi-
derspruch fiihren. Wegen der Stetigkeit von a,,, by, @, und b, ist N” kompakt. Es
sei t* := min . Nach Hilfssatz 7.5 (Vgl. (7.25)) gilt aufgrund von o, <ty < 7,

an(on) = bu(on) > poy, an(0on) — bn(an) < W,
und der Definition von ¢* geméfl mufl daher t* > o, sein sowie
an(t) = bo(t) > pt,  an(t) —bu(t) < p  fiir alle ¢ € [0y, t*]

gelten. Also ist in Hilfssatz 7.5 die Voraussetzung (7.26) fiir die Giiltigkeit der
Abschétzungen (7.27)—(7.34) im Intervall [0, t*] erfiillt. Daher gilt insbesondere

an(t*) — by (t*) > pt*,  an(t*) — bu(t*) < p

und folglich ¢* ¢ N. Dies aber steht im Widerspruch zur Definition von ¢* als
Minimum der Menge N. Damit haben wir die Annahme A # () widerlegt und



128 Zwei abstoflende Punktladungen in einer Raumdimension

(7.115) gezeigt. Jetzt wenden wir Hilfssatz 7.5 erneut an: aus (7.115) folgt die
Giiltigkeit der Abschétzungen (7.27)—(7.34) fiir alle ¢ € [0, t]. (In (7.26) tritt
dabei jetzt to an die Stelle von ¢*.) Gema8 (7.32) und (7.33) gilt also insbesondere

| (t) = & — ot + 11 In(—1)| < kﬁ
X (t € [0, to]), (7.117)

,(t) = Yoo — vt —mpIn(—t)] <k 7

mit k definiert durch (7.18). Nun miissen wir noch den Fall ¢ < o,, betrachten.
GeméB (7.4) und (6.2) gilt

an(t) — oo —u ot +mIn(—t) =0,
(t < 0y). (7.118)
bn(t) — Yoo — vt —maln(—t) =0

Aus (7.117) und (7.118) zusammen folgt die Behauptung. O



Anhang

In diesem Anhang demonstrieren wir, wie sich aus dem kovarianten Kraft-
gesetz (2.1) die Bewegungsgleichungen (W) ergeben, wenn N, die Zahl der
Teilchen, zwei betrédgt und die Bewegung der beiden Teilchen in einer Raumdi-
mension verlduft, d.h. entlang einer Geraden im R3.

Die Weltlinien der beiden betrachteten Punktladungen seien mit z(;) und
%(2) bezeichnet. Als erstes gehen wir zu physikalischen Einheiten iiber, in denen
der Lichtgeschwindigkeit ¢ der Wert Eins zukommt. Sodann zeichnen wir ein
Koordinatensystem aus und nehmen eine Umparametrisierung der Weltlinien
vor. Diese seien nicht mehr nach ihrer jeweiligen Eigenzeit 7;, sondern nach der
Zeitkoordinate ¢ des ausgezeichneten Koordinatensystems parametrisiert. Der
Zusammenhang zwischen 7; und ¢ ist durch

t=z{y(m) baw. 7 = @(t) (1=1,2)
gegeben. Die Umkehrfunktionen ; := (z%,)™! (i = 1,2) sind streng monoton

(i)
wachsende Bijektionen von R nach R. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit

kénnen wir annehmen, dafl die Bewegung der Teilchen entlang der z'-Achse des
betrachteten Koordinatensystems verlduft. Die Parametrisierung der Weltlinien
lautet dann

2 (e1(0) = (ta(1),0,0), 2o (e2(t)) = (£b(t),0,0),

wobei a(t) bzw. b(t) die Ortskoordinaten der beiden Teilchen als Funktionen der
Zeit t bezeichnen. Die Bewegungsgleichung

. 1 y y .
m 2 (1) = ex5 (Flgh (200 (1) + Ffg, (20 (1)) ) 2000 ()

des ersten Teilchens l&8t sich nun, wenn man die aus der Definition der Eigenzeit
folgende Gleichheit ¢;(t) = /1 — a(t)? beachtet, in der Form

ml%Lt?Z = 61% (F(IQ(;ret (Z(l) (<P1<t))) + Fpaay (Z(l) (‘Pl(t)))> (A1)
\/1—a(t)
schreiben. Die Liénard-Wiechert-Potentiale des zweiten Teilchens lauten
(1, b(tarer), 0,0)
(t = tarer) — (2" = b(taret)) b(Faret)

A(Z)ret (:L‘) = €2

9

(1, b(t2aav), 0, 0)
(t — taaay) — (2" — b(t2aav)) b(t2aav)

A(2)adv(~”€) = €2



130 Anhang

Dabei sind die retardierten bzw. avancierten Zeiten tq.; und to.q, als Funktionen
von x implizit durch

tzret(qj) =1 — \/(:L’l — b(tzret(x)))z + (xQ) + (x3) ’

2
t2adv(x) =t+ \/(xl - b(tQadv(x))> + (‘TQ) + (:Eg)
gegeben. Wir setzen

(1) = tawee (20 (21(1)), 1T (1) = taaav (2 (22(1))).
Es gilt folglich

L) =t—|a®) = by ()|, T =t+]|alt) (I 1))

Mit der Kettenregel erhélt man

Otgret .
o Lo O = e b(15 ()
[a()) — b )]
}a@) - b(h(t))}
Oloret - alt —b(ll_(t))
o (0710~ o) = bl (@) b(I; (t)
[a(t) — b(i; ()]
atQadV 1
ot ( v (%(t))) B a(t) = b(If (1) ., .
b la(t) = b(15 (1))] b(If (1))
alt) — b(I7 (1))
o) =B
H la(t) — b(IF (1))] b(Iy (1))

Nun berechnen wir

Fifer (20 (01(1))) = 0" Ayyrer (20) (91.(1))) = 0° Algyres (20) (91(1)))

Es gilt
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9 0
@ A(Q)ret

athe 1 at2re / v athe
B axlt B <1 B b(thet)?lt) b(tarer) — (2" — b(thet))b(tZret)Wlt

= —ey 5

((t = tar) = (2" = Blt2rt) bl2eer))

und folglich

a(t) = b(Iy ()
a(t) —b(ly . o
b1 (1) - a’(t)“_ b(l( (t;)”?’ (1 - (i (1))
1— b (1 (1)
e la(t) — b(l7 (1))
(=1 (6) = (al) = b (15 (1))b(0 (1) )
la(t) — b(17 (1)) .
1 a(t) — b(l; (1)) _— b(l5 ()
UG

7 at2ret
a 12 - o b(thet) at
at @ (t — tz t) - (xl - b(t2 t))b(t2ret)
Oty Ot oy Otgre
1— Zret b(tz t>2 (;t ! ( T b(t2ret))b(t2 t) gt ’

(0 p—CRO) (1- b5 0)?)
| a0 =bE0)
e [a(t) = (L, ®)] !
(¢ =1 (®) = (alt) = b(t5 (1))b(i5 (1))
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T o Al t(z(l) (‘Pl(t))) - 8tA(2)ret (Z(l) (901(75)))
a(t)—b(l;(t)) o
o o) W) .
O =0 (@) b))
o B \a(t)—b(z;(t))\b(l1 ®) (A.2)
s - S
a(t)—b(l;(t)) o
B O (RO A OB (R ),
e a0 AU R

Analog gehen wir bei der Berechnung von

F(120)adv (Z(l) (‘Pl(t))) = alA(()Q)adv (Z(l) (901@))) - aoA%Q)adv (Z'(l) (901@)))

o 0
= _@ A(()Q)adv (z(l) (901 (t))) o EA%Q)adV (z(l) ((‘01 <t)))

vor. Es gilt

9 0
92 1@

adv

7 6tQadV

atQadV 7 atQadV 7
- 8.’171 - <1 - b(tZadv)W) b(tQadV) - (xl - b(tQadv))b(tZadv)W

((t — toaav) — (2! — b(tzadv))B(tQadv)>2

= —ey

und folglich
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1 ?Q)adv (Z(l) (‘Pl(t)))

o0x

a(t) = b(If (1))

(¢ =t 0) = (at) = (1 (1))b(0 (1) )

:62

(1)) = (a(t) = b(1 ()))b(i5 (1))

+
1

2((t—l

+e

<
S|+
N
ta
Q
—
>
el
]
N
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SN—
H )
—
—
>
el
]
N
-~
SN—
=
i
8
SN—"
<
—~ SR
,nmatqo
26
+> o~
N— —~
) >
—~ ..w
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(-
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und folglich

PO
N
—~
—~
+~
SN—
+—
= ol
O 7 N
—~
_ =
-+~
— S~—
~— s
—~ ~
D )
= |~
—~
L=
~— =
w) |.Tl.l
|| —
~=[=| 3
~ S— | ~— _
=S2] =
~
—_ OO /W\
o | |~
—~ | _
+~ +~
S— | ~—
—~
a a —
+~
+ | =
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i i
_ +~
~—~ ~
~~ N———
+~
S—
+—
~
~—
O

262

t—11 ()

(1)) = (alt) = b(1F (1))b(1F ) )

+
1

2<(t—l

+e
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Zusammengefaflt ergibt sich

Fiaa (20 (21(1)))

d at) 1

RN ] .

1
und dies entspricht der ersten Gleichung in (WE,). Ebenso leitet man auch die
zweite Gleichung in (WEy) her. Damit haben wir gezeigt, wie sich im Falle zwei-
er Punktladungen, deren Bewegung in einer Raumdimension verlduft, aus dem
kovarianten Kraftgesetz (2.1) die Bewegungsgleichungen (W) ergeben.



Bezeichnungen

Im folgenden stellen wir eine Reihe von Bezeichnungen zusammen, die im
laufenden Text ohne weitere Erklarung verwendet werden.

Mit N wird die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... (ohne die Null) und
mit R diejenige der reellen Zahlen bezeichnet. Intervalle reeller Zahlen bezeichnen
wir wie iiblich mit [0, 7], |o, 7], [0, 7[ und ]o, 7]. In derselben Weise werden oo
und —oo zur Bezeichnung unbeschréankter Intervalle benutzt. Dagegen steht (a, b)
niemals fiir ein offenes Intervall, sondern stets fiir das geordnete Paar zweier
Elemente a und 0.

Ist f: D — E eine Funktion, so wird mit graph f der Graph von f bezeichnet,
also die Menge aller Paare (z, f(z)) € D x E mit « € D. Ist A C D, so heifit
g = fla die Restriktion von f auf A. Fiir diese Funktion g: A — E gilt also
g(z) = f(x) fir alle z € A. Es ist

f(A) :={y € E| es gibt ein z € A mit y = f(z)}
die Bildmenge von A unter f. Der Trager einer auf R" erkliarten Funktion f ist

die abgeschlossene Hiille aller Punkte in R", an denen f nicht verschwindet. Er
wird mit

supp f == {z € R"| f(z) # 0}

bezeichnet.

Fiir ein Intervall J C R ist C(J,R") die Klasse der stetigen Funktionen von
J nach R". Die Klasse der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen von .J nach
R" wird mit C*(J, R™) bezeichnet. Es ist C°(J,R") = C'(J,R"). Im Falle n = 1
schreiben wir C*(J) anstatt C*(J, R!). Zudem setzen wir

C=(J) = () C*(J).

kelN

Es steht C§°(R) fiir die Funktionen aus C*°(R) mit kompakten Tréger.
Wir schreiben (C*(J ))? fiir die Menge C*(J) x C*(J) aller geordneten Paare
aus C*(J), d.h.

(C*()))? == {¢ = (a,b) | a,b € C*(J)}.

Bisweilen identifizieren wir (C*(J))? mit C*(J, R?), etwa wenn wir mit A C J
und ¢ = (a,b) € (C*(J))? an Stelle von (a|a,b|4) kurz ¢| 4 schreiben.
Alle in dieser Arbeit auftretenden Integrale sind Riemann-Integrale.
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In Kapitel I und im Anhang bezeichnen wir Elemente des Minkowski-Raumes
mit z = (2%, 2%, 2%, 2®) und ihre Komponenten also mit z# (u = 0,1,2,3). Der

Minkowski-Raum selbst ist der lineare Raum R*, versehen mit der durch
(z,y) = 2%° — 2lyt — 22y? — 2By

gegebenen Pseudometrik. Es gilt
=gy, 2'=-z; (i=123).

Wir verwenden die Summenkonvention, nach welcher iiber doppelt auftretende
griechische Indizes zu summieren ist, also etwa (z,y) = a*y,. Von x abhéngige
Vektorfelder j und Tensorfelder F' auf dem Minkowski-Raum haben die Kompo-
nenten j#* und F* (p,v =0,1,2,3).

Das Zeichen O signalisiert das Ende eines Beweises. Hinweise der Form [1]
beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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