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Folgende Aufgaben werden in der Zentralibung am Dienstag, den 05.06.2018 besprochen. Diese Aufgaben
sind als Musterbeispiele zu verstehen. Eine Korrektur von Losungsversuchen der Studierenden zu diesen
Aufgaben erfolgt nicht.

Aufgabe 1

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Genau dann besitzt V nur einelementige Basen, wenn ein v € V mit V = lin(v) und v # Oy
existiert. (Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass jeder K-Vektorraum mindestens eine
Basis besitzt.)

(ii) Setzen wir nun voraus, dass B = {v,w} eine zweielementige Basis von V ist. Zeigen Sie, dass fiir
jeden Vektor w’ € V' die Menge B’ = {v,w’} genau dann eine Basis von V ist, wenn A, u € K mit
w' = A+ pw und p # 0 existieren.

Aufgabe 2

Geben Sie fiir die folgenden K-Vektorrdume V eine Basis an, und weisen Sie die Basiseigenschaft jeweils
nach. Sie diirfen dabei als gegeben annehmen, dass es sich tatsdchlich jeweils um einen K-Vektorraum
handelt.

(i) KZR, V= {(l‘l,l‘g,l‘g) ERg ‘ 2x1 — x9 + b3 = 0}

(ii) K:R,V:{((é 2) € Mo | a,b,c,d € R mit a+b+c+d=0}

(iii) K:R’V:{Cf) 8) € My c | u, v, w € C mit u+v+w=0}

Aufgabe 3

Seine NI :=a,b CR, a<bund?P, ={p:I—->R, z+— Zzzoakxk | ag,...,an, € R} der
R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner gleich n.

(i) Weisen Sie nach, dass die Menge M; := {my,...,m,} C P, eine Basis von P, bildet, wobei die
Monome my, fiir k € Ny definiert seien durch my, : I — R, z > a*.

(ii) Seien auBerdem die Polynome p; : I = R, = — Hf:_()l (z—i)=z(x—1) ..-(x—k+1) firkeN
und pg : I — R, = — 1 gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge My := {py, ..., p} ebenfalls eine Basis
von P, bildet.



