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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass jedes komplexe Polynom n-ten Grades m Nullstellen (mit Multiplizitét
gezéhlt) hat.

Hinweis: Dazu kénnen Sie den Satz von Rouché oder den Satz von Liouville verwenden.

Losung
Sei p(z) =ap + a1z + ... + a,z™, mit a, # 0.

Erinnerung: Aus der Vorlesung wissen Sie:

q1(2)

lim
q2(2)

|z] =00

fiir zwei Polynome ¢, g2 mit grad(q;) < grad(gz).

Mit dem Satz von Rouché: Fiir f(2) = ag+...+a,_12" "t und g(2) = a,2"ist p= f+g

] a _
| = 0 ist, existiert es R > 0,

und es gilt grad(f) = n —1 < n = grad(g). Da lim,|_,

f(2)
sodass ‘ )

< 1, fiir |z] = R. Insbesondere gilt

[F(2)] <lg(2)

fiir z € 0BR(0). Nach dem Satz von Rouché haben g und f 4 g = p die gleiche Anzahl von
Nullstellen in Bg(0). Da g n Nullstellen (mit Multiplizitidt gezéhlt) bei z = 0 hat, hat p
auch n Nullstellen in Bg(0).

Mit dem Satz von Liouville: Wir zeigen zuerst, dass wenn n > 1 ist, p mindestens eine
Nullstelle hat.

Angenommen p hat keine Nullstelle. Es ist also p(z) # 0 fiir jedes z € C und somit ist %
holomorph. Da

lim |—
|z =00 ‘p(Z)
ist, ist die Funktion % beschrankt und nach dem Satz von Liouville ist sie auch konstant.
Das bedeutet aber, dass p auch konstant ist, was in Widerspruch zu n > 1 steht.

Der Rest des Beweises folgt durch Induktion:

Zu zeigen ist die Aussage A(n): ,,jedes Polynom n-tes Grades hat n Nullstellen“. A(1) wurde
oben gezeigt. Angenommen, es gilt A(n—1), zeigen wir A(n): Das Polynom p hat mindestens
eine Nullstelle 2z (siehe oben). Dann ist p(z) = (2 — 20)q(z), mit grad(q) = n — 1. Nach der
Induktion Annahme hat ¢ n — 1 Nullstellen, die mit zy zusammen die n Nullstellen von p
bilden.



Aufgabe 2

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = - P =S +1)
{z € C||z|] > 1} konvergiert. Bestimmen Sie danach das Residuum von f(z) an der Stelle
z = 0. Warum lasst sich dieses nicht an der berechneten Laurentreihe direkt ablesen?

in eine Laurentreihe, die auf dem Gebiet B;1(0) =

Losung
Wir schreiben

1 1 1 1 1 1

&= D~ 7712 i

Fiir |z| > 1 konnen wir - (17 Iy als geometrische Reihe entwickeln:

1 [es] 1 k e}
[ — _ — _l)szk
T (
1-(=2) kZ:O ( i ) kz:%
Somit erhalten wir die im Gebiet B;(0) konvergente Laurentreihe
1 oo oo
_ k sk k1, —(k+1) _ k Lk
=t S = L St < S
k=0 k=1

Das Residuum von f(z) an der Stelle O kann von der obigen Laurentreihe nicht abgelesen
werden. Um das Residuum ablesen zu konnen, bendtigt man die Laurentreihe von f(z), die
in einem Gebiet, die die Null enthélt, konvergiert.

Eine Moglichkeit, das Residuum zu bestimmen, ist folgende Formel (vgl. Blatt 8):

(= = 20)"h(2)) "~V (20)
(n—1)!

res,, (h) =

Diese Formel gilt, falls h(z) einen Pol n-ter Ordnung im Punkt zy besitzt. In unserem Fall
besitzt f(z) = 2(271“)
fortsetzbar ist. Daher gilt in unserem Fall mit n =1

in zp = 0 einen Pol 1.0rdnung, da zf(z) in zp = 0 holomorph

resz,—o(f) = (2£(2))]z=0 = 1
Eine alternative Moglichkeit das Residuum zu berechnen ist folgende Formel:
solf) = o [ daf()
Tesp = 5= zf(z
21 U. (0)

wobei U (0) := {z € C||z| < €} fiir ein € > 0, so dass f(z) in U(0) \ {0} holomorph ist,
wobei U (0) := {z € C||z| < €} der Abschluss von U (0) ist. In unserem Fall erhalten wir fiir
O<ex<l1

1 1 1 1
reszO(h):—,/ dzf(z) = — dz < > =1
27Tl U. (0) 27T1 ue(o) z z + 1

da fu ©0) dz = 27i und fu (0) —— = 0 gilt. Letztere Aussage folgt aus der Tatsache, dass
fiir 0 <e< 1 die Funktion in Z/I (0) holomorph ist.

z+1
Alternativ kann auch die Laurentreihe von f(z) um die Null bestimmt werden. Das Residuum
ist dann der Koeffizient von 1/z.



Aufgabe 3
Berechnen Sie mit Hilfe komplexer Integration das reelle Integral

o0
[
oo TP H1

Achten Sie dabei auf eine klare Begriindung, warum Ihre Rechnung das richtige Resultat

liefert.

Losung

Aufgrund der Symetrie der Funktion gilt f > srrrde = lim, oo f » zorrde. Aukerdem ist
57 = Re (Eg‘—jl) fiir z € R und somit [” . s955de = Re (f . mgﬂdx)

Daraus folgt

* coszx . el?
[m mdl’ = Re <rli)rglo /[rm] 22—i_1d2> .

Wir werden die rechte Seite mit Hilfe des Resiudensatzes berechnen. Dafiir betrachten wir

die komplexe Funktion f(z) = % und die Kurven

+

i) =t fir t € [—r, 7], V3 (t) = t+ir  fiirt € [r, -],
Y2(t) = r+it firte|o,r], yHt) = —r+it firt e [r,0].

[, =t +92 + 72 + 2 ist die geschlossene Kurve, die das Rechteck mit Ecken —r,r,r +
ir, —r +ir in die positive Richtung einmal umliuft. Die Kurve ! parametrisiert die Strecke
[—r, 7], die uns interessiert.

Die Funktion f(z) = zg‘jl = (z+ie)i(zz7i) ist holomorph auf C\{+i} und hat an der Stellen
z =1und z = —i jeweils einen Pol erster Ordung. Fiir » > 1 liegt nur die Polstelle z =i im
Inneren von I',.. Nach dem Residuensatz gilt fiir » > 1

/ f(2)dz = 27iRes;(f) = 2rilim(z — 1) f(2) = 27T1i me L.

z—i 2i

Jetzt zeigen wir, dass die Integrale auf 72,72 und ~? im Limes r — oo keinen Beitrag zum
Integral liefern, d.h., dass lim, s fv f(z)dz =0 fir i =2, 3,4 ist.

r ) T eft
‘/O FR2 (1) dt’ /\f% /()|dt = /OWMdt

1 ° 1
< sup ——— e*tdt < / e—tdt _ Y
tG[OI,)r] |(r + lt)2 + 1] /0 2 -1/, 21 1o

Hier haben wir benutzt, dass

f(z)dz
72

|(r+it)? +1] > |r+it) | —1=|r+itf —1=r’+t2 1272 -1

fir t € [0,7].

. . 1
fiir ¢t € [0, 7] ist, also [GEEDEESTINS r? T

Analog zeigt man ’f% f(z)dz

—— 0. Auf »3 gilt
T—00

-r

r , T e
‘— . fr @) (t)dt’ < /_r mdt

1 " 1
< e’ tES[I—lE,r] m - 1dt < e_rﬁ% x) 0.
Somit gilt
lim / f(z)dz= lim [ f(z)dz+0+0+0=me !,
r—oo [.1 r—oo Jp
und

* cosx .
/_wmd (35&/ G )‘”e :



Aufgabe 4
Gegeben sei die Differentialgleichung

y/// _ 33// — 2y

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung fiir das Anfangswertproblem
y(0) =1, ¢'(0) =1, y"(0) = 0.

Loésung

(a) Mit Hilfe des Ansatzes y(z) = Ae’® wird das Fundamentalsystem bestimmt. Dazu

A% in die Differentialgelichung ein und erhalten

setzen wir Ae
(A2 —3)\ +2)4e* =0

Wir bestimmen die Nullstellen des Polynoms A3 — 3\ + 2:

A =3A+2=0
Die Nullstellen lauten Ay = Ay = 1 ;A3 = —2. Da die Nullstelle 1 eine doppelte
Vielfachheit besitzt, erhalten wir als Fundamentalsystem die 3 linear unabhingigen
Losungen:
1(z) =e*
po(x) =z€”
p3(w) =%

(b) Die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung lautet

y(x) = crp1(x) + copa(x) + caps(x)

wobei c1, 2, c3 € R aus der Anfangsbedingung zu bestimmen sind.
Wir erhalten:

y(0) =c1 +c3=1
y/(()) =c1 +Cy — 203 =1
y"(0) =c1 +2c3 +4c3 =0
Dieses Gleichungssystem kann z.B. mit Hilfe des Gauf-Verfahrens bestimmt werden.

Wir geben hier nur die Losung an (in der Klausur muss der Rechenweg nachvollziehbar
sein):

(G 10/9 ,Co = —1/3 ,C3 = —1/9

Das bedeutet, dass die Losung der obigen Differentialgleichung zu den gegebenen An-
fangsbedingungen wie folgt lautet:



Aufgabe 5
Uberpriifen Sie die Differentialgleichung

y = ysinx +sinx

auf Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Losen sie sodann das entsprechende Anfangs-
wertproblem fiir y(0) = 1.

Losung

Die Funktion f(x,y) = ysinx + sinz ist stetig in R? und global Lipschitz-stetig in der
zweiten Variable: fiir festes € R gilt |f(z,y1) — f(z,92)| = |(y1 — y2) sinz| < |y1 — 2|, fiir
alle y1,y2 € R. Nach dem Satz von Picard-Lindel6f existiert eine globale Lésung und sie ist
eindeutig.

Jetzt 16sen wir das Problem fiir y(0) = 1 mit der Methode der Variation der Konstanten.
Die allgemeine Losung des homogenen Problems

y'(z) = y(z)sinz
ist (Trennung der Variablen) y(z) = Ce™ °°**. Um Losungen des inhomogenen Problems
zu finden, lassen wir die Konstante variieren. D.h., wir suchen nach einer Lésung mit dem
Ansatz
Dann ist
y'(x) = C'(x)e” % + C(x)sinze™ % = C'(x)e” “°? + sinay(x).
Damit y das Problem 16st, muss
C'(z)e” % =sinx

gelten. Also

C'(z) = sin xe®s".

Wir integrieren auf beiden Seiten und finden
x
C(z) = / sinue®®“du + Dy = [—e“®Y|§ + D1 = —e“®*¥ 4 Do,
0
fiir Konstanten D7, Ds. Somit ist
y(x) = C(x)e™ %% = —1 + Dge™ 37,

Einsetzen von y in die Gleichung zeigt, dass tatsichlich ¢y’ = ysin x + sin z. Wir miissen nur
die Konstante Dy zum Anfangswert anpassen.

y(0) = -1+ Dye™? . 1,

also Dy = 2e. Die gesuchte Losung ist dann y(x) = —1 + 2el 752,



