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Aufgabe 1 Es seien G eine offene, zusammenhéngende Teilmenge von C und f : G — C
eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie: ist Re(f) oder Im(f) konstant, so ist f auch konstant.

Loésung

Es seien u = Re(f) und v = Im(f) —u und v verstehen wir als Funktionen von R? nach R,
das heift, u(z,y) := Re(f(z +iy)), v(z,y) := Im(f(x + iy))— Da f holomorph ist, erfiillen
u und v die Cauchy-Riemannsche Gleichungen

Ozu = Oyv
Oy —0y0.

O.B.d.A. nehmen wir an, dass u = Re(f) konstant ist (wére stattdessen Im(f) konstant,
multiplizieren wir unsere Funktion mit i und wenden das Resultat an). Dann gilt 0 = 9,u =
Oyu, und nach der Cauchy-Riemannsche Gleichungen das gleiche gilt auch fiir v: 0 = O,u =
Oyv und 0 = Oyu = —30,v. Das heift, Vv = 0, und somit ist v auch eine konstante Funktion.
f = wu+iv ist dann auch konstant.

Bepunktungsvorschlag: 2P fiir die (begriindeten) Cauchy-Riemannsche Gleichungen, 3P
fiir den Beweis, dass wenn u (oder v) konstant ist, ihr Gradient Null ist und somit auch der
Gradient von v (oder u). 4 weitere Punkte fiir die Schlussfolgerung, dass dann v (oder )
konstant ist und somit auch f. Den letzten Punkt bekommt man fiir die Bemerkung, dass
der Beweis fiir ,Re(f) konstant* auch fiir ,,Jm(f) konstant“ gilt (nicht notwendigerweise wie
bei der Losung, es reicht auch zu sagen, dass der Beweis analog ist). Den 2. Fall direkt zu
beweisen vergibt natiirlich auch den Punkt.



Aufgabe 2 Gegeben sei die Funktion f(z) = % Entwickeln Sie die Funktion in
Laurentreihen um zg = 1, die jeweils auf den Kreisringen Ky 3(1) und K3 (1) konvergieren.

Erinnerung: Fiir 0 <r < R< oo undce Cist K, g(c):={z€C:r<|z—c|] <R}

Loésung
Fiir jeden Kreisring suchen wir eine konvergente Reihe in der Form Zzozf o On(z—1)"

Als erstes schreiben wir die Funktion als Summe von zwei Funktionen der Form %5, a,b € C,
die man mit der geometrischen Reihe gut vergleichen kann:
3z 3(z—1) 3 3 -1 1 2 1

Co)G+2) G-0+2) " GoDGE+2) 242 242 2 1 zx2 i-1

Der Term z—il hat bereits die gesuchte Form und ist fiir z # 1 (also in beiden Kreisringen)
definiert.

Den zweiten Term schreiben wir mit Hilfe der geometrischen Reihe um. (Erinnerung: 07 jw™ =
— fiir |w| < 1). Wir miissen zwei Félle unterscheiden, damit die ensprechende Reihe kon-
vergiert:

Fall ||z — 1] < 3|

2 2 1 2 —-1\"
= — — — - _17’L
42 31-1(1-2) 32(3> (=1,
da |$(1—z)| <1 ist.
Fall ||z — 1| > 3]

2 2 2 12 i -3\"
242 (z-1)—(=3) z-11-=  z2-1 z2—1) 7

da

z—

3 "
1‘ < 1 ist.
Damit diese letzte Reihe die gewiinschte Form hat, miissen wir noch den Index anpassen:

23 () - E e

n=0 n=-—oo

Zum Schluss addieren wir beide Terme:

Fiir 0 < |z — 1| < 3, also z € Ko 3(1), gilt
1N 2D
= -n+ 2
n=0

und fiir 3 < |z — 1], also z € K3,00(1), gilt

-2
fy= Y 2(=3)" M- +2(—-1)""
Bepunktungsvorschlag: Jeden Fall z € Ky 3(1) und z € K3,(1) vergibt 5 Punkte. 2/5
Punkte bekommt man bei jedem Fall fiir die Argumentierung, dass die gefundene Reihe
konvergiert (man konnte auch das Resultat aus der Tutoriumsaufgabe fiir ﬁ benutzen).
Jeweils 1P falls die angegebene Reihe die richtige Form 7 a,(z—1)™ hat. Die restlichen

Punkte fiir richtige Zerlegungen, Umschreibungen...



Aufgabe 3 Berechnen Sie das Integral

eiaz
——dz
ngs(o) (z—1)?

mit o € R. 9B,.(z0) bezeichnet den Kreis von Radius » um z¢ € C in positivem Umlauf.

Losung
Die Aufgabe kann man mit der Cauchyschen Integralformel fiir die Ableitungen oder mit
den Residuensatz 16sen:

Cauchysche Integralformel

Sei f(z) := €. f ist holomorph auf € und zy = 1 liegt innerhalb der Kurve 9B85(0). Somit
sind die Annahmen der Cauchysche Integralformel erfiillt und es gilt

() L o ‘
dz = % ————dz = 27if (z ) = 27‘(1(10[620‘) = —Qrae®.
fi’aBS(o) (z—1)? 98B5(0) (2 — 20)? 0

Residuensatz

Hier wahlen wir f(z) = % Die Funktion ist holomorph in C\{1} (als Komposition
holomorpher Funktionen) und an der Stelle zo = 1 hat sie eine Polstelle 2. Ordnung, die
innerhalb der Kurve 9B85(0) liegt. Nach dem Residuensatz gilt

eiaz
—— dz = 27iRes,, (f).
]{935(0) (z—1)2 ()

Um das Residuum zu bestimmen benutzen wir die aus der Zentraliibung bekannte Formel
(Aufgabe 1, Blatt 8)

RESZO(f) = g/(ZO)’

wobei g die holomorphe Vorsetzung von der Funktion (z — 29)?f(2) ist. In diesem Fall ist
g(z) = € also Res,, (f) = ¢'(20) = iae’® und man kommt zum gleichen Ergebnis wie
oben.

Bepunktungsvorschlag: Bei der Cauchyschen Integralformel, die Formel anzugeben ver-
gibt 4 Punkte, die Voraussetzungen zu nennen und zu iiberpriifen 4 weitere Punkte, und
die 2 letzte fiir richtige Rechnungen. Bei der Version mit dem Residuensatz, 3 Punkte fiir
die Formel, 3 fiir die Voraussetzungen, 2 weitere Punkte fiir eine richtige Formel fiir das
Residuum und noch 2 fiir die Rechnungen.



Aufgabe 4 Uberpriifen Sie die Differentialgleichung

y/ _ ey+2w

fiir z € R auf Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Losen Sie sodann das entsprechen-
de Anfangswertproblem fiir y(0) = 0 auf dem maximalen Losungsintervall. Geben Sie des
Weiteren das maximale Losungsintervall explizit an.

Losung
Zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen:

Wir werden zeigen, dass die Funktion f(z,y) = e¥*2* lokal Lipschitz-stetig in y ist. Somit
ist (nach Picard-Lindeldf, weil f auch stetig in x ist) das Problem lokal eindeutig l6sbar.

Fiir feste xg,yo € R suchen wir C' > 0 und eine yo-Umgebung U so, dass

|f(x0,y0) — f(zo,y0)] < Clyo — vl

fiir y € U gilt. Es seien dann zq,y9 € R. Die Funktion e¥ ist unendlich-oft differenzierbar,
insbesondere stetig differenzierbar. Die Ableitung e¥ ist auf jeder kompakten yo-Umgebung
[0 — 8,50 + 0] beschrinkt durch eine Konstante C' > 0 (die von yo und § abhingt). Nach
dem Mittelwertsatz gilt

| f(z0,90) — fz0, )] = e™0e¥ — e¥| < e Clyo — y| = Clyo — ¥l

firy € U := [yo — 6,90 + 6], wobei C' = e” (. Diese Konstante hingt von xg,yo und 8
ab, wir haben nur eine lokale Lipschitz-Bedingung bewiesen. —Die Funktion ist nicht global
o0

Lipschitz: Sei zum Beispiel yo = 0. Fiir y > 0 ist e¥ = > ?jl—n, >14+y+ % (drei erste
Terme der Reihe), also

2

Yo _ oY 1—¢eY + y_

lim M = li | al > lim L
M Tl TR 2Ty

= Q.

Das heifst, es existiert keine Konstante C' so, dass |e¥0 — e¥| < Clyo — y| fiir jedes y € R gilt,
wenn yo = 0. Das gleiche gilt fiir ein beliebiges yo € R. Die Funktion ist somit nicht global
Lipschitz in y. Dies wird fiir die Lésung nicht verlangt—.

Losung des Anfangswertproblems:
y' = e¥T2 = e¥e??, Wir 16sen das Problem mit Trennung der Variablen. Es gilt

y z 1
ye ¥ =e2 = e Vdv = / eldu = e Y = 75621 +C
T

Yo 0

fiir eine Konstante C' € R. Fiir die Anfgangsbedingung y(0) = 0 gilt e® = —1e® + C, also
C=1+ % = % Wir nehmen das Logaritmus auf beiden Seiten und finden

yio) = tog ‘;%) ,

definiert fiir 3 — e?* > 0, d.h. x € (—oo, 10;%3)'

Bepunktungsvorschlag: Existenz und Eindeutigkeit: den Satz von Picard-Lindel6f zu for-
mulieren vergibt 1P, die Bedingungen des Satzes zu iiberpriifen (Steitigkeit in  muss man
nicht beweisen, aber schon erwithnen) 3P (fiir die Lipschitz-Bedingung reicht zu sagen, dass
stetig Diffbarkeit Lipschitz-stetigkeit impliziert, man muss den Beweis nicht schreiben), die
richtige Schlussfolgerung zu treffen 1P. (Zu zeigen, dass die Funktion nicht global-Lipschitz
ist, ist nicht verlangt, aber vergibt einen extra Punkt. Das Maximum sind jedoch 10 Punk-
te). Losung des Problems: Trennung der Variablen zu benutzen und die Vorgehensweise zu
kennen 2P, die richtige Losung zu finden 2P, das maximale Losungsintervall anzugeben 1P.



Aufgabe 5 Uberpriifen Sie die Differentialgleichung

Yy

2
fir x € (0, 00) auf Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Losen Sie sodann das entspre-
chende Anfangswertproblem fiir y(1) = 1 auf dem maximalen Losungsintervall. Geben Sie
des Weiteren das maximale Losungsintervall explizit an.

Loésung
Zur Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen:

Die Funktion f(z,y) = z—z + £ ist stetig in z fiir 2 € (0, 00). Sie ist auch lokal Lipschitz-stetig
in y, da fiir festes x ihre y-Ableitung i—é’ +% stetig in y ist. Dies zeigt, wie in Aufgabe 4, dass f
lokal Lipschitz-stetig in y ist. Daraus folgen Existenz und lokale Eindeutigkeit der Losungen
(nach dem Satz von Picard-Lindelsf). —Die Funktion ist jedoch nicht global Lipschitz in y:
Fiir yo = 0 gilt

vy

| (,90) — F(a9)] = ’x .

Wir miissten eine Konstante C' > 0 so finden, dass

%z + %’ < Cly| fiir jedes y € R gilt,

insbesondere Z—z—l—% < Cy fiir jedes y > 0. Das ist nicht mdglich, da lim, (g—z + %) y~l =

oo ist, also durch keine Konstante beschrinkt. Dies wird fiir die Losung nicht verlangt—.
Losung des Anfangswertproblems:

Mit der Substitution z = £ wird die Differentialgleichung 2’z = 22. Diese neue Gleichung
kénnen wir mit Trennung der Variablen l6sen. Es gilt

-1

z xT
/ v 2dv = / uldu = —2z7 =logx + C = 2(x) = 2(2) = gz —C"

zZ0 o
Wir Substituiren zurtick und finden

—ZT

y(z) = z2(x) = logz —C

—

I definiert fiir
ogz—1

Die Anfangsbedingung ergibt 1 = =5 = C = 1. Das heift, y(z) =
logz < 1, d.h. fiir x € (0,e).

Bepunktungsvorschlag: Existenz und Eindeutigkeit: den Satz von Picard-Lindel6f zu for-
mulieren vergibt 1P, die Bedingungen des Satzes zu iiberpriifen (Steitigkeit in # muss man
nicht beweisen, aber schon erwéhnen) 3P (fiir die Lipschitz-Bedingung reicht zu sagen, dass
stetig Diffbarkeit Lipschitz-stetigkeit impliziert, man muss den Beweis nicht schreiben), die
richtige Schlussfolgerung zu treffen 1P. (Zu zeigen, dass die Funktion nicht global-Lipschitz
ist, ist nicht verlangt, aber vergibt einen extra Punkt. Das Maximum sind jedoch 10 Punkte).
Losung des Problems: Die Substitution durchzufiiren, Trennung der Variablen zu benutzen
und die Vorgehensweise zu kennen 2P, die richtige Losung zu finden 2P, das maximale L6-
sungsintervall anzugeben 1P.



