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Aufgabe 1
Gegeben sei das Gleichungssystem{

y′(x) = Ay(x)
y(0) = y0

, (1)

wobei y : R→ R
n, y0 ∈ Rn und A ∈ Mn×n(R).

Die Exponentialfunktion einer Matrix B ∈ Mn×n wird auch (wie in R oder C) durch die
Reihe

eB =
∞∑
k=0

Bk

k!

definiert. Zeigen Sie

a) Für jede Matrix B ∈ Mn×n(R) konvergiert die Reihe eB absolut.

Hinweis: Da alle Normen in Mn×n äquivalent sind, ist für die Konvergenzfrage irrele-
vant, welche Norm man betrachtet. Nützlich ist hier die Operatornorm

‖B‖ := max
u∈Rn,‖u‖61

‖Bu‖.

Sie dürfen benutzen, dass für diese Norm ‖B1B2‖ 6 ‖B1‖‖B2‖ gilt (und natürlich auch
die übliche Eigenschaften von Normen).

b) d
dx
eAx = AeAx.

c) y(x) = eAxy0 löst (1). Diese Lösung ist eindeutig.

d) Für eine Diagonalmatrix D =

 λ1 0
. . .

0 λn

 ist

eDx =

 eλ1x 0
. . .

0 eλnx

 .



e) Sei D ∈ Mn×n(R) diagonal und U ∈ Mn×n(R) invertierbar. Für die diagonalisierbare
Matrix A = UDU−1 ist

eAx = UeDxU−1.

f) Lösen Sie das Gleichungssystem (1) für die Matrix A =

(
1 2
0 2

)
und den Anfganswert

y0 =

(
2
1

)
.


