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Aufgabe 1
Es sei f: C — C ganz und nicht konstant. Beweisen Sie, dass f(C) dicht in C liegt, d.h.
zu jedem w € C und zu jedem € > 0 gibt es ein z € C mit |f(2) —w| < e.

Hinweis: Nehmen Sie an, es existiert ein € > 0 und ein wy € C, sodass |f(z) — wq| > €
fur alle z € C. Konstruieren Sie aus dieser Annahme eine Funktion ¢(z), die holomorph
und beschrankt ist und benutzen Sie den Satz von Liouville um die Annahme zu einem
Widerspruch zu den Voraussetzungen zu fiihren.

Aufgabe 2

(a) Sei f: C — C holomorph und auf R reellwertig. Beweisen Sie: f(z*) = (f(z))* fur
alle z € C.
Hinweis: Zeigen Sie, dass mit f auch g(z) := (f(z*))* holomorph ist. Betrachten Sie
die Funktion g — f auf der reellen Achse und verwenden Sie den Identitétssatz.

(b) Sei f: C — C holomorph und auf R reellwertig, f # konst.. Beweisen Sie mit Hilfe
des Identitatssatzes, dass f(z*) nicht holomorph ist.

Hinweis: Bei der Funktion f(z*) wird Ihnen Aufgabenteil (a) zusammen mit der Tat-
sache, dass auf ganz C reellwertige und komplex differenzierbare Funktionen konstant
sind (warum?), behilflich sein.



Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass jede ganze (d.h. in ganz C komplex differenzierbare) Funktion f : C — C
mit |f(2)] < a+ b|z|"T* mit a,b > 0;n € N und o < 1 ein Polynom von maximalen Grad
n 1st.

Aufgabe 4 (Staatsexamensaufgabe)
Fir r > 0 sei D, := {z € C: |z| < r}. Fir welche r gibt es eine holomorphe Funktion
fi:Dy = Cmit f (L) =2 firn=2,34,..7
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