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Aufgabe 1: Kurvenintegral

Betrachten Sie das Kurvenintegral über das Vektorfeld

f : R3 \ {0} → R3, f(x) =
x

||x||3
,

entlang der folgenden Kurve:

γ(t) =

 cos t
sin t
2 sin t

2

 t ∈ [0, 4π].

(a) Überprüfen Sie die Integrabilitätsbedingungen und entscheiden Sie, ob es sich bei f
um ein Gradientenvektorfeld handelt! Was bedeutet Ihr Ergebnis für das Kurvenin-
tegral und warum?

(b) Suchen Sie nach einem Potential von f ! Was bedeutet Ihr Ergebnis für das Kurven-
integral und warum?

Tipp: Betrachten Sie den Gradienten von 1
‖x‖α !

(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral explizit!

Aufgabe 2: Flächenintegral und Satz von Fubini

Skizzieren Sie die Menge D := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, |y| ≤ x} und zeigen Sie mithilfe
des Satzes von Fubini: ∫

D

√
1− x2 d2x = 2−

√
2

Tipp: Zerlegen Sie D in die Mengen D1 = D ∩ ([0, 1√
2
]×R) und D2 = D ∩ ([ 1√

2
, 1]×R).



Aufgabe 3: Integration mithilfe von Polarkoordinaten

Betrachten Sie die Polarkoordinaten des R2, gegeben durch die Abbildung

φ : R+ × [0, 2π]→ R2, (r, ϕ) 7→
(
r cosϕ
r sinϕ

)
(a) Zeigen Sie, dass φ nicht injektiv ist! Berechnen Sie die Jacobimatrix D(r,ϕ)(φ) von φ

im Punkt (r, ϕ)!

(b) Überlegen Sie sich, welche Teilmengen aus der Urbildmenge R+ × [0, 2π] und der
Bildmenge R2 jeweils entfernt werden müssen, um für die entsprechende Einschrän-
kung von φ eine bijektive Abbildung zu bekommen und argumentieren Sie, dass in
der Tat der Transformationssatz angewendet werden kann:

Ist f : R2 → R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass die Funktion (r, ϕ) 7→
(f ◦φ)(r, ϕ) · | detD(r,ϕ)(φ)| auf R+× [0, 2π] integrierbar ist, dann ist auch f über R2

integrierbar und es gilt∫
R2

f(x, y) d2x =

∫
R+

∫
[0,2π]

(f ◦ φ)(r, ϕ) · | detD(r,ϕ)(φ)| dr dϕ

Aufgabe 4: Trick zur Berechnung des Gaußintegrals

Berechnen Sie das Integral der Gaußfunktion, d.h. zeigen Sie∫ ∞
−∞

e−αx
2

dx =

√
π

α
(1)

für alle α ∈ R+! Gehen Sie folgendermaßen vor:

(a) Beweisen Sie mithilfe des Transformationssatzes unter Verwendung von Aufgabe 3:∫
R2

e−x
2−y2 d2x = π.

(b) Begründen Sie mithilfe des Satzes von Fubini die Integrierbarkeit der Gaußfunktion
f : R→ R, f(x) = e−x

2 und die Gültigkeit der Gleichung(∫
R
e−x

2

dx

)(∫
R
e−y

2

dy

)
=

∫
R2

e−x
2−y2 d2x.

(c) Beweisen Sie nun die Integralformel (1) .


