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Aufgabe 1: Ableitungsregeln

Seien f,g : R" — R™ total differenzierbare Vektorfelder und ¢ : R® — R ein total dif-
ferenzierbares Skalarfeld. Wir notieren mit 7, die Jacobimatrix einer beliebigen total
differenzierbaren Abbildung ¢. Beweisen Sie folgende Produktregeln:

(a)
Ty = Tp¢ + f - grad ¢.
Beachten Sie hier, dass der Ausdruck f - grad ¢ als Produkt der m x 1-Matrix f (als
Vektor im R™) mit der 1 x n-Matrix grad ¢ eine m x n-Matrix ergibt (genauso wie
Jr und Jr¢).
(b) Es bezeichne (-,-) das Standardskalarprodukt im R™. Zeigen Sie:
Ti1.9) :fT'jg"‘gT‘jf )
mit den Zeilenvektoren f7 und g, die sich durch Transposition der m-dimensionalen
Spaltenvektoren f und g ergeben.
(c) Seien m =n und V = (8%1, - %)T der Nabla-Operator im R™. Aufserdem notiere
div(g) die Divergenz einer Funktion h : R" — R™,
= aiL'j

div(h) =

Hierbei seien h; : R" — R die Komponentenfunktionen von h. Zeigen Sie:

div(fe) = div(f)¢ + (f, V)

Aufgabe 2: Extrema unter Nebenbedingungen

Seien V = {(z,y) € R?| 22 +2y* =9} und f: V = R, f(z,y) = 2* — y> . Bestimmen
Sie lokale und globale Extrema von f in V', sowie diejenigen Stellen in V', an denen die
Extrema angenommen werden.

Hinweis: Da f stetig ist und V kompakt, diirfen Sie voraussetzen, dass f in V' ein Maximum
und ein Minimum besitzt. (Denn das Bild f(V) C R ist eine kompakte Menge, also
abgeschlossen und beschrénkt. )



Aufgabe 3: Extrema auf einer abgeschlossenen Menge mit nichtleerem Inneren

Betrachten Sie die Funktion f aus Aufgabe 2. Bestimmen Sie diesmal die Extrema von f
auf der Menge W = {(x,y) € R?| z? + 2y*> < 9}! Beachten Sie, dass im Inneren von W
neue kritische Stellen auftauchen kénnen und dass vielleicht manche der Extrema auf dem
Rand OW =V keine Extrema in W sind!

Aufgabe 4: Optimierungsproblem die Zweite

Beweisen Sie durch die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (Extrema unter Nebenbe-
dingungen): Bei gegebenem Volumen V' hat der Wiirfel unter allen Quadern die kleinste
Oberfldche O.



