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Musterlosung tiir die Klausur zur Analysis II

Aufgabe 1

(a) Zur totalen Diffbarkeit: Zunéchst sollte man sich den Kandidaten fiir die totale Ablei-
tung beschaffen (oder raten). Das geht durch Ausrechnen der partiellen Ableitungen
mithilfe der Definition:

9,£(0,0) = lig L0 F S0 = SO0 00

e—0 £ e—0 g

=0.

Durch Vertauschung von z und y erhélt man 9, f(0,0) = (0,0). Falls f also in (0,0)
total diffbar ist, lautet die Ableitung D f(0,0) = (0,0).
Nun zeigen wir, dass dies tatséchlich der Fall ist. Dazu muss gelten:

L g JU0.0) 4R £(0,0) = DFO,OR

h—(0,0) |12l

Sei (hn)nen C R? eine Nullfolge, h,, = (hyn, hoy) mit by, # 0, hay, # 0.

1
I — lm hihasin(;5-) —0—0

h—(0,0) A /h% + h%

Betrachte diesen Ausdruck im Betrag, um Abschétzungen durchfiihren zu kénnen (er
soll ja sowieso Null ergeben):

hlhg SIH(L) ’
L] = lim it

h—(0,0) \ /h% + h%

Nun ist |sin(a)| < 1Va € R, daher folgt:

. |h1h2|
L < lim ———.
Ll< h=(0,0) \/h% + h3

Sei nun m,, = max{hy ., he,}. Dann gilt:

2
L)< tim 0 i =0,
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Folglich ist f in (0,0) total differenzierbar mit Ableitung D f(0,0) = (0, 0).



(b) Zur partiellen Diffbarkeit: Wir zeigen, dass O, f(x,y) nicht stetig in (0,0) ist. Fir
x,y # 0 ist f eine Komposition differenzierbarer Funktionen und somit nach den
gewohnten Ableitungsregeln diffbar:

Opf(z,y) = ysin (i> 1 oS (i> :
Ty x Ty

Der erste Term ist wegen der Beschrianktheit des Sinus stetig in (0, 0). Fiir den zweiten
Term wahlen wir eine Nullfolge (2, Yn)nen so, dass der Cosinus immer gleich 1 ist.
1

Das ist z.B. der Fall fir z,y, = 5> was wiederum durch die durch

1
xn = Yn =
Y V2nm

gegebene Nullfolge realisiert wird. Fiir diese Folge gilt:

) 1 1 )
lim ——COS( ) = lim —V2nm = —o0.

n—oo  Ip TnlUn n—oo

Folglich kann 0, f(z,y) in (0,0) nicht stetig sein. Da f symmetrisch in x,y ist, gilt
das Gleiche fiir 9, f(x,v).



Aufgabe 2

(a) FEzplizite Berechnung: Eine Parametrisierung von 0K ist gegeben durch:
®(t) = (cost,sint,0)”, t € (0,27).

Damit gilt:
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(b) Berechnung mit dem Satz von Stokes: Nach dem Satz von Stokes gilt:

I—/(rotv,n)d27’,
K

wobei n das Normalenvektorfeld auf K ist. Hier (mit angegebener Orientierungskon-
vention): n = ez = (0,0,1)T. Fiir das Integral braucht man also die dritte Kompo-
nente der Rotation von v:

<1"Ot v, €3> = (I”Ot 'U)3 = OyVg — ay’Ul = Oy — ay<_y) =2

Folglich:
I= / 2d°r = 2voly(K) = 2.
K

Offensichtlich stimmen die beiden Ergebnisse iiberein, was den Satz von Stokes in
dieser Situation verifiziert.



Aufgabe 3

Da die Normen &dquivalent sind, gibt es eine Konstante C' > 0 mit || - ||, < C| - ||
1. Antwort
Sei € > 0. (z,) konvergiert gegen z beziiglich || - ||,, und daher existiert es eine natiirliche

Zahl N mit ||z — z,||, < &/C fiir n > N. Es gilt also
Iz = 2nlls < Cllz = 2nlla <é,

fir n > N.
2. Antwort (ohne die e-N Definition):
Es gilt

0< lim ||z — z,][p < lim C||z — 2z,]|la = C lim ||z — 2,]|o = 0,
n—00 n—00 n—0o0

und daraus folgt lim,, . ||z — z,|[p = 0.



Aufgabe 4

a)

Man braucht erstmal eine Funktion g, vor der M eine Hohenlinie ist. Wir wéhlen
g(z,y) = 2% + 3y?, aber diese Funktion plus eine Konstante wire auch richtig. An
den kritischen Punkten von f eingeschrankt auf M ist grad f parallel zu grad g. Ein
kritischer Punkt erfiillt also das Gleichungssystem

Vf(x,y):)\vg(flﬂy) — Ger oy — A6y (2)

{ 2re” 0 = X2z (1)
eM
(z,y) 2?43y = 12 (3)

fiir eine reelle Zahl A # 0. Zwei Fiélle:

i. =0 Aus (3) folgt y = £2. Fur P, = (0,2), P, = (0, —2) ist (1) immer erfiillt und
man kann die A Konstanten finden, fiir die (2) auch erfiillt ist.

ii. %0 Aus (1) folgt A = e***%¥. Dies in (2) eingesetzt ergibt y = 1, und schieflich mit
(3) findet man x = +3. Somit hat man zwei weitere kritische Punkte Py = (3,1),
Py =(-3,1).

Insgesamt gibt es also vier kritische Punkte: P, = (0,2), P» = (0,—2), P; = (3,1),
P, = (-3,1). M ist die Ellipse um der Ursprung mit grofer Halbachse auf der z-Achse
mit Linge 2v/3 und kleiner Halbasche mit Lénge 2. Die vier Punkte nach gegen den
Uhrzeigersinn sortiert: P3, Py, Py, P». Die Funktionswerte sind f(P)) = e'?, f(P) =
e J(P) = F(P) = .

Das globale und somit lokale Maximum ist somit an den Punkten P; und P,. Das
globale und somit lokale Minimum ist somit an P,. An P; befindet sich ein lokales
Minimum: Dies sieht man daran, dass die Funktionswerte der benachbarten kritischen
Punkte jeweils grofer sind.



Aufgabe 5

Sei G = graph f = {(z,y, f(z,y)(x,y) € M}. Eine Parametrisierung von G ist ¢(x,y) =
(x,y, f(x,y)), ¢ : M — G. Dann ist der Fliacheninhalt von G

Jraa= [ 0.0 xo00ldwn) = [ o+ @0+ 18,

Das letzte Formel ist aus den Ubungen bekannt und somit darf direkt angewendet werden.
In diesem Fall wird es

L\/WdQ(a:,y):/M?)dz(z,y).

Das letzte Integral kann man durch den Transformationssazt mit den Polarkoordinaten fiir
den Halbkreis M ®(r,0) = (rcos,rsinf), (r,0) € (0,1) x (0,7) berechnen:

1 pr . 5
/ 3d*(z,y) = / / 3| det Jg|dpdr = / / 3rdpdr = o
M 0 Jo o Jo 9

Alternativ konnte man merken, das Integral ist 3-mal den Flécheninhalt von M, und der
Fldacheninhalt von M ist die Hélfte des Flacheninhalts des Einheitskreises, d.h. 3%77.



