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Aufgabe 1

In einer Priifung antwortet ein Student auf die Frage nach der Definition des Konver-
genzbegriffs: ”Konvergenz bedeutet, dass die Glieder einer Folge (ay,)n,en dem Grenzwert a
immer ndher kommen, ohne ihn jemals ganz zu erreichen.”

(a) Zeigen Sie, dass dieses Kriterium weder hinreichend noch notwendig fiir die Konver-
genz einer Folge ist, d.h. finden Sie jeweils ein Beispiel fiir

(i) eine Folge (a,)neny und eine Zahl a € R mit der Eigenschaft, dass die a,, dem a
“immer néher kommen” (d.h |a,11 —a| < |a, — a| fur alle n € N), ohne dass die
Folge gegen a konvergiert.

(ii) eine Folge (ay)nen mit lim, s a, = a und |a,,1 — a| > |a, — a| fiir unendlich
viele n € N (d.h. also die Bedingung, dass die a,, dem a "immer ndher kommen”,
ist trotz Konvergenz nicht erfiillt).

(b) Ist es fiir die Konvergenz einer Folge (a,).en gegen ein a € R erforderlich, dass der
Grenzwert a “nie ganz erreicht” wird?

Weisen Sie bei den von Thnen gewihlten Beispielen die gewiinschten Eigenschaften auch
explizit nach.

Bemerkung: Es ist aber natiirlich moglich, ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir
Konvergenz anzugeben, das anschaulich ist und sich sprachlich einfach formulieren lasst,
etwa: "Konvergenz bedeutet, dass in einer beliebig kleinen Umgebung um a alle, bis auf
endlich viele Folgenglieder liegen” (warum nicht einfach “unendlich viele”?).

Aufgabe 2

Bestimmen Sie fiir die Folge (a,)nen jeweils den Grenzwert a = lim,,_, a,, und finden Sie
zu dem angegebenen ¢ > 0 jeweils ein N, € N, sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N, erfiillt
ist.

1
a) a, = ————, e =0,001
243
n n
(b) a, =2""+37", e=10"8

Zur Losung gehort natiirlich der Nachweis, dass das von Thnen gefundene N tatséchlich
die gewiinschte Eigenschaft besitzt.



Aufgabe 3

Seien (a,)nen und (b, )neny Cauchyfolgen auf einem archimedisch angeordneten (nicht not-
wendigerweise vollsténdigen) Korper K . Zeigen Sie, dass dann auch die Folge (a,b,)nen
eine Cauchyfolge ist.

Aufgabe 4

Seien (@, )nen, (bn)nen reele Folgen und a, ¢ € R. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) (lim a, =a A lim b, =a) <  lim(a, —0b,) =0.

n—o0 n—o0 n—oo

(b) (lim a, =a A lim (a,b,) =¢) = (bn)nen ist konvergent.

n—o0 n—o0

(¢) (lim a, =a A b, #0 fiirallen e N A lim ¢ =0) = —|<1im bn:O>.

n—o00 n—00 bn n—o0

Bemerkung: Das Symbol A steht fiir “und”, das Symbol — steht fiir “nicht”.
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