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Ubungen zur Stochastik

10.1 Fouriertransformation
In der Vorlesung wurde die Fouriertransformierte/charakteristische Funktion ®x(\) :=
E(e*¥), X € R eingefiihrt. Diese legt die Verteilung von X, also das Bildmaf$l Py, eindeutig
fest.

(a) Beweisen Sie folgenden Satz aus der Vorlesung: Die Fouriertransformierte einer
GauBverteilung mit Varianz o und Erwartungswert g = 0 ist wieder eine Gauf-
funktion mit Varianz 1/02.

(b) In Aufgabe 8.1 wurde gezeigt, dass die Dichte von X + Y fiir unabhéngige Vergrobe-
rungen mit Dichten p(x) = e 1}y )(z) gegeben ist durch pxiy(u) = ue "L o).
Die Verteilung von X + Y lésst sich jedoch leichter mit Hilfe von charakteristischen
Funktionen bestimmen. Verfolgen Sie diesen Ansatz um die Verteilung von X + Y
zu bestimmen.

Hinweis: Die Gammaverteilung mit Parametern p und b besitzt die Dichte
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sowie die charakteristische Funktion
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10.2 Seien X, k = 1,2,..., unabhéngige Kopien von X und S, := > }_; X). Weiter sei
2
O(x) := ffoo \/%e—% dy die Standardnormalverteilung.
Zeigen Sie, dass nach dem zentralen Grenzwertsatz
b—nIE(X)) (b(a—n]E(X))
n Var(X) n Var(X)

P(Sy € (a.,0)) ~ 0

fiir groBe n gilt.

Hinweis: Aus der Vorlesung ist der zentrale Grenzwertsatz in folgender Formulierung
bekannt: Seien Xj, ..., X, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen auf (€2, F,P).
mit 0 < 0? = E(X?) < oo und (ohne Einschrinkung) E(X;) = 0. Dann gilt fiir alle
—o0o<a<b<oo
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10.3 Laplacetransformation
In der Vorlesung haben Sie die Laplacetransformierte fx()\) := E[e*X] einer Verteilung
X kennengelernt.

(a) Die Laplacetransformation der Verteilung von X wird auch momenterzeugende Funk-
tion von X genannt, da &= fx(A)|x=o = E[X"]. In Aufgabe 9.2.a) berechneten Sie die
ersten vier Momente der Normalverteilung. Bestimmen Sie diese nochmals, jedoch
mit Hilfe der Laplacetransformation.

(b) Sei S, := > ;_, Xy und Xy, ..., X, iid verteilte Zufallsvariablen. Geben Sie E [S—ln]
als Funktion von fx, an, wobei fx, die Laplace-Transformierte von X; bezeichne.
Berechnen Sie damit E [S—ln} fiir den Fall, dass X,k = 1,...,n die Rademacher

Funktion ry ist. Hinweis: Man verwende, dass fooo e AN\ = % gilt.

10.4 Beweisen Sie das Gesetz der grofien Zahlen: Seien X;, ¢ € N, unabhéngige identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Var(X;) < co. Dann ist fiir jedes ¢ > 0 und alle n € N
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