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Übungen zur Stochastik

9.1 Kurz und knackig

(a) Geben Sie die Definition des Bildmaßes PX(A) an. Welche Eigenschaften muss eine
Vergröberung X erfüllen, damit ein solches definiert werden kann?

(b) Konstruieren Sie ein Maß P : [0, 1]→ [0, 1], bezüglich welchem die Rademacherfunk-
tionen r1 und r2 abhängig sind.

(c) X habe die Verteilungsfunktion F und Dichte ρ. Geben Sie die Dichte von f(X) an,
wobei f : R→ R bijektiv und streng monoton wachsend ist.

(d) Seien X und Y Vergröberungen, welche vom fundamentalen Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,B(Ω),P) auf die Bildräume (Ω′,B(Ω′),PX) bzw. (Ω′,B(Ω′),PY ) abbilden.
Zeigen Sie

(i) E(1A(X)) = PX(A)

(ii) E(X + αY ) = EX + αEY für α ∈ Ω′

(iii) E(E(X)) = E(X)

(iv) E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )) für Funktionen f, g : Ω′ → Ω′′

(e) Verwenden Sie die Jensensche Ungleichung um V arX ≥ 0 für eine Vergröberung
X : Ω→ Ω′ zu zeigen. Was kann über X ausgesagt werden, wenn V ar(X) = 0 gilt?

9.2 (a) In der Vorlesung haben Sie die Normalverteilung kennengelernt. Eine Zufallsvariable

X ist normalverteilt, wenn deren Dichte f : R → R durch f(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

gegeben ist. Berechnen Sie den Erwartungswert, die Varianz sowie das dritte und
vierte Moment einer solchen Zufallsvariablen.

(b) Seien X1, . . . , Xn unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen. Sie erinnern sich
an Sn :=

∑n
k=1Xk. Berechnen Sie E[ Sn√

n
], E[( Sn√

n
)2], E[( Sn√

n
)3] und E[( Sn√

n
)4]. Was fällt

auf für große n?

9.3 Auf Blatt 7 formulierten Sie das schwache Gesetz der großen Zahlen bezüglich der empi-
rischen Verteilung ρ

(n)
emp(ω, k) beim Galtonbrett.

Allgemein gilt: Sind X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt (i.i.d.), dann gilt für

ρ
(n)
emp(ω,A) := 1

n

∑n
k=1 1A(Xk(ω))

P
({
ω :
∣∣ρ(n)emp(ω,A)− PX1(A)

∣∣ > ε
})

<
V ar[ρ

(n)
emp(ω,A)]

ε2

Bestimmen Sie V ar[ρ
(n)
emp(ω,A)].
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