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Ubungen zur Stochastik

5.1 Man erinnere sich an Aufgabe 4.1: Betrachtet wurde das n-malige Werfen einer Miinze,

5.2

5.3

wobei die Anzahl der Kopfe gezéhlt wurde. X,, bezeichne nun die Anzahl der Kopfe bei
n Wiirfen. In der Aufgabe lernten Sie das /n-Gesetz am Beispiel von 100 Miinzwiirfen
kennen. Das Gesetz besagt, dass die Schwankungsbreite der meisten, also typischen X,
von der GréBenordung /7 ist, wobei die Schwankung um den Mittwelwert § geschieht.
Typischerweise sollte also gelten | X, — &| < y/n.

Zeigen Sie, dass die mit y/n skalierte Abweichung vom Mittel einer Normalverteilung

folgt, also dass gilt:
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Hinweise:

(a) Bringen Sie die linke Seite der Gleichung (1) auf folgende Form: P (... < X,, < ...)
(b) Berechnen Sie diese Wahrscheinlichkeit mittels Laplace-Wahrscheinlichkeit.

(c) Wenden Sie die bereits bekannte Naherungsformel an, welche mit Hilfe der Stirling

Formel hergeleitet wurde:
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(d) Approximieren Sie die Summe mit einem geeigneten Integral.

Eine Nadel der Lénge 5 wird der Lange nach zufillig auf eine Strecke der Léange 100
gelegt. Zufillig soll bedeuten, dass die Nadelmitte uniform auf der Strecke verteilt ist.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel einen gegebenen Punkt P auf
der Strecke iiberdeckt?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel an einem Ende der Strecke iiber-
steht?

Uber Unabhingigkeit
Man werfe eine Miinze und einen Wiirfel. Man denkt, dass Miinzwurf und Wiirfelwurf
unabhéngig sind. Es gibt verschiedene Arten, diesen Gedanken zu formalisieren:

(a) LaplaceméBig: Bei einmaligem Werfen sind die Elementarereignisse die Paare w =
(4,7),i=0,1; 5 =1,...,6. Man zeige, dass Miinzwurf und Wiirfelwurf unabhéngige
Ereignisse ergeben.



(b) Trivialisiert: Man bildet den sogenannten Produktraum und die Produktwahrschein-
lichkeit aus den Einzelereignisrdumen, die den Miinzwurf und den Wiirfelwurf be-
schreiben. Wir betrachten dazu Qy = {0,1}, wy(2) = 3 und Qu = {1,2,...,6},
wy (k) = § und bilden nun die Produktmenge Q@ = Qy x Qy und die Produkt-
wahrscheinlichkeit w((, 7)) = wy(¢)wy (7). Man {iberlege sich, dass die Ereignisse
unabhéngig sind.

(c) Néher an der Wahrheit: Man betrachtet eine Vergroberung des zugrunde liegen-
den Ereignisraumes, des Phasenraumes der Anfangsbedingungen, die die Miinze
wirbeln und den Wiirfel rollen lassen. Beispielhaft sei der Phasenraum © = [0,1)
und das TypizitdtsmaBl A, der Inhalt von Teilmengen (Intervallen) von €, gegeben.
Der Miinzwurf sei durch die Vergroberung rq, die Rademacherfunktion gemafi dem
Worterbuch gegeben. Der Wiirfelwurf ist analog leicht in der Sechserdarstellung als
Vergroberung R; darstellbar. Fiihren Sie das Worterbuch fiir diesen Fall aus. Nun
sind Miinzwurf und Wiirfelwurf automatisch auf dem gleichen Raum definiert. Stel-
len Sie fest, dass diese Realisierung der Wiirfe nicht unabhéngig ist! Wie kann man
den Wiirfelwurf auf €2 durch geeignete Vergroberung so realisieren, dass Unabhéngig-
keit entsteht?

5.4 Uber ein unfaires Zihlmafs

Eine unfaire Miinze ist zum Beispiel eine, die mit Wahrscheinlichkeit % Kopf zeigt. In ei-
ner Miinzwurfreihe der Lénge n wird also typischerweise ungefihr Z-mal Kopf erscheinen.
Mit einem seltsamen Zahlmaf, das spéater Bernoulli-Wahrscheinlichkeit mit Trefferwahr-
scheinlichkeit % genannt werden wird, stellen Sie ein Model fiir die unfaire Miinze anhand
des Worterbuchs auf, d.h. Sie realisieren den Miinzwurf der unfairen Miinze wie unter (c)
oben.

In der Stochastik nennt man die Vergroberungen, die wir hier betrachtet haben, Zufalls-
variablen oder Zufallsgrofien. Denken Sie, dass der Begriff passend ist?



