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Aufgabe 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebenes Ereignis in einem gegebenen Zeitintervall genau
k € Ny mal eintritt, sei gegeben durch die Poisson-Verteilung zum Parameter A > 0:

p(k) = jge

(a) Zeigen Sie, dass die Poisson-Verteilung auf 1 normiert ist und berechnen Sie Erwar-
tungswert und Varianz.

(b) Zeigen Sie, dass sich die Poisson-Verteilung aus der Binomialverteilung b, ,(k) =
(Z) pk(1—p)"~* ergibt, wenn die Grenziibergiinge n — oo und p — 0 derart ausgefiihrt
werden, dass der Erwartungswert np := A konstant bleibt. Setzen Sie dafiir p = %
und betrachten Sie die Binomialverteilung im Limes n — oco.

Bemerkung: In der Poisson-Verteilung geht die Symmetrie zwischen Ereignis (mit Wahr-
scheinlichkeit p) und Gegenereignis (mit Wahrscheinlichkeit 1 — p) aus der Binomialvertei-
lung verloren: So kénnen wir z.B. bei einer Miinzwurfreihe nach der Wahrscheinlichkeit fiir
k mal Kopf oder | mal nicht Kopf (= Zahl) fragen (Binomialverteilung). Dagegen kénnen
wir zwar nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dass ein Blitz in einer gegebenen Region in
einer gegebenen Zeitspanne k mal einschlagt (Poisson-Verteilung), aber es ist unsinnig zu
fragen, wie wahrscheinlich ein Blitz in dieser Zeitspanne [ mal nicht einschlégt.

Aufgabe 2

Es sei B(R) die Borelsche o—Algebra iiber R, f : R — R{ eine integrierbare Funktion mit
der Eigenschaft

/Rf(a:)dx =1.

Zeigen Sie, dass durch

P(A) = [ fa)is



ein Wahrscheinlichkeitsmaf P : B(R) — R definiert wird.

Aufgabe 3

Es seien X; und X, unabhéngige Zufallsvariablen mit stetigen Dichten p; und ps.

(a) Zeigen Sie, dass die Dichte von Y = X + X5 gegeben ist durch die Faltung der beiden
urspriinglichen Dichten: p(z) = (p1 * p2)(z) = [ p1(x — y)p2(y) dy.

Hinweis: Begriinden Sie, dass sich die Verteilungsfunktion schreiben lésst als

F(a)= P(Y = X, + Xo <) = / Ntysocnt (4, 2) p1 () pal2) dy d=
]RQ

wobei die Indikatorfunktion xa(x) auf dem letzten Blatt definiert wurde (dass nun
das Argument zweidimensional ist, macht keinen Unterschied).

(b) Berechnen Sie die Dichte fiir den Fall p;(z) = e und pa(x) = ae™**, wobei a > 0
und p; und py auf [0, 00) definiert sind.

Aufgabe 4

Wir betrachten eine reelle Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
und deren Verteilungsfunktion

Vi R —[0,1], tw Vx(t)=P(X (] —00,1])).

Der linksseitige Grenzwert im Punkt ¢ sei gegeben durch Vx(t — 0) = limg  s<¢ Vx($).
Falls h := Vx(t) — Vx(t —0) > 0, so sagt man, dass F in t einen Sprung der Hohe h besitzt.

(a) Zeigen Sie, dass Vx genau dann in t einen Sprung der Hohe h besitzt, wenn h =
P(X ={t}).

(b) Zeigen Sie, dass Vx hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen hat.
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