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Aufgabe 1

Es sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xk)k∈N eine Folge von diskreten Zufalls-
größen. Auch X sei eine Zufallsgröße.

(a) Beweisen Sie:

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= 1 ⇔ ∀ε > 0 : lim
n→∞

P

(
sup
k≥n
|Xk −X| < ε

)
= 1. (1)

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des ersten Teiles der Aufgabe:

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= 1 ⇒ lim
n→∞

P (|Xn −X| < ε) = 1 ∀ε > 0. (2)

Hinweis: Bei Aufabenteil (a) ist hilfreich, zuerst die Äquivalenz P (limn→∞Xn = X) =
1⇔ ∀l ∈ N : P

(⋃
n∈N

⋂
k≥n{ω ∈ Ω : |Xk(ω)−X(ω)| < 1

l
}
)

= 1 zu zeigen.

Aufgabe 2

Starkes Gesetz der großen Zahlen: Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(Xk)k∈N eine Folge von diskreten und unabhängigen Zufallsgrößen. Weiterhin sei E(X6

k)
für jedes k ∈ N endlich und die Xk seien gleichverteilt mit E(Xk) = 0. Der Mittelwert der
ersten n Folgenglieder sei gegeben durch Mn = 1

n

∑n
k=1Xk.

(a) Beweisen Sie
E
(
|Xk|i

)
≤ E

(
X6

k

)
+ 1 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. (3)

(b) Zeigen Sie, dass es eine Konstante c ∈ R gibt, sodass

P

(
|Mk| >

1

l

)
<
c · l6

k3
[
E(X6

1 ) + E(X6
1 )2 + 1

]
. (4)

(c) Folgern Sie mit Hilfe von Lemma 3.30, dass P (limn→∞Mn = 0) = 1.
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