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Aufgabe 1:

Zeigen Sie, dass C[a, b], der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [a, b] ⊂ R → C ,
vollständig bezüglich der Supremumsnorm ‖f‖ = supx∈[a,b] |f(x)| ist.
Hinweis: Was müssen Sie zum Beweis der Vollständigkeit eines Raumes bezüglich einer
gegebenen Norm zeigen? Denken Sie für den letzten Schritt an das ε

3
-Argument.

Aufgabe 2: Es sei K der Körper der komplexen oder reellen Zahlen. Beweisen Sie, dass
l2 := {x = (xk)k∈N |

∑∞
k=1 |xk|2 <∞, xk ∈ K, k ∈ N} mit der Norm

‖x‖2 := (
∑∞

k=1 |xk|2)
1
2 vollständig ist.

Aufgabe 3: Die Hermiteschen Funktionen Ψn(x) = Cne
− 1

2
x2Hn(x) bilden ein vollständi-

ges Orthonormalsystem in L2(R), dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, mit
dem Skalarprodukt 〈f, g〉 =

∫∞
−∞ f(x)g(x)λ(dx). Dabei sind Hn(x) = (−1)nex

2 dn

dxn
e−x

2
die

Hermiteschen Polynome. Berechnen Sie für n = 0, 1, 2 die Polynome Hn(x) sowie die Nor-
malisierungskonstanten Cn. Überzeugen Sie sich von der Orthogonalität der Ψn. Bezüglich
welches Skalarprodukts sind die Hn orthogonal?
Hinweis: Benutzen Sie bei der Berechnung der Normierung∫

x2e−x
2

λ(dx) = − d

dy

∫
e(−yx

2)λ(dx)
∣∣∣
y=1

und analoges für
∫
x4e−x

2
λ(dx).

Bemerkung: Die Hermiteschen Funktionen sind die quantenmechanischen Eigenzustände
des harmonischen Oszillators.

Aufgabe 4: Sei [a, b] ⊂ R, λ ∈ R+. Betrachten Sie die Faltung Fλ der Indikatorfunktion
1[a,b](x) mit der Familie der glättenden Funktionen (Mollifier)

fλ(x) =
1

N
λe
− 1

1−λ2x2 · 1[− 1
λ
, 1
λ
](x) , N =

∫ 1

−1
e
− 1

1−x2 dx,

also Fλ(x) = (1[a,b] ∗ fλ)(x) :=
∫∞
−∞ 1[a,b](y)fλ(x− y)dy. Zeigen Sie, dass Fλ für λ→∞ in

L1 gegen 1[a,b] konvergiert.

Falls Korrektur erwünscht, geben Sie das Blatt bitte in der Übungsgruppe, zu der Sie an-
gemeldet sind, ab.
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