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Aufgabe 1:

Sei j : R4 → R4, (t, ~x) 7→ j(t, ~x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das einen Strom
mit den Komponenten j = (j0,~j) = (ρ, ρ~v) repräsentiert. Hierbei ist ~v : R4 → R3 das
Geschwindigkeitsfeld, entlang dem die Massen- (oder Wahrscheinlichkeits-) Dichte ρ : R4 →
R propagiert.

(a) Sei F eine 3-dimensionale Hyperfläche und Φ : G ⊂ R3 → R4 eine Parametrisierung
von F . Dann ist mit dem gerichteten Flächenelement dΣ∫

F

j · dΣ =

∫
G

det(j, ∂uΦ, ∂vΦ, ∂wΦ)dudvdw.

Zeigen Sie:
(i) Wird j gegen eine (t = t0)-Hyperfläche (z.B. t = t0, |xk| ≤ 1, , k = 1, 2, 3)
integriert, ergibt dies das Volumenintegral über die Nullkomponente j0 = ρ von j.
(ii) Wird j gegen ein Zeitintervall × 2-dimensionale Raumfläche (z.B. 0 ≤ t ≤ T, x1 =

a, x22 + x23 ≤ 1) integriert, erhält man j · dΣ = det(~j, ∂u~φ, ∂v~φ)dudvdt, wobei ~φ(u, v)
eine Parametrisierung der 2-dimensionalen Raumfläche ist.

(b) In der Quantenmechanik wird ein Teilchen durch eine Wellenfunktion ψ : R4 → C
beschrieben, die der Schrödingergleichung (alle Dimensionskonstanten ignoriert)

i
∂

∂t
ψ(~x, t) = −1

2
4ψ(~x, t) + V (~x, t)ψ(~x, t)

genügt. Hierbei ist V eine reelle Funktion. Sei ψ∗ zu ψ komplex konjugiert. Man zei-
ge: j = (ψ∗ψ, Im(ψ∗∇ψ)) ist divergenzfrei, d.h. j erfüllt die Kontinuitätsgleichung
divj =

∑3
α=0 ∂αJ

α = 0.
Hinweis : Man schreibe die Schrödingergleichung für ψ∗, berechne die Ableitung ∂

∂t
(ψ∗ψ)

und erkenne darin die Dreier-Divergenz von Im(ψ∗∇ψ).

(c) Betrachten Sie eine beschränkte, glatt umrandete (t = t0)-Fläche F0 und bewegen Sie
diese unter dem j-Transport zu einer (t = t1)-Fläche F1. Fertigen Sie hierzu eine Skizze
an.

Sei j0 = ρ : R4 → R+. Betrachten Sie den
”
Stromlinien-Zylinder“ V mit Boden



F0 und Deckel F1. Berechnen Sie
∫
∂V

j · dσ. (Achten Sie auf genaue Argumentation
und Orientierung.)
Nun gilt die Kontinuitätsgleichung divj = 0 aus Teil (b). Was ergibt sich?

Das Resultat erlaubt die Interpretation von j0 als Wahrscheinlichkeitsdichte. Für all-
gemeine Flächen ist

∫
F
j · dσ der Erwartungswert der Anzahl von (signierten, d.h. mit

Vorzeichen je nach Richtung) Durchstoßungen von Stromlinien durch F . Wenn jede
Stromlinie die Fläche nur einmal durchkreuzt ist dies gleich der Durchkreuzungswahr-
scheinlichkeit. Überlegen Sie sich, was das physikalisch bedeutet.

Falls Korrektur erwünscht, geben Sie das Blatt bitte in der Übungsgruppe, zu der Sie an-
gemeldet sind, ab.
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