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Aufgabe 1: Sei A ⊂ P(Ω), wobei P(Ω) die Potenzmenge der Menge Ω bezeichnet.
Sei M ⊂ Ω. Es gelte

E ∈ A ⇔ E ⊂M oder Ec ⊂M.

Zeigen Sie: A ist eine σ-Algebra.

Aufgabe 2: Gegeben sei eine Funktion f : R → R. Für jede Teilmenge A ⊂ R sei
λ(A) := sup ({0} ∪ {|f(ω)| : ω ∈ A}).

Zeigen Sie: Durch λ ist auf der Potentzmenge von R ein äuÿeres Maÿ de�niert.
Welche Teilmengen von R sind messbar für den Fall f(x) = sin x?

Aufgabe 3: SeiA die von allen abgeschlossenen Intervallen aus R erzeugte σ-Algebra.
Zeigen Sie: A ist genau die Borelsche σ-Algebra über R.

Aufgabe 4: Sei A eine σ-Algebra. Sei (An)n∈N ⊂ A eine Folge von Elementen dieser
σ-Algebra. Sei X die Menge gegeben durch: ω ∈ X falls ω ∈ An für unendlich viele
n ∈ N. Sei Y die Menge gegeben durch: ω ∈ Y falls ω ∈ An für alle bis auf endlich
viele n ∈ N.

Zeigen Sie: X und Y sind Elemente der σ-Algebra A.
Hinweis: Zeigen Sei zunächst, dass ω ∈ Xgenau dann, wenn für jedes n ∈ N ein

k > n existiert mit ω ∈ Ak. Versuchen Sie dann, X durch Vereinigungen und Schnitte
aus den Ak zu konstruieren. Gehen Sie bei Y ähnlich vor.
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