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Aufgabe 1:
(I) Sei {¢',i = 1,2,3} die zur kanonischen Basis {e; 7 = 1,2,3} im R? duale Basis,
definiert durch ¢’(e;) = 0%. Sei auBerdem z = 2?:1 xle; =: 2'e; (gemiB Einsteins Summa-
tionskonvention).

(a) Berechnen Sie ¢'(z)!

(b) Sei z* := x;¢' (wobei z; := z) und a € R3. Berechnen Sie z*(a)!

(c) Sei Y= y;et. Geben Sie z* A y* an, sowie den mit dieser 2-Form assoziierten Vektor
t!

(d) Driicken Sie die 2-Form aus (c¢) mit Hilfe der Determinantenform aus!

(e) Zeigen Sie: Fiir t aus (c) gilt: t € Kerz* und fiir alle ¢ € R? gilt: (¢,a) € Ker z* Ny*.

IT) Zur lokalen Anwendung der Formen. Sei f : R® — R differenzierbar. Bezeichne f als

0-Form w. Dann ist '
(x)  dw = 0;f dx*

eine 1-Form, wobei dz®(®(t))dt := ®¥(t)dt fiir einen differenzierbaren Weg @ : I C R — R3.
Sei nun w = f;dx* eine 1-Form mit differenzierbaren Funktionen f;, ¢ = 1,2, 3. Dann ist

(k%) dw = 0;f;dx’ Nda'

eine 2-Form, die auf Tangentialvektoren 0,®(t, s), 0s®(t, s) einer Flichenparametrisierung
P I xJ— R3 wirkt.

(a) Zeigen Sie fiir die 1-Form (x), dass d(dw) = d*w = 0 gilt! Zeigen Sie auBerdem, dass
auch fiir die 2-Form (xx) gilt: d?w = 0. Was bedeuten diese beiden Aussagen im
V-Kalkiil?

(b) Seiw := f;; dz* Ada? eine 2-Form (wobei fi;, 4,7 = 1,2, 3 differenzierbare Funktionen
R3 — R sind). Man berechne

w(0Q(t, s)dt, 0;D(t, s)ds) = fi;(2(t, s))dz" A dx? (0,8(t, 5)dt, 0,D(t, s)ds)

und driicke das Ergebnis durch die Determinantenform aus!



Aufgabe 2:

(a) Sei f: R — R stetig differenzierbar und es gelte f'(z) # 0 Vz. Zeigen Sie, dass f(x)
injektiv ist!

(b) Sei nun n > 2 und f : R® — R" stetig differenzierbar. Widerlegen Sie folgende
Aussage durch ein geeignetes Gegenbeispiel:

det(f'(z)) #0 Vz € R" = f ist injektiv.

Aufgabe 3: Sei f : D C R — R, D offen, eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie
den mehrdimensionalen Mittelwertsatz. Das bedeutet, zeigen Sie, dass fiir je zwei Punkte
2,y € D, deren Verbindungsstrecke Zy in D liegt, ein z € Ty existiert, sodass f(xz)— f(y) =
gradf(z)(z —y).



