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Aufgabe 1: Skizzieren Sie folgende Flachen und geben Sie jeweils eine Parametrisierung
der Fliche an:

(a) den Graphen von f(z,xs) = (71)* + (22)?,

(b) den Graphen von f(xq,x3) = (21)? — (73)?, skizzieren Sie hier auferdem einige Héhen-
linien,

(c) {(x1, 29, w3) : (21)* + (22)* + (w3)* = 4; 23 > 0},

(d) die Mantelfldche eines Zylinders mit Héhe H und Radius R.

Aufgabe 2:
(a) Seien f € C'(R",R™), u, € R". Es bezeichne

Ty = {(z,y) €R™™ 1y = ['(ug)z}

den Raum der Tangentialvektoren an f im Punkt u,. Der affine Tangentialraum ist

dann gegeben durch (ug, f(uy)) + Tr,)- Man beweise, dass die folgenden Aussagen
aquivalent sind:

(1) (2,9) € Ty)-
(ii) Es gibt eine Kurve y € C'(R — R"*™) mit y(R) C Graph(f) := {(z, f(z)) : z €

R"} und mit 7(0) = (o, f(uo)), 7'(0) = (z,y)-

(b) Sei f:R? = R, f(z,y) = e~ Berechnen Sie die Schnittkurven von Graph(f) (i)
mit der (z=1)-Ebene, (ii) mit der (y=1)-Ebene und (iii) mit der von (1,2,0), (0,0, 1)
aufgespannten Ebene, die den Punkt (1,1,0) enthédlt. Man gebe eine Basis von T 1)
an (Begriindung!). Man stelle T(; 1) und die Tangentialebene in Parameter- und Nor-
malenform dar.
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Aufgabe 3: Sei f:R? = R, f(z,y,2) =e @ ¥

(a) Leiten Sie f an der Stelle (1,0,1) in Richtung (1,2,3) ab.

(b) Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass Vf im Punkt (1,1,1) senkrecht auf der
Tangentialebene der entsprechenden Niveaufliche von f steht.



(c) Betrachten Sie fiir ¢ € [0, 00) die Kurve

und die Schnittkurve

An welche Stelle ist die Geschwindigkeit, mit der die Schnittkurve durchlaufen wird,
am grofkten?

Aufgabe 4: Die p-Norm auf R" (p > 1, n € N) ist definiert durch

1
I llp - R = R, llally = (ZW) - (1)
k=1

Als Norm erfiillt sie die Dreiecksungleichung (siehe Teilaufgabe (c)), d.h. fiir alle z,y € R"
gilt:
|’£+QHP < lz|l, + HQH;D . (2)

(a) Fir p > 1  betrachte man die p-Norm auf R2?2 Es sei
[2]loo = max{|z1], [x2]}.

(i) Zeichnen Sie fiir p = 1,2, 00 jeweils den Einheitskreis im R?, d.h. die Menge
{z eR?: lzll, = 1}.

(ii) Zeigen Sie: |||l = lm ||z]|,.
p—00

(iii) Betrachten Sie den Ausdruck (1) fir 0 < p < 1: Veranschaulichen Sie zunéchst
graphisch fiir p = 1/2, dass die Dreiecksungleichung verletzt wird. Beweisen Sie
dies anschliefsend fiir allgemeines 0 < p < 1.

(b) Zwei Normen |- ||, und || - ||, auf einem Vektorraum V' heifen dquivalent, wenn es
positive Konstanten c;, co gibt mit

cillzlls < flzfla < callzly fir alle z € V.

Zeigen Sie: Alle p-Normen auf R" (p > 1, n € N) sind dquivalent. Dies beinhaltet
auch die Norm || - || definiert durch ||z||o := max{|xy]|, |22, ..., |za]}

Hinweis: Beginnen Sie mit dem Beweis der Aquivalenz von ||-||o, und einer beliebigen
anderen p-Norm.

(¢) Beweis von (2): Beweisen zunéchst fiir p = 1, dass die p-Norm die Dreiecksunglei-
chung erfiillt.
Fiir p > 1 definiere man z; := |z + yx|P~' und zeige zunichst, dass |z + Y|P <
|zk|| 25| + |yk||zk|. Anschliefend benutze man die Holderungleichung

_ o101
Z [weyn| < [lzflpllylly mit —+-=1,
1 P q

um [|z + y[|F < |lzflpllzlly + [lyllpllz[ly za erhalten.



