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Aufgabe 1:

Erinnerung an die Vorlesung:
Der Schiefkorper H der Quaternionen wird wie folgt konstruiert. Quaternionen (d.h.
Elemente von H) sind alle Ausdriicke der Form

h = h° +ih' +jh® + kh?

mit h°, k', h%, h* € R und den drei imaginiren Einheiten i, j und k. Die Addition
auf H ist komponentenweise erklart, d.h. fiir b, A’ € H ist

h4h' = (h"+ 1) +i(h' + 1) + (B> + h?) + k(h* + 1) .
Fiir die Multiplikation auf H gilt folgendes:

(i) Fiir reelle Zahlen r(= r 410 + j0 + k0) und 7’ ist die Multiplikation auf H die
iibliche Multiplikation auf R.

(i) P=i?=k*=—-1undij=k, jk=1, ki=]j.

(iii) Die imagindren Einheiten vertauschen mit jeder reellen Zahl r, d.h. ir =
ri, jr =rjund kr = rk.

(iv) Firi, j, k und zwei reelle Zahlen r,q gilt das Assoziativgesetz, d.h. i(ik) = (ii)k,
(ki) = (Wi, (%) = (ri)k, r(gi) = ()i,

Weiter gelten die Distributivgesetze (h + h')g = hg + h'g und h(g + ¢') = hg + hy'.
Die zu einem h € H, mit h = h° + ih! + jh? + kh®, konjugierte Quaternion h ist
definiert als h = R — ih! — jh? — kh3. Man kann nun zeigen, dass H mit dieser
Addition und Multiplikation ein Schiefkorper ist, dass also alle Koérperaxiome mit
Aussnahme der Kommutativitéit der Multiplikation gelten.

(a) Zeigen Sie, dass die Multiplikation auf H nicht kommutativ ist und insbesondere
ji = —ij, kj = —jk und ik = —ki gilt. Geben Sie die allgemeine Formel fiir die
Multiplikation zweier Quaternionen z = 2° + iz! + j2? + ka® und y = ¢° +iy' +
jy? + ky? an und zeigen Sie, dass das Assoziativgesetz der Multiplikation auch
fiir allgemeine Quaternionen gilt.

(b) Geben Sie das neutrale Element beziiglich der Multiplikation und das multipli-
kative Inverse einer beliebigen Quaternion an (Beweis!).

(c) Berechnen Sie fiir zwei beliebige Quaternionen z,y € H den Kommutator von x
mit y, also [z,y] == zy — yz.



Allgemein kann man Quaternionen auffassen als bestehen aus einem reellen An-
teil h° und einem komplexen Anteil (h',h? k%), den man mit einem Vektor h =
(h', h2, 1) € R3 identifizieren kann. Man benutze fiir o € H die Notation h =
(h°, h).

(d) Driicken Sie das Produkt zweier allgemeiner Quaternionen (vgl. Teil (a)) in
Form dieser beider Anteile h° und h aus. Was passiert, wenn der Realteil von
h verschwindet, also h° = 0 gilt? Solche h € H nennt man reine Quaternionen.

(e) Die sogenannten Einheitsquaternionen sind diejenigen x € H, fiir die gilt
2T = 1. Was bedeutet dies in Komponenten 2°, 2!, 22, 2% ausgedriickt? Uber-
legen Sie sich, was dies anschaulich heifit, welches geometrische Objekt wird

durch die erhaltene Gleichung beschrieben?

(f) Uberlegen Sie sich, dass sich jede Einheitsquaternion ¢ # £1 eindeutig schrei-
ben 148t als
q = cos ¢ + esin ¢,

wobei e eine reine Einheitsquaternion ist.

(g) Sei ic die imagindre Einheit der komplexen Zahlen C. Uberlegen Sie sich,
dass es es einen Isomorphismus gibt, mit dessen Hilfe sich jede Quaternion als
Linearkomination der sogenannten Paulimatrizen
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zusammen mit der Matrix (é (1]) ausdriicken 148t und geben Sie einen mdogli-

chen Isomorphismus explizit an.

(h) Die reinen Quaternionen (h° = 0) lassen sich mit Vektoren im R? identifizieren.
Sei nun x € H die mit dem Vektor £ € R3 identifizierte, reine Quaternion.
Eine Drehung im R? 148t sich nun darstellen als D, : x — gzq™', der gedrehte
Vektor ' € R? entspricht also der reinen Quaternion 2’ = gxq~!. Hierbei ist
q eine Einheitsquaternion mit ¢ = cos § + esin 5, wobei e die mit dem Vektor

der Drehachse identifizierte, reine Einheitsquaternion sowie o der Drehwinkel

ist. Weisen Sie explizit nach, dass fiir e = (0, (1,0,0)") und einen beliebigen

Drehwinkel o der gedrehte Vektor @’ tatsichlich durch 2’ = qrqg™! gegeben

ist.

(i) Wieso erzeugen ¢ und —gq die gleiche Drehung? Was bedeutet dies fiir die
Verbindung der Einheitsquaternionen zur Drehgruppe?

Falls Korrektur erwiinscht, geben Sie das Blatt bitte in der Ubungsgruppe ab, zu
der Sie angemeldet sind.

Ubungsblitter und Informationen unter:
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~bohmmech/Teaching/MP2S0Se2013/index.php



