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Die Aufgaben, neben denen �Zur Abgabe� steht, können in Dreier- oder Vierergrup-

pen gelöst und mithilfe von UniWorX bis Freitag, 18.01.2019, 14:00 Uhr zur Korrektur
abgegeben werden.

Aufgabe 1: Sei Pk :=
{
f : R→ R

∣∣∣∣∃α0, α1, . . . αn ∈ R : f(x) =
k∑
i=0

αkx
k

}
die Menge der

reelen Polynome vom Grad k ∈ N0.

(a) Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N0 gilt: f ∈ Pk ⇒ f ist stetig.

(b) Zeigen Sie, dass für k ∈ N, f ∈ Pk mit αk > 0 gilt

lim
x→±∞

f(x) =

{
+∞ für k gerade

±∞ für k ungerade
.

(c) Sei k ∈ N, f ∈ Pk und p ∈ R Nullstelle von f , dann gilt:

lim
x↓p

f(x)−1 ∈ {−∞,+∞}.

Was für würde man im Fall limx→p f(x)
−1 erwarten?

(d) Zeigen Sie, dass

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Was erwarten Sie für limx→0
cos(x)
x

?
Hinweis: Benutzen Sie die Reihendarstellung von sin aus Aufgabe 4, Blatt 10.

Aufgabe 2: (Zur Abgabe)

(a) Zeigen Sie, dass f : R+
0 → R, x 7→

√
x stetig ist.

(b) Zeigen Sie mithilfe des ε-δ-Kriteriums, dass exp : R→ R stetig ist.

Hinweis: Überprüfen Sie zunächst nur die Stetigkeit bei x = 0 und benutzen Sie dann
die Funktionalgleichung.



(c) Zeigen Sie, dass für alle stetigen f : R→ R auch g(·) := |f(·)| auf R stetig ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst die Stetigkeit von x 7→ |x| und überlegen Sie sich, dass
mithilfe eines in der Vorlesung bewiesenen Satzes, der Raum der stetigen Funktionen
bzgl. der Funktionsverknüpfung eine Gruppe ist.

Aufgabe 3:

(a) Beweisen die folgende Aussage für Funktionen f : R→ R und Punkte p ∈ R:

lim
x↓p

f(x) = lim
x↑p

f(x) ⇔ lim
x→p

f(x) existiert.

(b) Beweisen Sie, dass folgende Funktion auf ganz R stetig ist:

f(x) :=

{
x3 für x ≤ 1
1
2

(
x+ 1

x

)
sonst

.

Hinweis: Benutzen Sie dazu Teil a).

Aufgabe 4: (Zur Abgabe)
Welche der folgenden Funktionen haben Unstetigkeitsstellen? Geben Sie ggf. die Art der
Unstetigkeitsstelle an und beweisen Sie Ihre Antworten.

(a) f : R \ {0} → R, x 7→ 1
x

(b) f : R→ R, x 7→

{
x2 für x 6= 2

4 für x = 2

(c) f : R→ R, x 7→

{
x2 für x 6= 2

1 für x = 2

(d) f : R \ {1
3
} → R, x 7→ 9x2−6x+1

3x−1

(e) f : R \ {−1
3
} → R, x 7→ 9x2−6x+1

3x+1

(f) f : R \ {0} → R, x 7→ 8x+4
5x2

Überlegen Sie sich eine Funktion, die auf ganz R de�niert ist und dort nirgendwo stetig
ist.

Aufgabe 5: Sei D ⊆ R, f : D → R stetig und p ∈ D mit f(p) 6= 0. Zeigen Sie, es gibt
eine δ-Umgebung Uδ(p) von p, sodass für alle x ∈ Uδ(p) ∩D gilt: f(x) 6= 0.

Aufgabe 6: Sei a, b ∈ R mit a < b und F : [a, b]→ R eine stetige Funktion und es gelte
F ([a, b]) ⊂ [a, b]. Zeigen Sie, dass es dann mindestens eine Lösung x∗ ∈ [a, b] der Gleichung
F (x∗) = x∗, also einen Fixpunkt on F , gibt.


