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Falls Korrektur erwünscht, geben Sie das Blatt bitte in Ihrer Übungsgruppe ab.

5.1 Der Multinomialkoeffizient (auch Polynomialkoeffizient genannt) vom Grad r ∈ N ist definiert
als (

n
n1, n2, . . . , nr

)
:=

n!

n1! · · ·nr!
.

Seien x1, . . . , xr gegeben. Zeigen Sie für n ∈ N die Multinomialformel

(x1 + . . .+ xr)
n =

n∑
n1,...,nr=0
n1+...+nr=n

(
n

n1, . . . , nr

)
xn1
1 · · ·x

nr
r .

Das Summenzeichen ist so zu verstehen, dass genau über diejenigen r-Tupel (n1, . . . , nr) ∈
{0, . . . , n}r summiert wird, bei denen n1 + . . .+ nr = n ist.

Bemerkung : Der Multinomialkoeffizient gibt auch die Anzahl der Zuordnungen (ohne Berück-
sichtigung der Reihenfolge) von n Objekten auf r Kästen an.

5.2 Die Symbole ∧ ,∨ stehen für die logischen
”
und“ und

”
oder“; die Symbole ∀ ,∃ stehen für

”
für

alle“ und
”
es existiert“; die Symbolreihung {x|...} steht für

”
die Menge aller x, die ... erfüllen“.

(a) Vervollständigen Sie folgende Ausdrücke:

Seien M1 und M2 Mengen, dann gilt

(1) M1 ∩M2 = {x|x ∈ .....}
(2) M1 ∪M2 = {x|x ∈ .....}
(3) M1 ⊂M2 ⇐⇒ ∀x ∈ ....
(4) Sei I 6= ∅ eine Indexmenge und (Mα)α∈I eine Familie von Mengen. Dann ist⋃

α∈I
Mα = {x|.....}

und ⋂
α∈I

Mα = {x|.....}

(b) Sei Ω eine Menge und M ⊂ Ω. Dann bezeichnet Ω\M = M c := {ω ∈ Ω|ω /∈ M}. Sei
M1 ⊂M2 ⊂ Ω. Zeigen Sie: M c

2 ⊂M c
1 .
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(c) Zeigen Sie (⋃
α∈I

Mα

)c
=
⋂
α∈I

M c
α

Hinweis: Gleichheit von Mengen A = B kann man zeigen, indem man A ⊂ B und B ⊂ A
zeigt.

5.3 Gesetz der großen Zahlen

Sei {0, 1}n = {~x = (x1, . . . , xn)|xk ∈ {0, 1}, k = 1, 2, ..., n} die Menge der 0 − 1 n-Tupel. Sei für
ε > 0 und n ∈ N

N ε
n = {~x ∈ {0, 1}n| | 1

n

n∑
k=1

(xk −
1

2
)| > ε}

(a) Machen Sie sich die Bedeutung von N ε
n klar.

(b) Zeigen Sie nun das Gesetz der großen Zahlen für 0− 1 n-Tupel:

1

2n
|N ε

n| <
1

4nε2

Dies bedeutet, dass die relativen Häufigkeiten von 0 oder 1 für große n typischerweise un-
gefähr gleich sind (Fluktuationen sind von der Größenordnung

√
n, für ε = O( 1√

n
) ist die

rechte Seite nichtssagend).

Hinweise:

1. Die Aufgabe ist nicht schwer. Man darf nur keine Angst vor Summen haben!

2. Für die Elemente der Menge N ε
n gilt:

|
∑n

k=1(xk −
1
2)|

nε
> 1

Im Hinblick auf N ε
n ⊂ {0, 1}n zeige man, dass

|N ε
n| <

∑
~x∈{0,1}n

|
∑n

k=1(xk −
1
2)|2

n2ε2

3. Überlegen Sie sich, wie man (
∑n

k=1(xk−
1
2))2 sinnvoll in zwei Summen aufspalten kann.

Von beiden Summen können Sie nun die Summe über alle 0− 1 n-Tupel bilden.

5.4 Es seien X,Y, Z Mengen und f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen. Zeigen Sie:

Für g ◦ f : X → Z; x 7→ g(f(x)) gilt:

(a) f, g injektiv ⇒ g ◦ f injektiv

(b) f, g surjektiv ⇒ g ◦ f surjektiv

(c) f, g bijektiv ⇒ g ◦ f bijektiv
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