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Aufgabe 1 (Vollständige Induktion I). Beweisen Sie mittels vollständiger Induktion die
folgenden Formeln:

a) Für alle n ∈ N0 gilt
∑n

k=1(2k − 1)2 = 1
3
n(4n2 − 1).

b) Für alle n ∈ N0 gilt
∑n

k=1 k
3 = 1

4
n2(n+ 1)2.

Aufgabe 2 (Peanostrukturen). Es sei N = R+
0 , n0 = 0 und ν : N → N , ν(n) = n + 1.

Ist (N, n0, ν) eine Peanostruktur? Falls nein: Welche der drei definierenden Eigenschaften einer
Peanostruktur sind erfüllt, welche nicht?

Aufgabe 3 (Vollständige Induktion II). Beweisen Sie die Ungleichung
∑n

k=1
1

k
√
k
< 3 für

alle n ∈ N, indem Sie die schärfere Ungleichung
∑n

k=1
1

k
√
k
≤ 3 − 2√

n
für alle n ∈ N mittels

vollständiger Induktion beweisen.

Aufgabe 4 (Teilbarkeit). Beweisen Sie die folgenden Teilbarkeitsaussagen mittels Induktion
nach n:

a) 6 | (2n3 + 3n2 + n) und 8 | (32n + 7) für alle n ∈ N0.

b) (a2 + a+ 1) | (an+1 + (a+ 1)2n−1) für alle a ∈ N und alle n ∈ N.

Aufgabe 5 (Gleichmächtigkeit). Beweisen Sie, dass

a) die Vereinigung von abzählbar unendlich vielen1 abzählbar unendlichen2 disjunkten Men-
gen abzählbar unendlich ist.

b) die Menge Nk = N× N× ...× N︸ ︷︷ ︸
k Mal

abzählbar undendlich ist. (Tipp: Nutzen Sie die Induk-

tion nach k).

Wenn Sie eine Korrektur wünschen, werfen Sie die Lösungen spätestens am Freitag, 12. Janu-
ar 2018, 14 Uhr in den Übungskasten der Vorlesung (im 1. Stock vor der Bibliothek) ein. Bitte die
Angabe des eigenen Namens und der Bezeichnung des bei der Anmeldung angegebenen Tutoriums
nicht vergessen! Bitte heften Sie Ihre Lösung zusammen!

1D.h., dass die Menge dieser Mengen abzählbar unendlich ist.
2die Menge heißt abzählbar unendlich, wenn sie gleimächtig N ist.


