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Grundlagen der Mathematik I

Musterlosung des 5. Ubungsblatts

Aufgabe 1.

a) Wir formen den Term 22 + 2px + ¢ mittels Quadratischer Ergiinzung um:

22+ 2px +q = 2® + 2px + p* + q — p?

=(z+p)" = (" —q)
= (z +p)? — w? (3. Binomische Formel)

=(x+p+w) (z+p—w).

Es ist also genau dann z% + 2pz + ¢ = 0, wenn (z +p +w) - (z +p — w) = 0 ist, und
dies ist genau dann der Fall, wenn einer der beiden Faktoren verschwindet: Also im Fall
r+p+w=0,dh z=—-p—w,undimFall z +p—w=0,d.h. x = —p+ w.

b) Die Gleichung z* + 10z + 21 = 0 hat die Form 22 + 2px + ¢ = 0 mit p = 5 und ¢ = 21.
Tatséchlich ist p*> — ¢ = 25 — 21 = 4 = 22, wir konnen also in Teilaufgabe a) w = 2
setzen und erhalten dann, dass genau dann x? + 10z + 21 = 0 ist, wenn z = —p +w =
—5+2=-3o0derz=—p—w=—-5—2= —Tist. Die Losungsmenge der Gleichung ist
also L = {-3,—-T7}.

Aufgabe 2. Wir formen die Ausgangsgleichung so um, wie im Losungsvorschlag zu Aufgabe
2 vom 5. Tutoriumsblatt erldutert:

Ve+2+3z—-5=7 (Wurzeln trennen)

Vi +2=7—+3z-5 (quadrieren)
r+2=(7—+3x—5)? (binomische Formel)
r+2=49+32—-5-2-7-V3z—5
r+2=3x+44—14-v3r -5  (Wurzel isolieren)
14-V3x—5=42+2x

TV3r—5=21+x (erneut quadrieren)

49 - (3x —5) = (21 + 2)?

1472 — 245 = 441 + 2® + 422

2? — 1052 + 686 = 0.
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Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind x = 7 und = = 98. Beide liegen im Intervall
[g, oo, sind also prinzipiell zuldssig. Setzen wir sie in die Ausgangsgleichung ein, erhalten wir
firx =7

Vit2+V3-7T-5=vV94+V16=3+4=71,

also ist x = 7 eine Losung; fiir x = 98 erhalten wir dagegen

VI8 +2+v3-98 —5 =100+ V289 = 10+ 17 =27 # 7,

also ist x = 98 keine Losung der Ausgangsgleichung. Die Losungsmenge ist also L = {7}.



Aufgabe 3.

2)

Nach Definition ist K eine Teilmenge von R. Da sich jede Zahl a € Q schreiben lésst als
a=a+0-v2 € K, gilt auch Q C K. Da auf dem Ubungsblatt schon gezeigt wurde, dass
Summen, Produkte und Negative von Elementen von K wieder in K liegen, liefert die
ygewohnliche* Addition und Multiplikation sinnvolle Verkniipfungen auf der Menge K.

Wegen 0,1 € Q € K sind neutrale Elemente fiir beide Verkniipfungen in K enthalten,
und da R ein Korper ist, gelten in K all diejenigen Korperaxiome (weil sie in R gelten),
die nicht die Existenz von Objekten fordern: Die Assoziativitdt von + beispielsweise gilt
in K, weil sie in R gilt; die Existenz von multiplikativen Inversen dagegen ist nicht klar:
Ist 0 # a € K, so gibt es zwar in R ein Element ¢!, aber von diesem ist nicht klar, ob
es wieder in K liegt.

Automatisch {ibertragen sich also von R auf K die Assoziativitdt und Kommutativitét
beider Verkniipfungen sowie die Distributivitéit. Die Existenz neutraler Elemente haben
wir schon festgestellt, ebenso die von inversen Elementen beziiglich +.

Die angegebene Formel ergibt sich aus der dritten binomischen Formel:
(a + b\/§> (a — b\/§> =a? — (b2)% = a® — 20%.

Der Knackpunkt ist nun, dass a® — 2b* stets in Q liegt (dies folgt sofort aus a,b € Q), und
sofern a + byv/2 # 0 ist, ist auch a> — 2b> # 0: Denn andernfalls wiire a? = 2b%; da nicht
a und b beide null sind (sonst wire a + by/2 = 0), miissen sie aufgrund dieser Gleichung

beide von Null verschieden sein. Dann folgt aber (b)2 = 2, also wére
mit Quadrat 2, und eine solche gibt es laut Vorlesung nicht.

a

3 eine rationale Zahl

Damit kann man aber eine Formel fiir multiplikative Inverse angeben: Fiir 0 # a +bv/2 €
K gilt

1—;<a+b\/§)(a—b\/§>—<a+b\/§)( o« b \/5)

a? — 2b? a? —2b2 a2 — 2b?

also

(e+0v2) "= (- 2

a?—2b2 a2 — 2b2

und dies ist ein Element von K.

In a) haben wir alle Korperaxiome nachgewiesen bis auf die Existenz multiplikativer
Inverser; diese folgte in b), und damit ist K ein Korper.

Aufgabe 4.

a)

Die Ungleichungskette (die rechte Hélfte derer, die wir beweisen wollen)
2
ab < <a—+b) <12
< 5 <
folgt durch Quadrieren aus der Ungleichungskette
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in der die erste Ungleichung die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem
Mittel ist (Aufgabe 1 ¢) vom 2. Tutoriumgsblatt) und die zweite (,,der Durchschnitt liegt
unter dem groferen Wert“) in Aufgabe 3 b) vom 5. Tutoriumsblatt gezeigt wurde.!

Bilden wir nun von der schon bewiesenen Ungleichungskette die Kehrwerte, so erhalten

wir )
1 2 1
— < < —.
b2 — \a+b) — ab

Multiplizieren wir nun alles mit (ab)? (dies ist ja eine positive Zahl!), so folgt

2
2 < ( 2ab) < ab,
a+b

und dies ist genau die fehlende Hélfte der behaupteten Ungleichungskette.

b) Diese Ungleichung ergibt sich durch folgende Umformungskette aus der Ungleichung von
arithmetischem und geometrischem Mittel:

Jab < a+b

a+b

+ \/Eb <a-+b

a+b+2yab<2(a+0b) (binomische Formel)
(Va +vb)? < 2(a+1b)
Va+vVb<v2-vVa+b
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Dabei wurde in () verwendet, dass fiir x,y > 0 aus < y bereits /z < /y folgt.
Dies beweist man durch Kontraposition, denn es ist schon bekannt, dass umgekehrt aus
Vv > /y durch Quadrieren folgt = > y.

!Beim Quadrieren einer Ungleichung verwenden wir die Rechenregel 0 < a < b == a? < b?, die sich aus der
Ungleichungskette a®> =a-a < a-b < b-b=b? ergibt.



