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Aufgabe 1
a) Seien a,b € R, a,b > 0. Wir miissen die Richtigkeit der Aussage
P % i % < a —21— b
beweisen. Es ist
0 < (a—b)?

— 0 <a®—2ab+
<:>4ab§a2+2ab+b2:(a+b)2

4ab

<a+b
a+b
2ab a+b
a+b— 27

aber da
2ab 2

B 2 2
ot G+ g Il I

ist, ist damit die Aussage P bewiesen.

b) Die durchschnittliche Geschwindigkeit ist der Wert

insgesamt zuriickgelegte Strecke

insgesamt bendtigte Zeit

In der ersten Stunde, in der er mit a km/h gefahren ist, hat der Fahrradfahrer a km
zuriickgelegt, entsprechend in der zweiten Stunde b km. Seine durchschnittliche Geschwin-

digkeit betrigt also
akm-+bkm a+b

2h 2

c) Wir kennen die Lénge der Strecke den Berg hinauf nicht, also bezeichnen wir sie mit einer
Variable, s km. Wegen

km /h.

Strecke Strecke
Geschwindigkeit = Zoit — Zeit = Goschwindigheit

bendtigt der Fahrradfahrer fiir die Fahrt aufwérts dann eine Zeit von
s km S
a km/h T a

und fiir die Fahrt abwiérts entsprechend eine Zeit von

s km S
blm/b b

WEeil er insgesamt die Strecke 2s km zuriicklegt, betrégt seine durchschnittliche Geschwin-
digkeit also

25k 2
s km Sskm/h:

= km /h.
FhTih 4] /
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Aufgabe 2

a) Wir zeigen die erste Aussage:
VzeZ : [A(z) = B(2)]

Sei z € Z und z ungerade. Zu zeigen ist: 2% + 2z + 3 ist gerade.
Weil z € Z ungerade ist, gibt es nach Definition 1.13 b) ein k£ € Z mit z = 2k + 1. Es
folgt dann mit Hilfe der binomischen Formel

2P 4+224+3=02k+1)*+22k+1)+3
=4k* + 4k +1+4k+2+3
= 4k* + 8k + 6
= 2(2k*> + 4k + 3).
\_22_/

Damit ist 2% + 2z + 3 nach Definition 1.13 a) gerade.
Wir zeigen nun die zur zweiten Aussage

VzeZ : [B(z) = A(2)]
dquivalente Aussage
VzeZ : [-A(z) = -B(2)].

Sei z € Z und z nicht ungerade, also gerade. Zu zeigen ist: 22 + 2z + 3 ist ungerade.
Weil z € Z gerade, gibt es nach Definition 1.13 b) ein k£ € Z mit z = 2k. Es folgt dann
mit Hilfe der Binomischen Formel

22+ 2243 = (2k)* +2(2k) + 3
= 4k* + 4k + 3
=4k* + 4k +24+1
=2(2k* + 2k + 1) + 1.

T

Damit ist 2% + 2z + 3 nach Definition 1.13 b) ungerade.
b) Wir zeigen die Aussage:
VzeZ : [Alz) = C(z)]

Sei z € 7Z ungerade.

DL L) Jp ez © =2k 41

— 4z 41 =Q2k+1)2+2k+1)+1
=4k* +4k+1+2k+14+1
= 4k* + 6k +2+1
=202k +3k+1) + 1.

€z
DL LID) 24 41 st ungerade.
Die Aussage
VzeZ : [C(z) = A(z)]

ist falsch, denn fiir zB. 2 = 2 ist 22 + 2 +1 =4 + 2 + 1 = 7 ungerade (also gilt C'(2)),
aber die Aussage A(2) ist falsch, denn z = 2 ist gerade.



Aufgabe 3
a) Die Negationen von P, und P, lauten

-P: VYeeM dyeM : x>y,
-P,: dyeM VzxelM : x>y,
b) Die Aussage P; ist im Fall M = N wahr, denn:
Wiéhle z = 1. Dann gilt in der Tat fiir alle y € N, dass z =1 < 9.

Die Aussage P; ist im Fall M = Z falsch, also =P, ist wahr, denn:
Sei x € Z. Dann gilt mit der Wahl von y :=x — 1, dass z >z — 1 =y.

Die Aussage P, ist fiir jede Teilmenge M C R wahr, also insbesondere fiir M = N und
M =7, denn:
Sei y € M. Dann gilt mit der Wahl von x :=y, dass z < x = y.

Aufgabe 4

a) Es ist
ACB = ac{8,a+1,4} = a=8V a=4.

Aus a = 8 folgt, dass B = {8,9,4} und A = {5,8,2x}, also wegen 5 ¢ B, dass A ¢ B,
ein Widerspruch zu A C B.

Aus a = 4 folgt, dass B = {8,5,4} und A = {5,4,2z}, also, wegen A C B, dass
€ {2,254},

Zusammenfassend gilt also

ACB = a=4 N xze€{2,254}.
Da zudem auch
a=4 A z€{2,254) = (A:{4,5}VA:{4,5,8}) A B ={84,5)
— AC B,

ist also
ACB <<= a=4 N z€{2/25,4}.

b) i) Esist N ={3,0,-1,0,3,8} = {—1,0,3,8}

ii) Es ist
MUN={-2-1,0,1,2,3,8}
MAN={-1,0,3}
N\M = {8}
M\N ={-2,1,2,}.
iii) Es ist



