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Losung des 10. Tutoriumsblatts

Aufgabe 1.

a)

b)

)

Die Aussage ist wahr: Gilt namlich b | aq, also a; = b - k fiir ein k € Ny, und b | a1 + as,
also a; + ay = b - £ fiir ein £ € Ny (wobei natiirlich ¢ > k sein muss), so folgt

agz(a1+a2)—a1 :bf—bk:b(é—k’),
also b | ay. Man sollte noch bemerken, dass ¢ — k in Ny ist, da ¢ > k gilt.

Die Aussage ist ebenfalls wahr: Gilt ndmlich etwa b | a1, also a; = b - ky fiir ein ky € Ny,
so folgt ay - as = (b- k1) -ag =b- (k1 - ag), also b | a; - ay. Der Fall, dass stattdessen b | as
gilt, wird entweder genauso behandelt, oder man bemerkt, dass er sich aus dem schon
bewiesenen Fall ergibt durch Vertauschen von a; und as. (Vgl. dazu den Losungsvorschlag
zum 3. Ubungsblatt, Aufgabe 3 b).)

Die Aussage ist falsch: Beispielsweise fiir b = 12, a; = 3 und ay = 8 gilt zwar b | a1 - as
(denn 12| 24), jedoch weder b | a; noch b | ay (denn 1213 und 121 8).

Aufgabe 2. Wir beweisen alle diese Aussagen durch Induktion nach n.

a)

Induktionsanfang. Fiir n = 0 ist ist 4n® —n =0 und 3 | 0.

Induktionsschlu3 n — n + 1. Es sei n > 0, und es gelte 3 | (4n® —n) (Induktionsvor-
aussetzung). Zu zeigen ist, dass 3 | (4(n +1)3 — (n +1)).

Es ist

An+1P —(n+1) =40’ +3n*+3n+1) — (n+1)
=4n’ —n+12n° + 12n + 3
=(4n® —n) +3-(4n* +4n +1)

Nun gilt 3 | 3 - (4n? + 4n + 1) und nach Induktionsvoraussetzung 3 | (4n® — n), also
3| [(4n® —n)+3- (4n* +4n+1)], und damit 3 | (4(n+1)> — (n+ 1)), was zu zeigen war.
Induktionsanfang. Fiirn =0 ist ist 5" +7=1+7=8 und 4 | 8.

Induktionsschlufl n — n + 1. Es sei n > 0, und es gelte 4 | (5" + 7) (Induktionsvor-

aussetzung); zu zeigen ist, dass 4 | (5" + 7). Es ist
M4+ T=5.5"+7
=4-5"4+5"+7.

Nun gilt 4 | 4 - 5" und nach Induktionsvoraussetzung 4 | (5" 4+ 7), also 4 | [4- 5" + 5" + 7],
und damit 4 | (5" + 7), was zu zeigen war.

Sei a € Ny fest gewiihlt. Wir zeigen: Fiir alle n € Ny gilt 6 | (a**™! —a) durch vollstéindige
Induktion (nach n).

Induktionsanfang. Fir n =0ist a**' —a=a—a=0und 6| 0.



Induktionsschlu3 n — n + 1. Es sei n > 0, und es gelte 6 | (¢***! — a) (Induktions-
voraussetzung); zu zeigen ist, dass 6 | (a2™+D+ — q).

Es ist
Q2D _ L 2nts _
2. a2t
a*- (@®™ —a+a)—a

(
= (™M —a)+d®—a
(

= Qq -

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung 6 | (a*"*' — a)), und nach 5.10 der Vorlesung
gilt auch 6 | (a®> — a), also ist nach 5.8f) auch 6 | [a* - (a®"™! — a) + (a® — a)], also gilt
6| (a®™ D+ — ), was zu zeigen war.

Aufgabe 3.
a) Es ist
a=(731)y=7-9"+3-9"+1-9"=7-814+3-9+1=59
(dieses Resultat kann man natiirlich auch als (595);9 schreiben). Zur Darstellung von

a = 595 im 4-adischen Zahlensystem bestimmen wir zunéchst die grofite Potenz von 4,
die nicht grofler ist als die Zahl a: Wegen

49 =1,

4t =4,

4% = 16,

43 = 64,

4% = 256,

45 =1024 > a

ist dies 4* = 256, wir werden also fiinf Ziffern (fiir die Stellen mit Wert 4°, 41 42, 43
und 4%) benétigen. Nun dividieren wir, unter Verwendung unserer Liste der Potenzen von
b = 4, wiederholt mit Rest:
595 =2 - 4% + 83
=2-4"+1-4°+19
=247 4+1-434+1-42+3
=2-4'4+1-434+1-4°4+0-4'+3
=2-4'4+1-4541-4240-4"4+3.4°
also a = 595 = (21103),.
b) Es ist
a = (10010101)
=1-2740-2540-2°+1-2'4+0-2°+1-2240-2"+1-2°
=128+16+4+1
=149 (= (149)10)

OFin direkter Beweis dieser Aussage lisst sich, zumindest wenn man die Eigenschaften der Primfaktorzer-
legung kennt, folgendermaBen fithren: Es ist a®> —a = a- (a> — 1) = (a — 1) -a - (a + 1) ein Produkt von
drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen. Von diesen ist aber stets mindestens eine durch 3 teilbar und
mindestens eine gerade; ihr Produkt enthélt also die Primfaktoren 2 und 3 und ist damit durch 6 teilbar.



Zur Darstellung von a = 149 im 9-adischen Zahlensystem bestimmen wir zunéchst die
Potenzen von 9, bis wieder die Zahl a iiberschritten haben:

90 =1,
9l =9,
9% =81,
9% =729 > a.

Nun dividieren wir, unter Verwendung unserer Liste der Potenzen von b = 4, wiederholt
mit Rest:

149 =1-9%+68
=1-924+7-9'45
=1-924+7-9'45.9°
= (175).

c) Esist
a=(17)30=1-20"+7-20°=20+7=27 (= (27)10)

und wegen 16° = 1, 16! = 16, 16 = 256 > a kénnen wir nun rechnen:

27=1-16" + 11
=1-16"4+11-16°
- (1B)167

da ja vereinbarungsgeméf im Sechzehnersystem (Hexadezimalsystem) die ,,Ziffern® mit
den Werten 10,11, ..., 15 durch die Buchstaben A, B, ..., F' bezeichnet werden.

Aufgabe 4. Wir beweisen die Aussage, dass es bei n mit Einbahnstrafien verbundenen
Stddten immer mindestens eine gibt, von der aus man alle anderen erreichen kann, per In-
duktion iiber n. Da der Fall n = 1 trivial ist (dann gibt es keine Strafien), betrachten wir als
Induktionsanfang den Fall n = 2: Die Stiadte S; und Sy sind mit einer Strafle verbunden,
die in eine Richtung befahrbar ist. Also kann man von einer der beiden Stadte in die andere
gelangen, was die Behauptung im Fall n = 2 beweist.

Nun zum Induktionsschluss von n — n + 1: Sei n > 2 und gelte, dass bei n Stddten immer
mindestens eine existiert, von der aus man alle anderen erreichen kann (Induktionsvorausset-
zung). Dann ist zu zeigen, das dasselbe bei n + 1 Stédten wahr bleibt.

Nehmen wir von unseren Stidten Sy, ..., 5,1 die ersten n heraus, so wissen wir, dass es unter
diesen Stddten Sy, ..., .S, eine gibt, von der aus man alle anderen erreichen kann. (Das ist ja die
Induktionsvoraussetzung.) Nennen wir sie S;. Wir wissen also:

Von 5; aus kann man alle Stadte Sy, ..., .5, erreichen.

Nun gibt es nach Aufgabenstellung eine Strafle zwischen S; und S, ;1. Es gibt hier zwei Moglichkeiten
zu betrachten:

e Die Strafle ist in der Richtung S; — 5,41 befahrbar. Dann kann man also von S; aus alle
Stadte Sy, ..., S,41 erreichen und wir sind fertig mit dem Induktionsschluss.

e Die Strafe ist in der Richtung S,, 11 — S; befahrbar. Dann kann man also von S,,; nach
S; fahren und von dort aus weiter in alle Stadte Sy, ...5,. Somit kann man von S, ,; aus
alle Stadte S, ..., S,41 erreichen und wir sind fertig mit dem Induktionsschluss.



