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Einleitung

Viele der wichtigsten Erkenntnisse iiber den Aufbau der Materie wurden bzw. werden
durch die Analyse von Streuprozessen erlangt. Sie reichen von der Entdeckung des Atom-
kerns durch die Experimente von Rutherford bis zur Entdeckung von verschiedensten

Elementarteilchen und deren Eigenschaften in modernen Beschleunigern.

Die Relevanz der Streutheorie fiithrte zu einer enorm umfangreichen physikalischen Li-
teratur, die Entwicklung der zugehorigen Mathematik dagegen verlief sehr viel langsamer.
Erst 60 Jahre nach der Entdeckung der Schrédinger-Gleichung konnte die in der mathe-
matischen Streutheorie alles dominierende Frage der asymptotischen Vollsténdigkeit fiir
recht allgemeine N-Teilchensysteme beantwortet werden. Asymptotische Vollstandigkeit,
also die Existenz und Vollstandigkeit der sog. Wellenoperatoren, fithrt zu einem asympto-
tischen Formalismus, bei dem die Streumatrix (oder S-Matrix) im Vordergrund steht. Die
S-Matrix bildet einlaufende auf die entsprechenden auslaufenden Asymptoten ab, die ei-
ne Approximation des wirklichen Zustandes fiir grofie negative bzw. positive Zeiten sind.
Wenn es zur experimentell relevanten Grofle, dem Streuquerschnitt, kommt, vermittelt
die Literatur den Eindruck, als ob die S-Matrix und der damit verbundene asymptoti-
sche Formalismus alles zu sein scheint: “An experimentalist generally prepares a state
[...] at t = —o0, and then measures what this state looks like at t — +00” ([63], S. 113).

Ist es nicht so, dass der Streuquerschnitt, definiert mit asymptotischen Ausdriicken
wie S-Matrixelementen und Ubergangsamplituden zwischen Asymptoten, nur eine Idea-
lisierung der realen experimentellen Situation darstellt, die vollstéindig durch endliche
Parameter charakterisiert ist? Welche Parameter sind das? Durch welche Ausdriicke wird
eine reale, d.h. “endliche” Situation beschrieben? Ist es wirklich die Zeit, die bei einem
eventuell anzuwendenden Limes die entscheidende Rolle spielt, oder nicht doch rdumliche
Groflen, wie z.B. der Abstand eines Detektors von einem Target? Schliefllich ist die Zeit
der Detektion eine zufallige Grofe, nicht bestimmt durch den Experimentator und nicht
gegeben durch irgendeine Observable. Auch wenn ein System asymptotisch vollstédndig
ist, stellt sich also die Frage, inwiefern der asymptotische Formalismus der Streutheorie
aus einer zugrunde liegenden Dynamik ableitbar ist.
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Fiir eine solche Ableitung ist es zunichst notwendig, empirische Groflen wie den
Streuquerschnitt fiir eine reale, durch endliche Parameter charakterisierte Situation zu
definieren. Ein Beispiel fiir so einen Parameter ist der Abstand R des Detektors vom
Streuzentrum. Wir nennen den Streuquerschnitt fiir diese realistische Situation den em-
pirischen Streuquerschnitt. Es hat sich gezeigt, dass die Definition des empirischen Streu-
querschnitts innerhalb der {iblichen Darstellung der Quantenmechanik kaum méglich ist,
und wir werden in dieser Arbeit eine Bohmsche Analyse der Streutheorie geben. Die Exi-
stenz von Trajektorien in der Bohmschen Mechanik liefert den entscheidenden Beitrag
zur mikroskopischen Begriindung der Streutheorie, da diese Existenz die Definition des

empirischen Streuquerschnitts méglich macht.

Nun muss gezeigt werden, dass der empirische Streuquerschnitt in einem gewissen Li-
mes, dem Streuregime, den asymptotischen Formalismus der Streutheorie approximiert.
In einer typischen Streusituation sind nédmlich die den experimentellen Aufbau charak-
terisierenden Parameter auf einer mikroskopischen Skala grof oder einem anderen Limes
nahe. Wir werden z.B. den empirischen Streuquerschnitt fiir groe R analysieren. Dabei
zeigt sich, dass eine genaue Analyse des Streuregimes notwendig ist, um eine passende

Skalierung der Parameter zu finden.

Die beteiligten Parameter sind hauptsédchlich rdumliche Gréfien. Der Schwerpunkt
liegt also auf groflen Distanzen und damit nur indirekt auf grofien Zeiten. Schon Reed
und Simon haben in ihrem Standardwerk iiber Streutheorie den Misstand beklagt, dass
in der Streutheorie ein Ungleichgewicht zugunsten von grofien Zeiten anstatt von grofien
Absténden herrscht. Sie bemerken aber: “There is considerable geometry lurking in the
background” (siehe Einleitung in [50]). In dieser Arbeit wird die sonst im Hintergrund
stehende Geometrie der Streuprozesse in den Vordergrund gestellt.

Einen Beitrag, den die vorliegende Arbeit zur mikroskopischen Begriindung der Streu-
theorie liefert, ist eine mikroskopische Ableitung des Streuquerschnitts genau in dem oben
geschilderten Sinne. Wir beschrianken uns dabei auf die Potentialstreuung eines spinlo-
sen Teilchens im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Grundlegend fiir
die Ableitung des Streuquerschnitts ist die sog. Austrittsstatistik eines Teilchens durch
eine weit entfernte Kugeloberfliche. Der Bezeichnung liegt die Tatsache zugrunde, dass
bei einem Streuprozess ein Teilchen mit einem Target wechselwirkt und anschlieend von
einem der das Streuzentrum umschliefenden Detektoren detektiert wird. Die Detektoren
sind dabei auf einer mikroskopischen Skala weit entfernt vom Streuzentrum. Zusétzlich
zur Ableitung und Anwendung der Austrittsstatistik fiir ein Teilchen werden wir auch die
Austrittsstatistik fiir die Mehrteilchenstreuung angeben. Wahrend das Ergebnis iiber die
Austrittsstatistik im Mehrteilchenfall das erste verfiighare Resultat ist, existieren dafiir

im 1-Teilchenfall schon einige Resultate (siche Kapitel [2| fiir Hinweise zur Literatur). Die



Anwendung auf eine mikroskopische Ableitung des Streuquerschnitts gab es bisher nicht.

Ein wichtiger Bestandteil fiir die Ableitung der Austrittsstatistik im 1-Teilchenfall
wird (neben der Existenz der Bohmschen Trajektorien) zunéchst das Flux-Across-Surfaces
Theorem (FAST) sein, welches nach dem Artikel [I1] von Combes, Newton und Shtok-
hammer als wichtiges mathematisch-physikalisches Problem erkannt wurde. Das FAST
verbindet die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsstromdichte (kurz: Fluss) mit dem
asymptotischen Formalismus der Streutheorie. Es zeigt sich aber, dass im Mehrteilchenfall
der Fluss die Bedeutung verliert. Daher wird ein alternativer Zugang zur Austrittsstatistik
vorgestellt. Vom Standpunkt der Bohmschen Mechanik ist dieser Zugang der direkteste
und dariiber hinaus auch auf N-Teilchensysteme anwendbar: Es ist die asymptotische
Geradlinigkeit der Bohmschen Bahnen, welche sich direkt auf die Austrittsstatistik an-

wenden lasst.

Wir geben nun ein Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit. Nach Einfithrung in die
notwendigen mathematischen Grundlagen (Kapitel, d.h. insbesondere in die Bohmsche
Dynamik, werden wir im Kapitel [2| die Hauptideen, die eine mikroskopische Begriindung
der Streutheorie aus Sicht der Bohmschen Mechanik moglich machen, vorstellen. Ebenso
prézisieren wir in diesem Kapitel die einzelnen Schritte der mikroskopischen Begriindung
und nennen die bisherige Literatur dazu. Auch die zu erwartenden mathematischen Pro-
bleme werden vorgestellt. Die grundlegende Grofie bei der Ableitung des Streuquerschnitts
ist die Austrittswahrscheinlichkeit durch eine weit entfernte Kugeloberfliche. Diese wer-
den wir im Kapitel definieren und im darauf folgenden Kapitel mit Hilfe des FAST
(Theorem [2| Korollar [2) eine Formel dafiir ableiten (Korollar [3). Im Kapitel werden
die Problematik des Flusses fiir /N-Teilchensysteme angesprochen und der alternative Zu-
gang zur Austrittsstatistik mit Hilfe der asymptotischen Geradlinigkeit vorgestellt. Im
Kapitel [ folgt die Definition des empirischen Streuquerschnitts mit Hilfe der Grofien der
Austrittsstatistik und eines stochastischen Modells fiir den Teilchenstrahl. Nach Analyse
des Streuregimes im Kapitel [5] wird im Kapitel [| das Theorem iiber den Streuquerschnitt

formuliert und bewiesen.

Die mathematischen Hauptresultate dieser Arbeit sind das FAST in zwei verschiedenen
Formulierungen, sieche Theorem [2] und Korollar 2] und das damit verbundene Resultat
tiber die Austrittsstatistik eines Teilchens, siehe Korollar [3] Diese Ergebnisse bilden die
Grundlage fiir den Beweis der Theoreme [ und [f] iiber den Streuquerschnitt. Theorem
ist das Resultat {iber die Austrittsstatistik von /N Teilchen.
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Zusammenfassung

Das Ziel der Arbeit ist es, einen Beitrag zur mikroskopischen Begriindung der Streutheorie
zu liefern, d.h. zu zeigen, inwiefern der asymptotische Formalismus der Streutheorie, mit
Objekten wie der S-Matrix sowie den ein- und auslaufenden Asymptoten vy, und 1, aus
einer mikroskopischen Beschreibung des zugrunde liegenden Systems abgeleitet werden
kann. Wir konzentrieren uns dabei auf zwei Dinge. Zunéchst wird die Austrittsstatistik
(genauere Beschreibung weiter unten) von einem N-Teilchensystem durch weit entfern-
te Oberflichen abgeleitet. Anschliefend beschranken wir uns auf die 1-Teilchenstreuung
und verwenden die Austrittsstatistik, um den Streuquerschnitt aus einer mikroskopischen
Beschreibung der Streusituation abzuleiten. Die zugrunde liegende Dynamik ist die Bohm-
sche Mechanik, eine Theorie {iber die Bewegung von Punktteilchen, die alle Ergebnisse
der nichtrelativistischen Quantenmechanik reproduziert.

Nun zur Ableitung der Austrittsstatistik, zunéchst fiir den Fall N = 1. In einem
Streuexperiment werden Teilchen an einem Target gestreut und in einem Detektor detek-
tiert. Die zugrunde liegende Theorie muss also einen Ausdruck fiir die Detektionsstatistik
liefern. Grundlegend dafiir ist die Situation eines Teilchens, welches durch ein Potenti-
al gestreut wird und dann eine Detektoroberfliche durchkreuzt. Die Detektoroberfliche
RY = {x € R*|z = Rund 2 € ¥} befindet sich im Abstand R vom Streuzentrum und
bedeckt den Raumwinkel ¥ C S2. Die Existenz der Bohmsche Trajektorien ermdglicht
die Definition einer Zufallsgrofe Ng’et(R, Y)), die eins ist, wenn das Teilchen die Kuge-
loberfliiche RS? zum ersten mal nach aufilen in RY durchkreuzt, und Null sonst. Der
Erwartungswert davon ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen die Kugel mit
Radius R durch die Flache RY verldasst. Daher der Name Austrittsstatistik. Man kann
nun das asymptotische Verhalten der Bohmschen Bahnen verwenden, um zu zeigen, dass
(vgl. Korollar [3)

lim B (N{L,(R,%)) = /

R—o00
Cs

Do () \2 &k (1)

wobei Cf, der durch ¥ aufgespannte Kegel und 1, die zu 1 zugehorige auslaufende
Asymptote ist. Da es um eine Begriindung des asymptotischen Formalismus der Streu-
theorie geht, ist es wichtig, die Voraussetzungen nur an 1 und nicht an Elemente des
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asymptotischen Formalismus selbst zu stellen. Das ist der zusétzliche Schritt, der in die-
ser Arbeit im Vergleich zu den bisherigen Resultaten gemacht wird. Um abzuleiten,
verwenden wir zunéichst das Flux-Across-Surfaces Theorem (vgl. Theorem 2] und Korollar
2). Es besagt, dass fiir alle 7" € R

; "/’t ; st . _
P}grolo// - dodt = %E&//” () - do| dt /

T RY T RY Cyx,

ll;out(k)f d3k7 (2)

wobei j%* die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsstromdichte (oder kurz: Fluss)
Im(¢*V1)) ist. Mit der Bedeutung der Fluss-Integrale in der Bohmschen Mechanik kann
man aus dem FAST direkt die Austrittsstatistik ableiten, siehe Kapitel 2] und [3]
Man beachte, dass ohne Bohmsche Mechanik weder die ZufallsgroBe N¥, (R, ¥) definiert

noch dem Fluss-Integral
/ / Vi () - dodt

T RX
eine nichtasymptotische (d.h. fiir endliches R) Bedeutung zugeordnet werden kann, siehe

Kapitel [2|

Es zeigt sich (siehe Kapitel [3.3), dass der Fluss im Mehrteilchenfall die Bedeutung
verliert. Man kann aber das asymptotische Verhalten der Bohmschen Bahnen direkt
ausniitzen, um die Austrittsstatistik auch im Mehrteilchenfall abzuleiten. Es ldsst sich
namlich beweisen, dass die Geschwindigkeit einer Bohmschen Trajektorie fiir grofle Zeiten
gegen eine asymptotische Geschwindigkeit konvergiert. Der Fehler zwischen tatséchlicher
und asymptotischer Geschwindigkeit ist gut kontrollierbar, und die asymptotische Ge-
schwindigkeit ist \@Om|2—verteilt (siehe Proposition . Mit diesem Resultat kann man
zeigen, dass die Austrittsstatistik allein durch die Verteilung der asymptotischen Ge-
schwindigkeit gegeben ist. Damit erhilt man fiir den Spezialfall N = 1 wieder das Re-
sultat . Fiir allgemeines N kann man fiir jedes Teilchen &hnlich zum 1-Teilchenfall die
Zufallsgrofie N;f’det(R, Y.;) definieren, die eins ist, wenn das Teilchen I, [ = 1,..., N, die
Fliache RY; nach auflen durchkreuzt, und Null sonst. Das Produkt dieser Zufallsgrofien
sei mit Ndet(R, Y1, ..., REy) bezeichnet. Dann gilt (siehe Theorem '

Jlim EY (Njfet(R, I / /

Der Beweis von der zugrunde liegenden Prop081t10n l 4] ist eine Erweiterung des entspre-
chenden Resultats fiir ein Teilchen in [52] und findet sich in [24]. In dieser Arbeit werden

wir den Beweis skizzieren.

77Z)out dgkl e dgk]v- (3)

Nun kann man das Ergebnis {iber die Austrittsstatistik verwenden, um den Streu-
querschnitt fiir die 1-Teilchenstreuung abzuleiten. Wir definieren dazu den empirischen
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Streuquerschnitt gemp(X), der die Anzahl der detektierten Teilchen im Raumwinkel ¥ fiir
eine reale Situation, d.h. eine Situation, die nur durch endliche Parameter beschrieben
wird, widerspiegelt. Ein Parameter ist z.B. der Abstand R des Detektors vom Streuzen-
trum. Die Definition des empirischen Streuquerschnitt umfasst die oben genannte Zufalls-
grofe N, Cﬁt(R, Y)), ein stochastisches Modell fiir den Teilchenstrahl und natiirlich die den
experimentellen Aufbau charakterisierenden Parameter (vgl. Kapitel . Wir schreiben
deshalb fiir den empirischen Streuquerschnittoen,,(Parameter, ¥). Der empirische Streu-
querschnitt wird nun in einer speziellen Situation, dem sog. Streuregime, ausgewertet.
Im Streuregime, das in Kapitel [5| analysiert wird, sind die Parameter auf einer mikro-
skopischen Skala grofl oder einem anderen Limes nahe. Wir werden z.B. den empirischen
Streuquerschnitt fiir R — oo und |1Z (k)|? — 6(k — ko) analysieren. Das Resultat ist dann,
dass der empirische Streuquerschnitt im Streuregime durch den {iiblichen Ausdruck mit
der S- bzw. T-Matrix gegeben ist:

Parameter—Streuregime

lim Oemp(Parameter, ¥) = o(X) :167T4/ 1T (kow, ko) [2d€2, (4)
>

vgl. Kapitel [2] sowie Theorem [4 und [f| Natiirlich werden auch diese Theoreme nur unter
Bedingungen an den Streuzustand i bewiesen, ohne Bedingungen an die zugehorigen

Asymptoten 1y, oder 1y, stellen zu miissen.

Die Ergebnisse beruhen auf punktweisen Abschétzungen der Wellenfunktion ; und
dessen Gradienten. Mit der Formel (Proposition

1

V(@) = (2m)3

/ (@, k)e 5 Do ()R, (5)

wobei ¢, die generalisierten Eigenfunktionen von H sind, und der Methode der stati-
onédren Phase werden die notwendigen Abschétzungen an die Wellenfunktion verfiigbar
sein. Dabei werden zunéchst Bedingungen an 1), gestellt, die mit

~ 1 i}
Gonl) = Ly [ 1 (@ pv@)d ()
(2n)?
auf 1 iibertragen werden (Lemma [1)). Dabei werden die Regularitéitseigenschaften der
generalisierten Eigenfunktionen, die in [57, 58] ausgearbeitet wurden (siehe Zusammen-

fassung in Proposition [1| und , eine wichtige Rolle spielen.






Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Die zugrunde liegende Dynamik: Bohmsche Me-

chanik

Bohmsche Mechanik ist eine Theorie iiber die Bewegung von Punktteilchen, welche alle
nichtrelativistischen quantenmechanischen Ergebnisse reproduziert, vgl. z.B. [7, 8, 18], 30,
34]. Wir betrachten also ein System von N Teilchen mit den Orten X1, ..., X y € R? und
den Massen my,...,my. Der Raum der zulédssigen Konfigurationen X = (X1,..., X y)
heifit Konfigurationsraum und sei mit €2 bezeichnet. Der Konfigurationsraum ist eine
offene Teilmenge des R*N. Die Konfiguration zur Zeit ¢ wird mit X? bezeichnet, und

deren zeitliche Entwicklung ist durch
¥ 1
X, =v (Xt>, (1.1)

einer Differentialgleichung erster Ordnung, gegeben. Der hochgestellte Index 1) verdeut-
licht die Abhéngigkeit der Konfiguration von der Schrédingerschen Wellenfunktion )y,
einer komplexwertige Funktion auf €2, die die I-te Komponente des Geschwindigkeits-
feldes v¥* = (v¥",...,v%) folgendermaBen bestimmt: Auf der Teilmenge von €2, auf der
UYi(x) #0, & = (x4, ..., xN) € Q, und differenzierbar ist, gilt

S (%) le{l,.. N}, (12)

t

wobei V; den Gradient im R? in Bezug auf x; bezeichnet. Die Schrodingersche Wellen-
funktion ¢, ist ein Element des Hilbert-Raums H = L2(€2,C) des Systems][]] welche sich

1'Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir im Folgenden L?((2) anstatt L?((2, C).

13
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gemafl der Schrodinger-Gleichung

%) A
i (@) = Hiy(w) = (; T V(a:)) Ui(x) (1.3)
entwickelt. Dabei bezeichnet A; den Laplace-Operator des [-ten Teilchens und V' das
reellwertige, glatte (V' € C*(Q2)) Potential, z.B. die Coulomb-Wechselwirkung von einem
N-Teilchensystem.

Wir kommen nun zur Existenz von Losungen des Systems und . Zunéchst zur
Schrodinger-Gleichung : Das Theorem von Stone sichert die Existenz der Losungen
von , wenn man zeigen kann, dass H selbstadjungiert auf einer geeigneten Doméne
ist (siehe z.B. Theorem VIII.7 und VIIL.8 in [51]): Sei H selbstadjungiert und definie-
re U(t) = e . Dann ist U(t) eine stark stetige einparametrige Gruppe] und v, :=
U(t)y, ¢ € D(H), erfiillt die Schrodinger-Gleichung (1.3)). Das Problem der Lésungen
der Schrodinger-Gleichung reduziert sich damit auf die Frage, auf welcher Doméne der
Hamilton-Operator H selbstadjungiert ist. Ein Weg, diese Frage zu beantworten, ist der
Satz von Kato-Rellich. Er besagt, dass H und H, beziiglich der Selbstadjungiertheit die-
selben Eigenschaften haben, wenn das Potential in einem geeigneten Sinne “schwach” ist.
Ein Potential nennt man in diesem Zusammenhang “schwach”, wenn es Hy-beschrinkt
ist mit @ < 1: Seien A und B dicht definierte lineare Operatoren in einem Hilbert-Raum
H. Weiterhin sei D(A) C D(B). Man nennt B A-beschrénkt, wenn Konstanten a,b in
R existieren, so dass ||By|| < al|Apl|| + bl¢]| fir alle ¢ € D(A). In der gesamten Arbeit
beschrinken wir uns auf Potentiale, die Hy-beschrinkt sind mit a < 1. Diese Klasse von
Potentialen ist sehr grofl und umfasst sogar das Coulomb-Potential mit beliebiger La-
dung, welches vom Standpunkt der mathematischen Streutheorie wegen des schwachen
Abfalls im Unendlichen ohnehin eine gesonderte Behandlung erfordert. Um die Frage nach
Loésungen von zu beantworten, ist es also ausreichend, sich auf die Selbstadjungiert-
heit des freien Hamilton-Operators H, zu beschrianken: Hj ist selbstadjungiert auf der
(dicht in L2(R3Y)) Domiine D(Hy) = {¢ € L*(R3N)|k2F(p) € L*(R3N)}, k = |k|. Dabei
bezeichnet F die Fourier-Transformierte

F(f)(k) = (2m) % / e~* f(2)d Vo, (1.4)

welche auf L?(R3Y) definiert ist. Fiir mehr Einzelheiten beziiglich der Selbstadjungiertheit
von Hy siehe z.B. [51], Theorem IX.27. Manchmal werden wir die Fourier-Transformierte

auch mit ]?bezeichnen.

2Eine operatorwertige Funktion U(¢) nennt man eine stark stetige einparametrige Gruppe, wenn
(a) fiir jedes t € R U(t) ein unitédrer Operator ist, U(t + s) = U(t)U(s) fiir alle s,t € R und
(b) wenn U(t)p — U(t' )y fiir p € Hund ¢t — ¢'.
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Die Frage der Existenz der Bohmschen Dynamik konnte in [7] und [59] geklirt werden.
Es wurde gezeigt, dass die Dynamik fiir fast alle (beziiglich eines geeigneten Mafes)
anfénglichen Konfigurationen eindeutig und global existiert. Die Bedingungen an das
Potential und die anfingliche Wellenfunktionen werden weiter unten néher erldutert. Wir
wollen zuerst auf das Maf3 fokussieren, mit welchem die Konfigurationen gemessen werden.
Es ist das bekannte |1|>-MaB, das von Born in [9] eingefiihrt wurde:

PY(X € A) = / (@) dNe, Ac Q. (1.5)

Wéhrend von Born als Regel eingefiithrt wurde, um den Kontakt zu experimentellen
Daten herzustellen, hat sie in der Bohmschen Mechanik eine tiefere Bedeutung und Be-
griindung, auf welche wir im Folgenden eingehen werden. Bohmsche Mechanik ist durch
zwei Gleichungen definiert: Die Schrodinger-Gleichung bestimmt die Entwicklung
der Wellenfunktion, die durch die Bewegung der Teilchen steuert. Gleichung
bedeutet, dass sich eine anfingliche Dichte p = py auf dem Konfigurationsraum geméfl

der Kontinuitatsgleichung

0
5P+ V(™) =0 (1.6)

zu einer Dichte p; zur Zeit t entwickelt. Die Schrodinger-Gleichung fiihrt eine anfangliche
Wellenfunktion 1) = vy zu der Wellenfunktion vy zur Zeit ¢t. Die Bornsche Regel p = |¢]?
steht damit im Einklang mit der Bohmschen Dynamik, denn p; = [1/|? erfiillt , was
man wie folgt sieht: Die Schrodinger-Gleichung fithrt zu

9 *h
g0l + D 5V (Vi = Vi) =0, (17)
=1

welche sich mit der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsstromdichtd’]

h

cpe (e VIV — 0,V )) = o Im () Vi) (1.8)

h
_ N
J (-71 7"'7.7N)7 Jl 2zml(

kompakter und vertrauter als
2 "(/)t
—|¢t| +V-37"=0 (1-9)

schreiben liisst. Dabei ist V = (Vy, ..., V). Gleichung (1.9) fithrt mit p; = |¢;|* nun zu
(1.6, denn 5%* = |¢;|>v¥*. Die Eigenschaft, dass eine anfingliche Dichte p = |)|? zu einer
spiteren Zeit ¢ durch p, = |1;|> gegeben ist, nennt man Aquivarianz.

3Wir werden im folgenden nicht immer ganz prézise mit dieser Bezeichnung umgehen: Hiufig werden
wir einfach “Fluss” sagen.
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Aquivarianz sagt uns also, dass Teilchen (man denke dabei an ein Ensemble von Sy-
stemen mit Wellenfunktion ), die anfiinglich |¢/|?-verteilt waren, immer |¢)|*-verteilt blei-
ben. Mit Hilfe der Bohmschen Mechanik kann man nun noch weiter gehen. In einem sehr
grofien System, z.B. im Universum, kann man zeigen, [22], dass in einem Ensemble von
Subsystemen mit Wellenfunktion 1 die Orte typischerweise [t)|?-verteilt sind, wenn das
Ensemble hinreichend grof ist. Siehe dazu auch [18], 30].

Wir kénnen nun zur Existenz der Bohmschen Dynamik zuriickkommen. In [7] (siehe
auch [59]) wurde folgendes Resultat gezeigt{]

Theorem 1. Man nehme an, dass

(i) das Potential V = Vi + Va eine C°-Funktion auf ) ist, wobei V|, von unten be-
schrdinkt ist, und Vo Hy-beschrdnkt ist mit relativer Schranke a < 1. Ferner nehme
man an, dass der Rand OS) eine endliche Vereinigung von (3N — 3)-dimensionalen
Hyperfldchen ist.

(i1) der Hamilton-Operator H der zur Operatorsumme Ho+V gehdrige selbstadjungierte

Operator ist.

(iii) die anfingliche Wellenfunktion 1 ein C*-Vektor von H, d.h. v € C®(H) :=
() D(H™), und normiert, d.h. ||| =1, ist.
n=1

Dann besitzt Bohmsche Mechanik definiert durch und eindeutige und globale
Losungen fiir PY-fast alle anfinglichen Konfigurationen.

Wir schlieflen das Kapitel mit einer Bemerkung:

Bemerkung 1. Die Bedingung an den Rand 0f) von ) erlaubt im physikalischen 3-
dimensionalen Raum endlich viele singulére Punkte (z.B. die Singularitdt des Coulomb-
felds einer Punktladung). In [7] ist das Resultat auch fiir Hamilton-Operatoren formu-
liert, die nur durch die Formsumme Hy + V' definiert sind. Die Menge der zuldssigen
Wellenfunktionen C*°(H) ist dicht in L? (fiir explizitere Bedingungen an die anféingliche
Wellenfunktionen und das Potential V' sieche Theorem |4| und . Beispiele fiir Wellenfunk-
tionen aus C*°(H) sind Eigenfunktionen von H, und Zusténde ¢ € Ran(E(H)), wobei
E;(H) die spektrale Projektion auf ein endliches Energieintervall I C R bezeichnet. Die
Bedingung 1) € C*°(H) scheint eine natiirliche Bedingung zu sein: Wellenfunktionen im
thermischen Gleichgewicht sind typischerweise in C*°(H), siehe [62].

4Das Theorem und die anschlieBende Bemerkung sind in &hnlicher Form schon in [57] zusammengefasst
worden.
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1.2 Mathematische Grundlagen der Streutheorie

Die Literatur zur Streutheorie ist ungemein umfangreich. Wir beziehen uns im Wesent-
lichen auf Standardresultate aus [3], 37, 42] 48, 50}, [51]) sowie neuere Ergebnisse iiber
generalisierte Eigenfunktionen aus [57, [58], die fiir spéatere Abschétzungen an die Wellen-
funktion benétigt werden.

Da sich der Grofiteil der Arbeit mit der 1-Teilchenstreuung befasst, beschréanken wir
uns in diesem Kapitel auf die Beschreibung eines nichtrelativistischen Teilchens ohne Spin
im R? mit einem externen Potential V, d.h. auf ein System mit dem Hamilton-Operator

H (im folgenden setzen wir h = m = 1),
H = —%A +V(x)=: Hy+ V(x),

wobei das reellwertige Potential V' € (V'),, wie folgt definiert ist:
Definition 1. V ist in (V),, n=2,3,4,..., wenn gilt:

(i) V € L*(R?).

(11) V ist lokal Hélder stetig aufler an hichstens endlich vielen Singularititen.
(i1i) Es existieren positive Konstanten 6, C, Ry, so dass

V(z)| < C(z)™° fiir x > Ry.

Dabei bezeichnet () := (1+ (-)?)z.

Dieses Potential ist Hy-beschrankt, und damit ist H selbstadjungiert auf dem Definiti-
onsbereich

D(H) = D(H,) = {f € L*(R?) : /|k2f(k)|2d3k < oo} k= |K|.
Also gilt fiir ¢p € D(H) auch ¢y = U(t)y € D(H), und 9, erfiillt die Schrédinger-Gleichung

i) = (<584 V(@) ) wla).

In einer typischen Streusituation bewegen sich die Teilchen frei, wenn sie weit genug

vom Streuzentrum entfernt sind. “Weit genug entfernt” im Ortsraum ldsst sich mit “lang



18 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

bevor” bzw. “lang nach” der Wechselwirkung mit dem Potential umschreiben. Streu-

zustéande sind also diejenigen Zustéinde, fiir die Asymptoten i, Yoy mit

m |l oty (z) — e 'y (z)|| =0,
oo A (1.10)
lim [le™" %0 () — e ()| = 0

existieren. Gegeben (1.10)), ist es natiirlich die sog. Wellenoperatoren Q. : L?(R3) —
Ran(€21) durch die starken Limiten

Q= St;}tlg eHteiHot (1.11)

einzufithren. Die Wellenoperatoren bilden die einfallenden bzw. ausfallenden Asymptoten
auf die jeweiligen Streuzustidnde ab. Ikebe hat fir V' € (V), in [37] bewiesen, dass die

Wellenoperatoren existieren und das Bild
Ran(Q4) = Heont(H) = Hac.(H) (1.12)

haben. Die Streuzusténde sind also in dem absolut stetigen Spektrum H, . (H) zu finden,
und das singulér stetige Spektrum ist leer. Dariiber hinaus hat Ikebe gezeigt, dass der
Hamilton-Operator keine positiven Eigenwerte hat. Es gibt somit fiir jeden Streuzustand
¥ € Hae(H) Asymptoten i, You € L?(R3) mit

Q_thin =Y = Q1 Pous (1'1?))

Bemerkung 2. Wenn die Wellenoperatoren existieren, und zusétzlich erfiillt
ist, spricht man von einem asymptotisch vollstdndigen System. Asymptotische Vollstén-
digkeit wurde in grofler Allgemeinheit gezeigt und war lange eines der groffen Probleme
der mathematischen Streutheorie, vgl. [50] fiir eine Zusammenfassung der existierenden
Resultate. Vom Standpunkt der asymptotischen Vollstéandigkeit sind Ikebes Bedingungen
an das Potential V' (Definition (1)) ziemlich restriktiv. Unsere Beweismethoden beruhen
aber stark auf den Eigenschaften der generalisierten Eigenfunktionen, die ohnehin starkere
Bedingungen an das Potential verlangen (siehe Proposition .

Auf der Doméne D(H,) erfiillen die Wellenoperatoren die sog. “intertwining property”
HQyL = QL H,. (1.14)
Ganz ahnlich gilt auf H,. (H) ND(H) = Ha..(H) N D(Hy)

HyQt = Q7' H. (1.15)
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Die Streumatrix S : L*(R?) — L*(R?) ist gegeben durch
S:=0Q7'0_.
Bezeichnet man mit [ die Identitét, ist die T-Matrix durch
T:=8-1. (1.16)

definiert. Wenn das System asymptotisch vollstéandig ist, sind die Bilder der Wellenope-
ratoren gleich und die Streumatrix S daher unitdar. Da die Wellenoperatoren die Streu-

zustande auf die entsprechenden Asymptoten abbilden, erhélt man
7vbout = Swin'

Wichtig fir die Empirik der Streutheorie ist die T-Matrix, welche fiir V' € (V)3 durch
die Formel (siehe Theorem 1 in [38]):

Tg(k) = —2mi / T(k, k)G(K K dSY (1.17)
k'=k

anzuwenden ist (im L2-Sinne). Die T-Matrixelemente sind durch
T(k,k') = (ZW)S/eik'mV(w)go(:c,k:')de. (1.18)

gegeben. Dabei sind ¢_ (sowie ¢, ) die generalisierten Eigenfunktionen von H, auf die im
Folgenden eingegangen wird.

Der Hamilton-Operator H wird auf H, . (H ) durch die generalisierten Eigenfunktionen
w4+ diagonalisiert, welche der Gleichung

2

(3D + V(@))ps(w k) = —pu(a b (1.19)

geniigen. Durch das Invertieren von (—%A — % +140) erhédlt man die Lippmann-Schwinger-
Gleichung. Wir fassen die wichtigsten Resultate dazu von Ikebe [37] zusammen, wie es
schon in [58] getan wurde.

Proposition 1. Sei V € (V),. Dann existieren fiir jedes k € R3\{0} eindeutige Li-
sungen @4 (-, k) : R® — C der Lippmann-Schwinger-Gleichung
1 eF ik|lz—a/|

oi(x, k) = k™ ——V(x )i (x' k), (1.20)

Com |z — |

welche die Randbedingung lim, ... (¢+(x, k) —e*®) = 0 erfiillen, klassische Lésungen der
stationdren Schriodinger-Gleichung sind und folgende Eigenschaften besitzen:
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(i) Fiir jedes f € L*(R®) existieren die generalisierten Fourier-Transformierter()|

1
3

(2m)2

(Fef)(k) = 1.i. m. /gaft(ac,k)f(ac)d%

in L*(R?).
(ii) Es gilt Ran(Fy) = L*(R3). Weiterhin sind Fy : Ho...(H) — L*(R3) unitir und die
dazugehdrigen inversen Abbildungen sind gegeben durch:

1
(2m)?

(Fel')(z) = 1.1 m. / oz, k) f(k)dk.

(iii) Fir jedes f € L*(R%) gilt Quf = Fy'Ff, wobei F die gewdhnliche Fourier-
Transformierte ist.

(iv) Fiir jedes f € D(H) N Hq..(H) gilt:
kﬁ2
i) = (75 er ) (@)
und damit fir jedes f € Hq.c(H) :

el f () = <]_—i—1€—i§t}-if> (x).

Bemerkung 3. Der Beweis von Proposition |1|in [37] enthielt einen Fehler, auf den Simon
in [55], Kapitel V, aufmerksam gemacht hat. Er hat dort einen alternativen Weg fiir
eine geringfiigig andere Potentialklasse vorgestellt. Tkebe selber hat den Fehler in [39]
korrigiert.

Um die Methode der stationdren Phase anzuwenden, werden wir vor allem Abschét-

zungen an die Ableitungen der generalisierten Eigenfunktionen benétigen:

Proposition 2. Sei V € (V), fir ein n > 3. Dann gilt:

(i) pi(z,-) € C" 2R3\ {0}) fiir jedes & € R® und die partiellen Ableitunger{)
Ros(x, k), |of <n—2, sind stetig beziiglich  und k.

5Li.m. f ist eine kiirzere Schreibweise fiir Is{lim fBR’ wobei s-lim den Limes in der L?-Norm, und
— 00

Bpg eine Kugel mit Radius R um den Koordinatenursprung bezeichnen.
6Wir gebrauchen die iibliche Multiindex-Notation: o = (a1,a9,03), «; € Ny, 0¢f(k) :=
Ol 0p20p2 f(k) und o == a1 + a2 + as.
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Ist zusdtzlich Null weder ein Figenwert noch eine Resonanz von H, sind ¢4 (x, k) stetig
auf R? x R3 und es gilt:

(1)) sup [ps(m k)| < oo,
xzcR3,kcR3

fir jedes a mit |a| < m — 2 existiert ein ¢, < 00, so dass

(iii) sup [KITNOp oL (2, )| < cal@)l, mit k= g,

ke R3\{0} (k

und fir jedes | € {1,...,n — 2} existiert ein ¢; < 00, so dass

(iv)  sup ‘aa—lil(pi(a:, kz)‘ < afz)!, wobei 2 die radiale partielle Ableitung im k-Raum
ke R3\{0}
ist.

Bemerkung 4. Diese Proposition, aufler die Aussage (iii), wurde in [58], Theorem 3.1,
bewiesen. Aussage (iii) korrigiert die Entsprechende in Theorem 3.1, welche nicht den
notwendigen Faktor x/*~! enthielt. Fiir |a| = 1, welcher der entscheidende Fall in jener
Arbeit war, ist dieser Faktor 1. Siche dazu auch den Anhang.

Bemerkung 5. Null ist eine Resonanz von H wenn eine Losung f von H f = 0 existiert,
so dass (z)7f € L*(R?) fiir jedes v > %, aber nicht fiir v = Oﬂ Das Auftreten einer
solchen Resonanz oder des Eigenwerts Null kann man als sehr speziell bezeichnen: Ein
Hamilton-Operator H = Hy + ¢V, ¢ € R, kann diese Eigenschaft nur fiir ¢ aus einer

diskreten Teilmenge von R haben, siehe [2], S. 20 und [41], S. 589.
Als eine direkte Konsequenz aus Proposition [2 und (1.18)) erhalten wirﬂ

Korollar 1. SeiV € (V)3, und sei Null weder ein Eigenwert noch eine Resonanz von H.
Dann ist die T-Matriz eine beschrinkte und stetige Funktion auf R® x R3. Dariiber
hinaus gibt es, falls V € (V),, fir einn > 3, fir jeden Multiindex o mit || < n — 3 eine

Konstante ¢, > 0, so dass

sup £lHOT (K E)| < ca (1.21)
k' eR3 keR3\{0}

"Es gibt verschiedene Definitionen, siehe z.B. [65], S. 552, [2], S. 20 und [41], S. 584.
8Siehe dazu auch Korollar 2.24 in [57] und Korollar 3.9 in [58].






Kapitel 2

Die Streutheorie aus Sicht der
Bohmschen Mechanik

Die vorliegende Arbeit behandelt die mikroskopische Begriindung der Streutheorie im
Sinne der Einleitung auf mathematisch rigorosem Weg. In diesem Kapitel werden wir
vorbereitend die dazu grundlegenden Ideen und Zusammenhénge aus Sicht der Bohm-
schen Mechanik vorstellen. Zusétzlich werden die mathematischen Fragestellungen, die
daraus erwachsen, préazisiert. Auf die Problematik, die eine Begriindung ohne Bohmsche
Mechanik, wie z.B. die Arbeiten von Newton et al. [I1, 46] und Dollard [15, [16], birgt,
wurde insbesondere schon in [13| 14, 21, 26, 27] eingegangen und ist nicht mehr Ge-
genstand dieser Arbeit[] Wir werden aber die Problematik weiter unten zumindest kurz
ansprechen.

In einem typischen Streuexperiment detektiert man Teilchen, die aus einer Reakti-
on eines Strahls mit einem Target hervorgegangen sind. Im Allgemeinen werden eine
Reihe von Effekten eine Rolle spielen. Ganz sicher ist aber folgende Situation abso-
lut grundlegend und wichtigﬂ Ein Teilchen mit Wellenfunktion ¢ und der Trajektorie
XV (x) abhéngig vom Anfangsort @ durchliuft ein Potential V' und durchkreuzt dann
z.B. die Detektoroberfliche RY. Die Oberfliche RY ist definiert als derjenige Teil ei-
ner Kugeloberfliche mit Radius R, die den (offenen) Raumwinkel 3 € S? abdeckt, d.h.
RY :={x € R®|z = R und £ € X}. Siehe dazu auch Abbildung Stellt man sich das
Streuzentrum umringt von Detektoren vor, ist es natiirlich, ein Detektionsereignis in R>:
mit dem Ereignis “Erster Austritt von der Trajektorie X (z) aus dem Gebiet < R

! Auch Reed und Simon sprechen bei den Ergebnissen von Dollard und Newton et al. von “attempts”,

siehe S. 356 in [50].
2Wir beschrinken uns zunichst auf die Wechselwirkung von jeweils 2 Teilchen, die wiederum auf die

Bewegung eines Teilchens im externen Potential reduziert werden kann, siehe dazu z.B. auch [57], S. 17.

23
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Streuung eines Wellenpakets ¢ mit kom-
paktem Tréger supp .

liegt in R gleichzusetzenﬂ Der grundlegende Ausdruck fiir eine empirisch zugéngliche
GroBe ist also die Wahrscheinlichkeit

P¥ (az € R3|erster Austritt von X7 () liegt in RZ) : (2.1)

Da die Detektoren typischerweise weit vom Streuzentrum entfernt sind, muss man die-
se Wahrscheinlichkeit fiir grole R analysieren. Ein moglicher Zugang dazu liegt in der
Bedeutung der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsstromdichte (vgl. Kapitel ,
bzw. |) in der Bohmschen Mechanik: Bezeichnet man mit N;/fg(RZ, AT) die signier-
ten Durchkreuzungen durch R, also die Summe von Durchkreuzungen nach auflen, die
als +1 gezdhlt werden und denen nach innen, welche mit —1 verrechnet werden, kann
man zeigen, dass

EY(N., (RS, AT)) = //jwt(x) -dodt. (2.2)

AT RY

Dabei bezeichnet do das infinitesimale Oberflichenelement Zdo. Der Beweis von ([2.2))
findet sich in [7] und wird spédter nochmals als Proposition formuliert. Heuristisch kann
man so verstehen: Damit ein Teilchen das infinitesimale Oberflichenelement do C
RY in dem Zeitintervall [t, ¢ + dt) durchkreuzt, muss es zur Zeit ¢ in einem Zylinder der
Grofe [v¥t(x) - dodt| sein. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist also

(@) |2[v¥ () - do dt| = | () - do|dt.

3Das setzt voraus, dass die Detektion eines Teilchens nicht zu sehr in seine Bewegung eingreift. Fiir
groe R ist das eine sehr milde Voraussetzung. Wir greifen diesen Punkt nochmals bei der Mehrteilchen-
streuung auf (Kapitel , bei der die Ubereinstimmung von ungemesener und gemessener Austrittssta-
tistik aufgrund von moglicherweise verschrankten Wellenfunktionen zunéchst viel kritischer erscheint.
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Wegen der infinitesimalen Intervalle ist NSIg(dt do) € {—1,0,1}, Wobei das Vorzeichen

dasselbe wie das von j%(x) - do ist. Deshalb ist E¥(NY (dt, do)) = 3% (x) - dodt und die

sig
Integration iiber RY und AT ergibt (2.2 . Ebenso findet man, dass der Erwartungswert
der totalen Durchkreuzungen Nt

durch

o+, also der Summe aller Durchkreuzungen, gegeben ist

EY(NY (RS, AT)) //W -do|dt. (2.3)

AT RY

Nun erwartet man, dass der Fluss fiir ein asymptotisch freies und auswiértslaufendes
Teilchen nach auflen gerichtet ist. In der Tat kann man zeigen, dass

Jim / / V() - dodt = Jim / / 5% (x) - do|dt. (2.4)

0 RY 0 RX

Es ist also asymptotisch EY(NY, (R, [0, 00))) = Ew(N:fg(RE [0,00))). Das bedeutet wie-
derum, dass das Teilchen weit entfernte Flachen nur nach aulen durchkreuzt und damit

hochstens nur einmal. Damit erhalt man

lim PY (az € R®|erster Austritt von X (z) liegt in RE)

R—o0
= lim EY (N4 (RS, [0,00))) = lim //ﬂ’t( )-dodt. (2.5)
0 RXY

Der letzte Term in ([2.5]) ist aber Teil des Flux-Across-Surfaces Theorem (FAST), welches
von Newton et al. in [I1] eingefithrt wurde. Das FAST besagt, dass der letzte Term in

(2.5 direkt mit dem asymptotischen Formalismus der Streutheorie verbunden ist:

I%im // V() - dodt = hm //\ﬂ’t do|dt = /

0 RX 0 RY Cyxy,

Dout (k) ’2 Pk, (2.6)

wobei Cy, := {k € R? : e, € X} ist. Die Aussage wird heuristisch schnell klar, wenn man
sich die asymptotische Formel

xr

i) ~ ,1 €5 o (;) (2.7)

vor Augen fiihrt, vgl. z.B. [18], S. 319 f. Bohmsche Mechanik zusammen mit dem FAST
liefert also

lim PY (a: € R®|erster Austritt von X7 (z) liegt in RE) = /

R—o0

Jout(k:)r Pk (2.8)

Cs



26 KAPITEL 2. STREUTHEORIE UND BOHMSCHE MECHANIK

Die Idee, mit Hilfe des FAST abzuleiten, sowie erste Resultate zum FAST sind in
[12, 13, 14] zu finden. Weitere Resultate folgten in [57, 58]. Das FAST ist auch Teil dieser
Arbeit, sieche Theorem [2] und Korollar [2] im Kapitel [3] bzw. entsprechende Resultate in
[19]. Weiter unten und im Kapitel |3| werden die einzelnen Resultate néher erlautert.

Man beachte, dass das FAST allein (also ohne der Existenz von Trajektorien) nicht
als mikroskopische Begriindung ausreicht: Ohne eine Verkniipfung des letzten Terms in
(2.5) mit (2.1)) iber den Erwartungswert der signierten Durchkreuzungen bleibt die nicht
asymptotische Bedeutung des Flusses unklar. Fiir endliches R ist das Fluss-Integral im
Allgemeinen nicht positiv und kann daher nicht eine Wahrscheinlichkeit darstellen. Der
relevante Ausdruck fiir ein endliches R ist , der fiir groe R durch das Fluss-Integral
approximiert wird. Fiir mehr Details zu dieser Problematik siehe z.B. [13], [14] [18, 21].

Die mikroskopische Ableitung des Streuquerschnitts umfasst nun folgende Schritte:
Ausgehend von der Existenz der Trajektorien wird im Kapitel [] der Streuquerschnitt
definiert, der relativ unmittelbar mit der Austrittsstatistik zusammenhéngt. Die
Definition erfolgt fiir eine realistische Situation, die keinerlei asymptotischen Ausdriicke
enthélt, sondern nur endliche Parameter, die den experimentellen Aufbau widerspiegeln
(z.B. den Abstand R des Detektors vom Target oder die Breite des einfallenden Teilchen-
strahls, genaue Definition der Parameter siche Kapitel . Wir nennen den Streuquer-
schnitt fiir die realistische (d.h. “endliche”) Situation den empirischen Streuquerschnitt
und bezeichnen ihn mit oemp(X) oder—um die Abhéngigkeit von den Parametern zu
verdeutlichen—mit oep,(Parameter, ¥). Nun werden die Parameter passend skaliert (u.a.
R — oo, |@//;(k —ko)]? — 6(k — ky)), da in einer typischen Streusituation die relevanten
Parameter in einem gewissen Sinne grof§ oder einem anderweitigen Limes nah sind. Der
Limes |2Z(k — ko)|> — 0(k — ko) z.B. spiegelt einen sehr gut kollimierten Strahl wider.
Die genaue Analyse dieses Limes, den man Streuregime nennt, ist im Kapitel 5| zu finden.
Das Hauptresultat ist dann, dass der empirische Streuquerschnitt im Streuregime durch
die wohlbekannte Formel gegeben ist, d.h.

lim oy (Parameter, X)) = (%) =167 / T(kow, k)24, (2.9)
)

Parameter— Streuregime

wobei kg der Impulg’] der Teilchen im Strahl ist. Der vorbereitende Artikel zum Resultat
ist [21]. Die technische Ausarbeitung, d.h. das Durchfiihren der Skalierung der Pa-
rameter, findet sich in Kapitel [, Theorem [4| und [5| (bzw. [20]). Die rechte Seite von (2.9)
wird manchmal auch durch das Quadrat der Streuamplitude ausgedriickt (siehe auch

Kapitel [f). Da die Formel erstmals von Born in [9] angegeben wurde, wird die zweite
Gleichung in (2.9) Bornsche Formel genannt [

4Es wurde bereits & = ¢ = 1 gesetzt, so dass p = hk = k.
®Nicht zu verwechseln mit “Bornscher Niherung”, mit der man die rechte Seite von (2.9) fiir spezielle
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Nun gehen wir kurz auf den N-Teilchenfall ein. Es wurde in [27] gezeigt, dass der
Fluss im N-Teilchenfall nicht mehr die Bedeutung wie im 1-Teilchenfall hat; der Zugang,
wie er oben fiir den 1-Teilchenfall geschildert wurde, kann nicht auf den N-Teilchenfall
iibertragen werden. Bohmsche Mechanik ermoglicht aber den Zugang zur Austrittssta-
tistik ohne den Fluss. Im Folgenden erldutern wir diesen Zugang wieder fiir den 1-
Teilchenfall, die Ubertragung auf N Teilchen erfolgt im Kapitel . Die Idee ist einfach
und vom Standpunkt der Bohmschen Mechanik unmittelbar einleuchtend: Es ist die asym-
ptotische Geradlinigkeit der Bahnen, welche ein direktes Auswerten von ermoglicht.
Man kann némlich zeigen, dass die Geschwindigkeit X zp der Trajektorie fiir grofle Zeiten
gegen die asymptotische Geschwindigkeit

konvergiert, die geméaf |$Out |2 verteilt ist. Dariiber hinaus zeigt sich, dass man die Differenz
zwischen tatsdchlicher und asymptotischer Geschwindigkeit so gut kontrollieren kann,
dass die Austrittsstatistik allein durch die Verteilung der asymptotischen Geschwindigkeit
gegeben ist. Damit erhilt man wieder das Ergebnis . Das asymptotische Verhalten der
Bahnen wurde in [52] zunéchst fiir ein Teilchen studiert, die Ubertragung der Ergebnisse
auf N Teilchen sowie die Anwendung auf die Streutheorie erfolgt in Kapitel (siehe
dazu auch [24]).

Wir wollen nun die zu erwartenden mathematischen Herausforderungen skizzieren.
Zunichst kommen wir zum FAST, d.h. zur Aussage . Da es um eine Begriindung
des asymptotischen Formalismus (S-Matrix, ©ou, i) der Streutheorie geht, diirfen die
Bedingungen natiirlich nicht an Elemente dieses Formalismus gestellt werden, sondern
nur an die Wellenfunktion ¢ und das Potential V. Das ist der zusétzliche Schritt, der
in dieser Arbeit im Vergleich zum letzten Ergebnis {iber das FAST in unserem Kontext
([57, 58]) genommen wird. Wir werden dafiir folgendermafien vorgehen: Wie schon im
Kapitel iiber die mathematischen Grundlagen der Streutheorie angedeutet worden ist,
werden wir intensiven Gebrauch der verallgemeinerten Eigenfunktionen ¢, machen. Mit
Hilfe der Relation (vgl. Proposition

1
(2m)?

und der Methode der stationdren Phase werden detaillierte Abschédtzungen an die Wel-

i) = / (@ k) Doy (R) I (2.10)

lenfunktion verfiighar sein. Neben den grundlegenden Eigenschaften der generalisierten
Eigenfunktionen, die auf [37] zuriickgehen und in Proposition |I| zusammengefasst sind,
werden insbesondere die Regularitdtseigenschaften beziiglich k entscheidend sein. Die-
se wurden in [57, 58] ausgearbeitet und sind Gegenstand der Proposition . Um die

Situationen auswerten kann.
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Abschatzungen an ¢, zu erhalten, muss man zunéichst Bedingungen an @//J\Om stellen. Diese
kann man mit Hilfe der zu (2.10)) entsprechenden Formel

1
(2)}

Gonl) = —= [ ¢ (@ K@) (211)
auf 1 iibertragen. An wird klar, dass die Differenzierbarkeitseigenschaften von
{/)\out mit denen von den generalisierten Eigenfunktionen verbunden sind. Diese sind aber
geméfl Proposition [2| relativ schlecht, vgl. insbesondere (iii). Das liegt nicht etwa daran,
dass Proposition 2| ein vorldufiges Resultat ist, sondern an der Tatsache, dass in der
Greenschen Funktion der Lippmann-Schwinger-Gleichung ein k, also der Betrag von k,
vorkommt, was schlechte Differenzierbarkeitseigenschaften zur Folge hat. Insbesondere
Voraussetzungen wie Jout € S(R?) sind damit schwer auf 1) iibertragbar. Weiterhin sind
natiirlich auch Voraussetzungen eines kompakten Tragers von @Om schwer auf explizite
Bedingungen an 1 iibertragbar. Die Schwierigkeit beim Beweis des FAST besteht also
darin, Abschitzungen an v mit Hilfe von (2.10) unter sehr schwachen Voraussetzungen
an @/D\Om ableiten zu kénnen (ein wichtiges Resultat ist dabei Lemma . Man beachte
auch, dass es nicht ausreicht, das FAST auf einer dichten Teilmenge einer bestimmten
Klasse von Wellenfunktionen zu zeigen und anschliefend die Giiltigkeit auf diese Klasse
mit einem Dichtheits-Argument auszudehnen. Das liegt daran, dass das Fluss-Integral

]o [ 3% @) dod

0 RY
eine unbeschrénkte Sesquilinearform ist, siehe auch [58], S. 2.

Der alternative Zugang zur Austrittsstatistik iiber das asymptotische Verhalten der
Bohmschen Bahnen weist ganz dhnliche Charakteristika wie der iiber das FAST auf.
Das liegt darin begriindet, dass der Fluss und das Bohmsche Geschwindigkeitsfeld {iber
3¥* = |{y|*v¥* eng verkniipft sind. Die Abschitzungen an 1), die schon fiir das FAST
entwickelt wurden, kénnen auch fiir das asymptotische Verhalten der Bohmschen Bahnen
genutzt werden.

Wir werden das FAST fiir die Ableitung des Streuquerschnitts verwenden. Die Not-
wendigkeit, die Bedingungen an v anstatt an die Asymptoten zu stellen, erfordert auch
iiber das FAST hinaus weitere Ergebnisse: Die rechte Seite von enthélt Yoy = SYin.
Fiir die Ableitung des Streuquerschnitts wird iiblicherweise ¢, unter geeigneten Bedin-
gungen an v, ausgerechnet. Um hier die Bedingungen an die Wellenfunktion 1 stellen
zu konnen, werden entsprechende Abschétzungen zwischen vy, und ¢ benétigt (Lemma

und Bemerkung .



Kapitel 3

Zur Austrittsstatistik

Wir werden nun die im letzten Kapitel vorgestellte Heuristik mathematisch prézisieren.

3.1 Die Austrittsstatistik in Bohmscher Mechanik:

Definitionen

Zunachst werden die relevanten Groflen der Austrittsstatistik basierend auf der Existenz
der Bohmschen Dynamik definiert. Wir ersetzen die recht allgemeinen Voraussetzungen
von Theorem [1| durch speziellere und dem Rahmen der verallgemeinerten Eigenfunktionen
(vgl. Kapitel angepassten Bedingungen:

A1. Die anfingliche Wellenfunktion ¢ ist normiert, |[¢)|| = 1, und es gilt: v» € C*°(H).
A2. Das Potential V ist in (V)2 und C* aufler an hochstens endlich vielen Singularitéten.

GemiB Theorem [1] existiert dann die Bohmsche Dynamik [1)|?-fast sicher global in der
Zeit. Das bedeutet, dass, abhéngig von der anfidnglichen Position & € 2, wobei ) die
Menge der “guten” Punkte ist, das Teilchen die Trajektorie X (z) hat. Auf der Menge
der “guten” Punkte ist ¢(x) ungleich Null und differenzierbar. Das Komplement R? \
von 2 hat Mafl Null (in Bezug auf |¢]?).

Cegeben eine Trajektorie X! (x), = € Q, kénnen wir die Anzahl von Durchkreuzun-
gen in natiirlicher Weise definieren: Fiir die Oberfliche RY. C RS? mit dem Einheits-
Normalenvektor n(x) = %, © € RY, definieren wir NY(RY) auf Q durch

NY(RE)(z) == Ht > 0| XY (z) € RE und X' () -n <Xff’(ac)) > o}

) (3.1)

29
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d.h. durch die Anzahl der Durchkreuzungen von der Trajektorie X f(az) durch RY in
Richtung der Orientierung der Oberfliche in dem Zeitintervall [0, co). (“Kritische Durch-
kreuzungen”, bei denen die Geschwindigkeit senkrecht zur Orientierung von RY verlauft,
haben Mafi Null und kénnen daher vernachlissigt werden, siche [6], S. 28-34.) Wenn
Nf(RE)( ) > 1, kénnen wir ¢35 RY C RS?, als die Zeit definieren, bei der das Teilchen

die Oberfliche R zum ersten Mal in positiver Richtung durchkreuzt, d.h.

exit

1R (2) := min {t > 0| X¥(z) € R und X' () - n (X;P(x)) > o} . (32)

Fiir den Fall, dass das Teilchen die Oberfliche nicht in positiver Richtung durchkreuszt,
setzen wir

ti2 () == oo, wenn NY(RY)(z) = 0. (3.3)

exit

Analog zu 1' ist Nf(RZ) die Anzahl der Durchkreuzungen in der entgegengesetzten
Richtung. Wir definieren NY(RY) und NY(RY) auf ganz R?, in dem wir NY(RY) =
NY(RY) = 0 fiir alle & € R?\ Q setzen. Damit kénnen wir die Anzahl der signierten

Durchkreuzungen ebenfalls auf R? durch

NY (RY) := NY(RY) — NY(RY) (3.4)

sig

definieren. Die Anzahl der totalen Durchkreuzungen ist dann gegeben durch
NY.(RY) := NY(RY) + NY(RY). (3.5)

Diese Groflen sind Zufallsgréfien auf dem Raum R3 der anfinglichen Konfigurationen,
siehe [0], Lemma 4.2. Die Erwartungswerte von N;fg(RE) und N2, (RY) sind—wie schon
in Kapitel 2] vorweggenommen—gegeben durch Integrale iiber den Fluss:

Proposition 3. Se: und A@ erfillt. Dann sind die Erwartungswerte von N;fg(RE)
und N©,(RY) gegeben durch

EY (N5, (RY)) / / Yt () - dordt, (3.6)
0 RXY

EY(NY,(RX)) //W’t - do|dt. (3.7)

0 RX

Der Beweis von Proposition [3| findet sich in [6], S. 34-37. Das Resultat ist auch unter
dem allgemeineren Rahmen von Theorem [I| und fiir allgemeinere Oberflichen giiltig. Fiir

weitere Resultate zu Fluss-Integralen und Erwartungswerte von Durchkreuzungen siehe
[61].



3.1 Die Austrittsstatistik in Bohmscher Mechanik: Definitionen 31

Wir betrachten nun die Streusituation von Abbildung [2.1] bei der wir die Austritts-
statistik angeben wollen. Dafiir definieren wir /V, jf;t(R, ¥)) := 1, wenn das Teilchen mit der
Wellenfunktion 1y = ¢ in dem Zeitintervall [0, 00) die Oberfliiche RS? zum ersten Mal
nach auflen in RY durchquert und Null sonst, d.h.

NY.(R,Y) : R® — {0,1},

1, wenn x < R, tgf < oound X¥ € RY,
N (R D)(a) = t o™ 68)

0 sonst.

Da RS? eine geschlossene Oberfléiche ist, kénnen wir abschitzen:

‘szet(R, ¥) - NV (RE)’ < N' (RS?),

sig

so dass mit der Dreiecksungleichung
EY(Nj (R, %)) — B (NS, (RY)| < B (N¥ (RS?)) (3.9)

folgt. Mit (3.4)), (3.5 und Proposition [3| erhalten wir fiir die rechte Seite von (3.9))

sig

EY (N¥(RS?)) :%Ew (N;ﬁt(RSQ) N (352))

// (17" (@) - do| - 3% (x) - do) dt, (3.10)

0 RS?

und daher

EY(NY (RY)) — E¥(NY, (R, %))

sig

l\DI»—t

7/ )-do| - j¥(z) - do)dt. (3.11)

Wenn die Fluss-Integrale endlich sind, und wenn j%*(z) - do > 0 fiir alle do € RS>
und ¢ > 0, erhalten wir ]E“’Z’(Nslfg(RE)) E¥(NY. (RY)). Im Allgemeinen ist j¥(x) - do
nicht positiv, doch die Aussage (2.6) des FAST (Theorem [2) garantiert, dass der Fluss
asymptotisch nach auflen zeigt, d.h. asymptotisch ist j%(x) - do positiv, und dass die
Fluss-Integrale fiir ausreichend grofles R endlich sind. Damit werden wir die asymptotische

Gleichheit von E¥(NY (RY)) und E¥(N. ;/fet(RE)) im néchsten Kapitel etablieren konnen.

sig
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3.2 Die Austrittsstatistik fiir ein Teilchen: das Flux-

Across-Surfaces Theorem

Gilt das FAST (2.6) erhdlt man mit (3.11]) die entscheidende asymptotische Gleichheit
zwischen E¥ (N (R, %)) und E¥(N¥ (RY)) und damit die mathematisch prizise Aussage

sig
von ([2.8)):

lim EY(NY, (R, 2)):/ zZout(k;)rdSk. (3.12)

R—o0
Cs

Bevor wir das FAST beweisen und (3.12)) als Korollar formulieren, gehen wir auf die
Literatur {iber das FAST ein.

Das FAST wurde von Combes, Newton und Shtokhammer 1975, [11], als wichtiges
mathematisch-physikalisches Problem erkannt und vorgestellt. Im Jahre 1996 wurde das
FAST von Daumer et al. in [I3] fiir den freien Schrodinger-Fall bewiesen. Kurz darauf
bewiesen Amrein, Pearson und Zuleta das FAST fiir kurz- und langreichweitige Poten-
tiale unter der Voraussetzung eines Energie-Cutoffs an die auslaufende Asymptote (also
supp QZout ist kompakt), siehe [4, [5]. Wie schon am Ende von Kapitel [2| angedeutet, hin-
dert einen diese, auf den ersten Blick recht harmlose Voraussetzung, daran, das FAST
als physikalisch relevantere Aussage mit Bedingungen nur an den Streuzustand zu formu-
lieren. Teufel, Diirr und Berndl konnten dann 1999 einen Beweis finden, der zwar ohne
Energie-Cutoffs auskam, aber weiterhin mit Bedingungen an ., formuliert war, sowie
fiir Potentiale, die fiir grofie = etwas schneller als 2~ abfallen, siehe [57, 58]. Panati und
Teta, [47], bewiesen das FAST fiir den Spezialfall einer Punktwechselwirkung und mit
Bedingungen nur an den Streuzustand mit #hnlichen Methoden wie in [58]. Im Jahre
2003 konnte Nagao, [45], eine schwéchere Version des FAST beweisen, eine, in der die
erste Gleichung in fehlt. Dieser Beweis funktioniert fiir kurzreichweitige Potentiale,
die schneller als die Dimension des Raumes (= 3) abfallen und mit Bedingungen nur an
den Streuzustand. Ohne die erste Gleichung in kann man nicht die Verbindung zu
experimentellen Daten von einem typischen Streuexperiment herstellen, da dann nicht
klar ist, ob der Fluss asymptotisch radial nach auflen zeigt, also ob die rechte Seite von
fiir grofle R gegen Null geht. Das ist aber entscheidend fiir die Ableitung der Aus-
trittsstatistik, vgl. Kapitel 2] und 3.1} Im selben Jahr konnten Diirr und Pickl, [25], das
FAST mit Hilfe von generalisierten Eigenfunktionen fiir ein Dirac-Teilchen nur unter Be-
dingungen an den Streuzustand beweisen. In diesem Kapitel werden wir das FAST fiir
den Schrédinger-Fall durch Kombination der Methoden von [25, 58] beweisen, nun nur
unter Bedingungen an den Streuzustand.

Wir sind schon am Ende von Kapitel 2] auf die Rahmenbedingungen eingegangen, unter

denen das FAST bewiesen werden muss. In diesem Sinne formulieren wir nun eine Klasse
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von Asymptoten, GT, fiir die wir das FAST beweisen konnen und welche dhnlich schlechte
Eigenschaften wie die generalisierten Eigenfunktionen hat, so dass diese Eigenschaften auf
Bedingungen an 1) iibertragen werden kénnen. Die Klasse Gt von geeigneten Asymptoten
ist wie folgt definiert (man denke in der folgenden Definition an die Fourier-Transformierte
von Yous = erl@b. Daher die Bezeichnung G7):

Definition 2. Eine Funktion f : R3\ {0} — C ist in G, wenn es eine Konstante
C € R, gibt, so dass
(k)| < C(k)™
05 f (k)| < C(k)™°, |a] =1,
|k Ogf(R)| < CR), Jal =2, k= %

‘am ‘ S

Mit dieser Klasse von Wellenfunktionen konnen wir ein FAST zunachst mit Bedin-

gungen an iout(k:) formulieren und beweisen:

Theorem 2. Sei das Potential V' in (V)4 und so, dass Null weder ein Eigenwert noch
eine Resonanz von H ist. Sei V,u(k) € GT. Dann ist Yi(x) = e Q hou(x) stetig
differenzierbar aufer an den Singularititen von V und fiir jedes ¥ C S? und jedes T € R

qilt
—~ 2
Jim // (@) - dodt = lim //w -da|dt:/‘¢out(k)‘ Sk, (3.13)
Cs

T RY T RXY

Die entscheidende Bedingung in Theorem [2] gegeniiber dem Theorem 2.1 in [58] ist
Your(k) € GT, da fiir diese Klasse eine Menge G von Streuzustinden definiert werden
kann, fiir die die entsprechenden Asymptoten in G* sind.

Definition 3. f ist in G°, weni]
f € Hae(H)NC(H),
(x)*H"f € L*(R*), n € {0,1,2,...,8},
(x)'H"f € L*(R?), n € {0,1,2,3}.
Dann ist G := |J e GO,

teR

8
! Angelehnt an die Bedeutung von C°°(H) bezeichnet C®(H) die Menge (| D(H™).

n=1
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Also ist G eine Teilmenge von H, . (H) und invariant unter endlichen Zeittranslationen,
d.h. wenn f € G, dann ist auch e *'f € G, Vt € R. Weiterhin ist G dicht in H, . (H),
was z.B. aus den Resultaten verwendet in [5], S. 5368, folgt: Sei Dy := {g(H){x) *|g €
C5°(]0,00[), 10 € L*(R?)}. Da unsere Potentiale keine positiven Eigenwerte haben (vgl.
Kapitel , gilt: Dy C Hae (H). Es ist leicht nachzupriifen, dass D, dicht in H, . (H)
ist. Zusitzlich ist D, C D(H) N D({x)*). Ebenso gilt HD, C Dy, was zur Folge hat, dass
Dy C G ist. Dann ist aber G dicht in H, .. (H). Die Bedingung ¢» € G kann auch expliziter
formuliert werden, vgl. Bemerkung [7]

Mit Definition [3| konnen wir nun das entscheidende “Mapping”-Lemma formulieren:

Lemma 1. Sei das Potential V' in (V) und so, dass Null weder ein Eigenwert noch

eine Resonanz von H ist. Dann gilt
Y(x) € G = F (Q') (k) = zZout(k:) egt.

Die Beweis geht auf [25] zuriick, und ist im Anhang. Das Lemma gilt auch, wenn man
erl durch Q=1 und 9oy durch ¥y, ersetzt

Bemerkung 6. Es gibt weitere Abbildungseigenschaften der Wellenoperatoren, die aber
in unserem Fall nicht anwendbar sind, siehe z.B. [65].

Theorem [2 und Lemma [1] ergeben nun das folgende Korollar, das FAST unter Bedin-

gungen an den Streuzustand:

Korollar 2. Sei das Potential V' in (V)4 und so, dass Null weder ein Eigenwert noch
eine Resonanz von H ist. Sei ) € G. Dann gilt fiir jedes X C S? und jedes T € R

}%Egof/jwt(m).do-dt:éij%o7/}j¢t(:c).do-|dt:/

T RY T RXY Cxy,

~ 2
wout(k)‘ BE.

Bemerkung 7. Anstatt ¢ € G kann man die Bedingungen an 1) und V' expliziter angeben.
Im Folgenden geben wir zwei Beispiele fiir ¢ und V, so dass ¥ € G°. Die Menge der
Wellenfunktionen G, fiir die das FAST gilt ist dann—gemif Definition [3}—gegeben durch
die Menge

G = U e_thQO.

teR

2Mit Hilfe von (2.10) kann man sicher auch Abbildungseigenschaften von {4 angeben. Es gilt aber
nicht ¥ € G & Pous € GT.
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Sei H™*® der gewichtete Sobolev-Raum
H™ = {f € LA(RY)| (1+2%)(1 - A3 f € A(RY)}
Dann kann man z.B. folgende Bedingungen angeben, fiir die ) € G ist:

(i) Ve (V)y, Ve CHR3\E), wobei £ die Menge der Singularititen von V bezeichnet,
sowie ¢ € Hao (H)NCHO(R?\ E).

(i) Ve (V)y, Ve HH 2N H* und ¢ € H,. (H) N H®2 N HSA,
Beide Mengen fiir ¢ sind offensichtlich dicht inH, . (H).

Bevor wir Theorem [2] beweisen, geben wir nun die entscheidende Aussage iiber die
Austrittsstatistik. Korollar [2/ zusammen mit (3.11)) ergibt das

Korollar 3. Sei das Potential V' in (V)4 und so, dass Null weder ein Eigenwert noch
eine Resonanz von H ist. Sei ) € G. Zusdtzlich sei A und erfillt. Dann gilt fiir jedes

¥ C 52
lim B (N,(R, %)) = /

R—o0
Cs

Voulk) ‘2 &’k (3.14)

Beweis von Theorem [2. Wir werden das FAST ([3.13) fiir ein 7' > 0 beweisen. Zunichst
zeigen wir, dass das ausreichend ist. Sei also das FAST bewiesen fiir ein 7' > 0. Die
entsprechende Aussage fiir ein 7' < 0 ist

lim / / i"(@) - dodt = lim / / 7% (z) - dodt, (3.15)
T RY T RY

mit {/;t = 9, 7_p- Bezeichnet man mit .y die Asymptote von {ﬂv, reicht es aus zu zeigen,
dass

[Rout (B)[2 = [Pous ()2 (3.16)
und
7Zout S g+ - X\out S g+- (317)

Mit der “intertwining property” 1) ist Yout = e—ikQ@—T)ngt(k). Damit folgt unmittel-
bar (3.16) und durch Uberpriifen der Eigenschaften von G* auch (3.17)). Natiirlich kann
man dieses Argument auch fiir die Integration iiber |j%(z) - do| anwenden.
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Sei also T' > 0 gegeben. Mit Proposition [1], (ii)-(iv), und (L.20)) erhalten wir
wl@) = (20 [ G g o k)

= (20 [ huet e+ 2n)E [ e G Rne k),
=:a(x,t) + B(x, 1), (3.18)

wobei man das 1.i. m. aus Proposition |1| weglassen kann, da zzout(k:) € Gt Cc L'(R?), und
die generalisierten Eigenfunktionen beschrénkt sind (Proposition [} (ii)). Der Fluss der
Wellenfunktion (3.18)) ist

7Y (x) = Im(a*Va + o*V3 + 8*Va + V), (3.19)

wobei a offensichtlich stetig differenzierbar ist. Fiir die entsprechende Eigenschaften von
3 siehe [58], (20) und (28)-(30). In [I3] und [58] wird die Funktion a(x, t) durch die Formel

alz,t) = (2mit) "3 / T (y)dy (3.20)

mit Bedingungen an t,,(x) abgeschitzt. Gemafi Lemma [I| konnen wir zZOut(k:), aber
nicht Yo () kontrollieren. Daher schiitzen wir o, t) direkt mit Hilfe von tou (k) ab.
Dafiir werden wir die Methode der stationdren Phase verwenden. Zunéchst werten wir
jg’t = Im(a*Va) mit Hilfe von Lemma |2 aus und zeigen, dass die Integration iiber jg’t
bereits das richtige Resultat, d.h. die rechte Seite von , liefert. Lemma ist fiir eine
ahnliche Klasse wie G formuliert, die aber etwas grofier ist.

Definition 4. FEine Funktion f : R3\ {0} — C ist in KT, wenn es eine Konstante
C € R, gibt, so dass
[f(R)] < C(k)~,

k() < C, lal =1, |kdpf(k)] < Ck)™, |l =2,

) L@
S <ow |7

o) <o
Mit Hilfe dieser Klasse formulieren wir folgendes

Lemma 2. Sei x(k) in K*. Dann existiert eine Konstante L € R, so dass fir alle
rcR3undteR, t#0,

3
k2 . 2 2 22
'/e_zkztﬂk'wx(k)dgk— <_7T) ez x (k)| < =. (3.21)

it

Dabei bezeichnet ks = 7 den stationdren Punkt.
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Der Beweis findet sich im Anhang.

Wendet man diese Lemma auf a(x,t) in (3.18]) an, erhalten wir mit einer geeigneten

Konstante s
1V2 22~ x L
a(z,t) — (ﬁ> €' 2 Pout (t> <3 (3.22)
und analog
3
1\2 ;22 /x\ ~ (@ L
—i| = Yor | — — —. 2
Vel Z(it) < (t)w“t(t) e (3.23)
Das bedeutet fiir den Fluss j;* = Im(a*Va)
1\* s\ |~ T\ |2 L
Ut
S (e ) [ous (= =, 3.24
Jo'(®) (t) (t) v t(t) pp (3.24)

Wir beginnen mit dem ersten Term jg’ in |D fiir Zeiten ¢ > R¢ (wir wéhlen R grof3
genug, so dass R6 > T):

/ / FU(Rn) - nR2dQdL. (3.25)
RS

Setzt man den asymptotischen Ausdruck ‘D fiir den Fluss Jf)b ein, erhélt man anstatt
1
RG

(3-25)
[ [~ (Rn\|’R®
[ oo (52| o= [ ]
R% ) 0 X

wobei wir k := RT” substituiert haben. Gleichung 1’ fithrt im Limes R — oo bereits

auf das richtige Resultat, d.h. auf

~ 2
Do (k)| K2d2k, (3.26)

R—o0

1
R6
lim / / Do () [2R2dDE: — / (Do () 2R (3.27)
0 = Cs

Mit (3.24)-(3.26)) ist es klar, dass auch der Betrag von j¢ auf das richtige Resultat fiihrt.
Um Theorem [2] zu beweisen, muss man also zeigen, dass der Fehler durch die Verwendung
des asymptotischen Ausdrucks von jg fiir grole R klein wird, dass das Integral |D fiir

Zeiten kleiner R§ (und grofle R) vernachléssigbar ist und dass die drei anderen Terme in

(3.19) fiir grofle R vernachldssigbar sind.
Mit ([3.24)) ist der Fehler zwischen ([3.25)) und (3.26)) gegeben durch

r L .
L//R%Zdadt— SWTRH. (3.28)
RE
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Der Fehler zwischen (3.25)) und (3.26]) geht also fiir grole R gegen Null.

Wir berechnen nun

/ FU (mR) - nR2dQdt, (3.29)

by

’ﬂ\am

also das Fluss-Integral fiir Zeiten kleiner als R&. Substituieren wir ¢ — Rt, erhalt man
R
/ / FUR(Rn) - nR3dQdL| < / / |a(Rn, tR)||V go(, tR)|pepn R*dQdt.  (3.30)

T

vl

Wir schitzen o und Va separat ab. Wir starten mit
a(Rn,tR) = (2r) 2 / et Rk i) (k)P (3.31)

Der Exponent von der e-Funktion hat einen stationdren Punkt bei kg, = % Dat €
[%,R‘é], gilt kgar € [R%, Z[. GroBe Impulse sollten aber vernachléissighar sein. Daher
teilen wir die Integration iiber k in die beiden Gebiete k£ < Rs und k > Rs auf. Dafiir
fithren wir folgende Funktionen ein:

(1 fiir k < LRs,
fulk) = { cos? (k= LR) 3) fir SRS <k < LRE +1, (3.32)
| 0 sonst,
(0 fiir k < 1Rs,
folk) = S sin? (k= LRE) 3) fir JRE <k < JRE + 1, (3.33)
| 1 sonst.
Es ist fi(k) + fo(k) = 1. Also erhalten wir fiir (3.31])
a(Rn,th) =(2m) [ IR () (k)
+ (2m) "2 /e‘“ Bk hout (K) fo(R)dPk =: Ty + L. (3.34)

Wir wéhlen nun R so grof}, dass %Ré > 1. Das bedeutet, dass das erste Integral in (|3.34))
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keinen stationdren Punkt mehr hat. Mit zwei partiellen Integrationen nach k erhalten wir

k2 e~
I = (21) 3 / (it RRED T)  (R)dPk

s 2 ppmny\  —i(Rtk — Rn) ~

_ _(2m) / ot Rk ) (vk . (12556 ;{f?) Do () fl(k)>) &k

=: (27) 2 / ¢ty Rk ) (Vi - g(k)) d*k

= (271)"¢ / oty Rk (vk- (ngj’i ;ﬁg) (Vk-g(k))>>d3k. (3.35)

Der Ausdruck in den Klammern ist

Vi - (W%ﬁ'ﬁ}f@ (vk.g(k») =Y o, (—Tg:;ki - ﬁgﬁ (c%gi(k:))) (3.36)

i,7=1

Durch Ausrechnen sieht man, dass die rechte Seite von (3.36) gegeben ist durch (wir
betrachten nur ein Summand)

—i(Rtk; — Rn;) R [tous (K) |11 ()]
(T <akigi<k>>)' <o, B,
RO, (ot (k) f1(K))]

|Rtk — Rn|3
Rt‘ak] ("Zout(k)fl(k)”

|Rtk — Rn/|?
‘6&8]6] ({p\out(k)fl(k))‘
|Rtk — Rn|2

+Cy

3

+Cy

(3.37)

mit Konstanten C, >0, k=1,2,3,4. Da0 <k < %R% +1und 0 <t < R_é, erhélt man

ol

1
Rtk — Rn| > SR — R > 2R, (3.38)

1
3

falls R groB8 genug. Mit (3.38]) und der Definition von f;(k) ergibt sich damit (mit einer
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geeigneten Konstanten M > 0)

o (St 0, 410)

M2
_RQ%MM

D9 <|{D\out(k)| + |8ki77//;out(k)| + |akj,&}\out<k)|>
i (100, T (0] + 10k P ()| + 1010k B )
mo%m|mmﬁm0 (3.30)

Da |6,‘;‘7:D\out(k)| < C{k)™, |a| < 1, fithrt (3.35) und (3.39) mit einer geeigneten Konstante
M' >0 zu

M'(t + 1)2 Mt+1
.
MC(t+1)?

TR

L] < /@@mm>wﬁm
/ () =105, 00, f1(K) |2k, (3.40)

Um die zweiten Ableitungen zu integrieren, verwenden wir, dass \n@,‘j@om(kﬂ < C(k)™
|| = 2 und k|0, Ok, f1(k)| < C(k). Mit einer geeigneten Konstante C” erhélt man also

C'(t +1)*
|11 §—< 2 S (3.41)
Wir schitzen nun I ab. Da zzout(k:) € gt gilt
L] < (2)3C / ()P < C"R2, (3.42)
k>1RE
wobei C” > 0 eine geeignete Konstante ist. Also ergibt sich

|o(Rn,tR)| = |I, + | < (C"+ C") (1 +t)’R™2 =: C'(1 + t)*R™% (3.43)

In dhnlicher Weise kann Va abgeschétzt werden. Man erhélt
\Vea(, tR)| yp, < C'(1+ )R (3.44)

Fiir diese Abschétzung teilen wir wieder das zu (3.31)) analoge Integral in kleine und grofie
Impulse. Der Teil mit den kleinen Impulsen kann man mit einer partiellen Integration und
den Ungleichungen \8,31;0“( k) < C{k)™°, |Ja] <1, und \naawom( )< Ck)™>, ol =
2, abschitzen. Fiir den Teil mit den groﬁen Impulsen (welcher &hnlich zu ist)
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verwenden wir, dass |2,/D\out(k)| < C(k)1. Setzt man (3.43) und (3.44) in (3.30) ein, erhlt
man

[

1
6

R~
/ / (RN, tR)||Vga(x, tR)|pepn R3dQdt < 47C™ | (1 + t)*dt. (3.45)
%

o7

oS

Damit geht (3.45)) fiir R — oo gegen Null.

Es bleibt zu zeigen, dass die drei letzten Terme in (3.19)) fiir groe R vernachldssigbar
sind. In [58] (Gleichungen (15) und (16)) sind folgende Ungleichungen fiir die Funktion
B(x,t) gezeigt worden (fiir gentigend grofies Ry > 0):

1
B <e——— VYR>0, 3.46
swp |5 0] < cqry (348)

S Vi(x,t)| < c———,

fiir ¢ > T. Die Konstante ¢ hingt von T, YZOM(IC) und %@Om(k) ab und ist endlich, wenn
@Om(k) € Gt ist (vgl. (20)-(28) in [58]). Es wurde ebenso gezeigt, dass der letzte Term
in fiir grofie R vernachléssigbar ist (vgl. S. 10 in [58]). Wir starten also mit dem
zweiten Term in , d.h. mit

/ / Im(a*V 3) R2ndQdt| < / / ] V3] R2ddt < / / ol o gy . (349

Wir teilen wieder die Zeitintegration in zwei Teile und erhalten

VR > Ry, (3.47)

ot

R6

/ / ol o PP = / / ol o
/ / ol g PP (3.49)

Mit (3.43)) gilt fiir den ersten Teil, dass

1
-6

2 3
|a (Rn,t)]| R)R dQdt = / /\a (Rn,tR)| R2(1 )R dQdt

=y
[exle

—
U~

0
_1
R 6

/
(1
< //OC ) gt (3.50)
0o X
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Also geht dieser Term gegen Null fiir R — oc.
Es bleibt der zweite Term in (3.49). Wenden wir den asymptotischen Ausdruck (3.22)

fiir o an, erhalten wir

1 3 Rn cR?
(Rn,t)| det < - You ————dQdt
//'O‘ g //(t) ( )‘R(HR)
(L
————d)dt
* / / 2R t+R
RE *
RS
L dme / " ] dk + 4mcLR™%. (3.51)
T = ou = ™ .
\/_ t
0
Dabei haben wir k := =2 substituiert. Da @Dout € G7, ist das Integral des letzten Terms

in (3.51]) endlich und geht ebenfalls gegen Null fiir R — oo. Der dritte Term in ({3.19))
kann analog zu (3.48)-(3.51)) behandelt werden. B

3.3 Zur Austrittsstatistik fiir /V Teilchen: das asymp-

totische Verhalten der Bohmschen Bahnen

Vom Standpunkt der asymptotischen Vollstdndigkeit ist die Streutheorie von N Teil-
chen mittlerweile gut ausgearbeitet. Die in diesem Zusammenhang zitierte Arbeiten sind
[B1, 54], zusammenfassende Artikel sind z.B. [35, B6]. Eine rigorose Ableitung der Aus-
trittsstatistik dhnlich zu dem Ergebnis von Korollar |3|ist uns bisher nicht bekannt.

Wiéhrend im 1-Teilchenfall der Zusammenhang zwischen dem integrierten Fluss und
dem Erwartungswert der signierten Durchkreuzungen zusammen mit dem FAST die
Moglichkeit bietet, die Durchkreuzungswahrscheinlichkeit durch eine weit entfernte Ober-
fliche rigoros abzuleiten, zeigt sich, dass im Mehrteilchenfall dieses Vorgehen nicht ange-
wendet werden kann: Es wurde in [27] deutlich gemacht, warum weder der Fluss noch
die Verallgemeinerung auf einen Mehrzeitenflus{’| relevant sind, um die Austrittsstatistik
als Limes wie in Korollar |3|abzuleiten. Auch das in [11] vorgestellte Ergebnis zur Austritts-
statistik von NN Teilchen verwendet nur den Fluss und kann damit Korrelationen

3Versucht man die Austrittsstatistik mit Hilfe des Flusses fiir mehrere Teilchen mit verschriinkter
Wellenfunktion abzuleiten, muss man ein Mehrzeitenformalismus einfiihren, also eine Wellenfunktion mit
einem Zeitparameter fiir jedes Teilchen. Der davon gebildete Fluss ist der angesprochene Mehrzeitenfluss.
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zwischen den verschiedenen Teilchen auf Grund von einer verschrinkten Wellenfunktion
nicht beriicksichtigen. Es ist daher eine alternative Methode notwendig, welche im Folgen-
den entwickelt wird. Die Idee ist einfach und vom Standpunkt der Bohmschen Mechanik
die direkteste: Man erwartet, dass die Teilchen, die durch einen Streuzustand gefiihrt wer-
den, eine asymptotische Geschwindigkeit besitzen, also dass sie asymptotisch (fiir grofie
Zeiten) approximativ geradlinig und radial nach auflen laufen. Wenn man die Differenz
zwischen tatséchlicher und asymptotischer Geschwindigkeit gut kontrollieren kann, sollte
die Austrittsstatistik fiir weit entfernte Oberflichen allein durch die asymptotische Ge-
schwindigkeit bestimmbar sein. Die Frage nach der Austrittsstatistik wird damit zur Frage
nach der Verteilung der asymptotischen Geschwindigkeit. Um ein analoges Ergebnis zu
Korollar (3| zu erreichen, muss man also zeigen, dass die asymptotische Geschwindigkeit
existiert, eine ausreichend gute Approximation der tatsédchlichen Geschwindigkeit ist und
geméf |$0ut]2 verteilt ist. Bis auf die Kontrolle des Fehlers kann man diese Eigenschaften

schon an der asymptotischen Form der Wellenfunktion sehen, die im Konfigurationsraum

fiir N Teilchen, &hnlich wie im Spezialfall (2.7) fiir ein Teilchen, durch
]_ -m2 -~
¢t<$) 3N elﬁwout <£> , € RgN, (352)
(it)=2 t

gegeben ist. Bildet man davon das Bohmsche Geschwindigkeitsfeld, erhélt man eine asym-

Q

ptotische Geschwindigkeit, die erwartungsgeméaf verteilt ist.

An ldsst sich eine weitere wichtige Eigenschaft des N-Teilchensystems fiir grofle
Zeiten ablesen: Analog zum 1-Teilchenfall ist es in diesem Kapitel das Ziel, die unge-
messene Austrittsstatistik abzuleiten. Fiir eine Ubereinstimmung der ungemessenen und
gemessenen Statistik im 1-Teilchenfall ist es nur wichtig, dass die Detektion die Bahn des
Teilchens nicht zu sehr beeinflusst. In dem vorliegenden Fall einer Detektion im Streure-
gime (grofle Abstéande, grofie Zeiten) ist das eine sehr milde Voraussetzung, da es sich ja
nur um Detektionen auf einer makroskopischen Skala handelt. Im N-Teilchenfall hingegen
muss dariiber hinaus gewéhrleistet sein, dass die Detektion eines Teilchens keinen Einfluss
auf die Bahnen der anderen Teilchen hat. Fiir eine verschriankte Wellenfunktion ist das
im Allgemeinen nicht der Fall. Asymptotisch aber, also fiir grole Zeiten bzw. Orte, ist i/,
durch gegeben, eine Wellenfunktion, die lokal die Struktur einer ebenen Welle hat.
Liegt eine solche lokal ebene Welle vor, kann man sich mit Hilfe von (1.1)) iiberzeugen,
dass z.B. im 2-Teilchenfall der Kollapd der Wellenfunktion durch die Detektion eines
Teilchens nicht das Geschwindigkeitsfeld des anderen Teilchens beeinflusst. Somit stimmt

4In der Sprache der iiblichen Quantenmechanik erzeugt eine Messung bzw. Detektion einen Kol-
laps der Wellenfunktion, d.h. einen nicht durch die Schrodinger-Gleichung beschriebenen Prozess. In der
Bohmschen Mechanik gibt es natiirlich keinen Kollaps der Wellenfunktion, da die Dynamik vollstéindig
durch die Schrédinger-Gleichung und gegeben ist. Man kann vielmehr zeigen, dass der Kollaps der
Wellenfunktion eine effektive Beschreibung des Systems darstellt, die eine Folge der zugrunde liegenden
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in dieser speziellen Situation die ungemessene mit der gemessenen Statistik iiberein, vgl.
dazu auch [24] 27].

Wir werden nun das asymptotische Verhalten der Bohmschen Bahnen fiir den Spezi-
alfall keiner Wechselwirkung zwischen den Teilchen, sondern nur einer Wechselwirkung
jedes einzelnen Teilchens mit einem externen Potential, studieren. Man konnte zunéchst
meinen, dass die Austrittsstatistik von N-Teilchen, die nicht miteinander wechselwirken,
direkt von der 1-Teilchenstatistik ableitbar ist. Das ist aber nur dann der Fall, wenn die
Wellenfunktion eine Produktwellenfunktion ist. Das schliefit verschréinkte Wellenfunktio-
nen, wie sie in EPR-artigen Experimenten vorkommen, aus (siche dazu auch [24] 27]).

Zunéchst wollen wir kurz auf den allgemeinen mathematischen Rahmen in diesem spe-
ziellen Fall der Mehrteilchenstreuung eingehen. Wir betrachten also ein System im Konfi-

gurationsraum R3*" mit dem Hamilton-Operator (wir setzen dhnlich wie im 1-Teilchenfall
my =h= 1, l= 1,...,N)

N

Hi=3 Hy=Y (~A+Vi(z), (3.53)

=1
wobei Vj(z;) € (V), sein soll (siehe Definition [I). Das Potential

N
Viz) =) Vi(z)
=1
ist Hy-beschrankt und damit gelten alle in Kapitel gemachten Aussagen iiber Doméne
von H und die durch H induzierte Zeitentwicklung fiir die Wellenfunktion vy(x) €
L2(R3Y). Die Bohmsche Dynamik ist fiir geeignete Wellenfunktionen ebenso wohldefiniert,
wenn man voraussetzt, dass die einzelnen Potentiale V} bis auf endlich viele Singularitaten
glatt sind (vgl. Theorem [1)). Die Frage nach der asymptotischen Vollsténdigkeit, also die
Frage nach der Existenz der Wellenoperatoren und deren Bilder, reduziert sich auf das
1-Teilchen Problem, da die H; miteinander kommutieren, und die relevanten Aussagen
iiber ¢ durch Zerlegung in eine Basis von L?(R%) ® ... ® L*(R?) mit Koeffizienten in [*
aus den entsprechenden Aussagen der 1-Teilchen Streutheorie abgeleitet werden kénnen.

Wir formulieren nun das asymptotische Verhalten der Bohmschen Bahnen. Das folgen-
de Ergebnis ist eine unmittelbare Erweiterung des Resultats fiir ein Teilchen aus [52], und
der Beweis verwendet sehr dhnliche Methoden wie der des FAST, insbesondere basiert
er direkt auf den Abschétzungen , und dem Lemma [2, Wir fithren deshalb
eine ganz dhnliche Menge wie G ein, fiir die man das Resultat iiber das asymptotische
Verhalten der Bohmschen Bahnen zeigen kann.

Bohmschen Dynamik ist. Man sollte daher genauer von einem “effektiven Kollaps” sprechen. Siehe dazu
auch [I8] [30].
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Definition 5. FEine Funktion f : R33N — C ist in C, wenn

()N H" f(x) € L*(R*N), n € {0,1,2,...,3N},
()W H"f(x) € L*(R¥*N), n€{0,1,2,....3N}.

Damit erhélt man folgende

Proposition 4. Sei V€ (V)4, 1l =1,...,N, und es gelte A@ﬂir jedes V. Zusdtzlich sei
Null weder ein Eigenwert noch eine Resonanz von H. Sei € C mit ||| = 1. Dann gilt:

(i) Die Bohmschen Bahnen X}f(w) existieren global in der Zeit fiir PY-fast alle anfing-
lichen Konfigurationen = € R3V.

(ii) v¥ (x) = tlim @ existiert fiir P¥-fast alle x € R3N und fiir P¥-fast alle Bohm-

sche Trajektorien ist die asymptotische Geschwindigkeit

lim v¥* <Xf(m)> = lim X:f}(az)

t—o00 t—o00

durch v¥, gegeben, d.h. fiir alle € > 0 existieren T,C € R, so dass

PY ({az c R | ‘th (Xf(a:)) - 'vZfo(a:)‘ <Ctzvt> T}) >1—€. (3.54)

(iii) v¥ st zufillig verteilt mit der Dichte ]@out(-)ﬁ d.h. fir jede messbare Teilmenge
A C R gilt

P (v € A) = / |hous(K)|? d*NE. (3.55)
A

Die Aussage der Proposition ist fir N = 1 identisch mit der von Theorem 1 in [52].
Der Beweis fiir allgemeines N € N ist in [24] und verwendet ganz dhnliche Methoden wie
der in [52]. Im Anhang skizzieren wir den Beweis.

Die Bohmschen Bahnen besitzen also die asymptotische Geschwindigkeit
vl (@) = (V] o (@), s Vi oo (@)

N 2
wout(k)‘ . Die Differenz zwischen der Geschwindigkeit

mit einer Verteilung gegeben durch

X f und der asymptotischen Geschwindigkeit ist von der Ordnung O \/ig . Um nun eine
Aussage iiber die Austrittsstatistik wie in Korollar |3 formulieren zu kénnen, definieren
wir fiir jedes Teilchen eine ZufallsgroBe wie im 1-Teilchenfall (siche Kapitel , d.h. fir
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jedes Teilchen [ die Zufallsgrofie Nﬁdet(R, Y);), die eins ist, wenn das Teilchen [ den Rand
RS? zum ersten Mal nach aufien in RY; durchkreuzt und Null sonstﬂ

qu,bdet(R7 ) RN — {0,1},

v RSE ¥
1, wenn 7; < Rt :=t, & < oo und (X1); (x) € RY,

Nipor (R, 50 (a0) = (3.56)

0 sonst,

wobei t7 analog zu 1) mit der Trajektorie (X;)¥ () definiert ist. Wir sind an dem

l,exit
Ereignis interessiert, bei dem die Trajektorie X¥ = ((X 1)V, ..., (X n)?) so verliuft, dass
N;f’det(R, ¥)) =1 fur allel =1,..., N. Wir definieren also

NY (R, %y, ... 8N) RN — (0,1},

N (R, 21, ., Sn) (@) == [ [ Vet (R Z0) (). (3.57)

=1

Das Ergebnis ist nun das folgende
Theorem 3. Seien die Aussagen (i), (ii) und (iti) von Proposition |4 giiltig. Dann gilt

—~ 2
lim E¥ <NZfet(R,21,...,ZN)> - / / wout(k)‘ By - Py (3.58)
Cs,  Osy

Beweis von Theorem [3 Mit Proposition , (iii), folgt das Theorem aus

Um die Notation zu vereinfachen definieren wir

(RS, ... RZN)> —p (vﬁm € Cy,y, o0l € CEN> . (3.59)

Poo 1= PY (’ulﬁoo e Cy,, ...,’U%’OO € C'ZN> )

Man muss nun ((3.59)) zeigen, also dass jede einzelne Trajektorie (X Z)f genau dann R

im Sinne der Definition (3.56)) durchkreuzt, wenn die asymptotische Geschwindigkeit v}foo

in Cy, liegt. Dazu ist es notwendig, dass die Trajektorie X ff’ nicht zu stark von der
“idealen” Trajektorie tv¥. abweicht. Durch Integration von (3.54]) kann man den Abstand

®Analog zum 1-Teilchenfall bezeichnet RS? den Rand der Kugel {z; € R3|z; < R}.
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der Trajektorie zu tv¥ fiir t > T abschitzen. Fiir kleine Zeiten aber liefert uns die fast
sichere globale Existenz der Bohmschen Dynamik, dass fiir jedes € > 0 und jedes T' < oo
ein C' < oo existiert mit

¥ ({mER3N | ‘X}f(m)‘ <, vogth}> 1. (3.60)

Die Integration von ({3.54)) iiber die Zeit zusammen mit (3.60|) ergibt also, dass fiir jedes
e > 0 ein C < oo existiert mit

IP”"({:I:ERW\)Xw s t‘<C’\/_+C V> 0}) > 1—c. (3.61)

Die Beweisidee ist nun recht einfach: Liegt v¥ in Cx, x ... x Cs;, durchkreuzt die “ideale”
Trajektorie t'v;foo fiir das Teilchen [ die Oberfliche R, | = 1, ...,

Zeitpunkt der Durchkreuzung wéchst also linear mit R. Ebenso verhilt es sich mit dem
Abstand des Durchkreuzungspunkts vom Rand der Oberfliche RY;. Da der Abstand der
Trajektorie zur “idealen” Trajektorie nur sublinear mit dem Zeitpunkt der Durchkreuzung
wachst, wichst er auch sublinear mit dem Abstand R der Oberfliche RY;. Ist R grof3
genug, ist der Abstand des Durchkreuzungspunkts der “idealen” Trajektorie vom Rand
der Oberfliche RY; groBer als der Abstand der Trajektorie (X;)! von t’ufoo. Da die
Trajektorie stetig ist, liegt also der erste Austritt von (X l)ff’ in RY;, wenn R grof} genug

1,00

ist und 'v}%oo in Cy, liegt.

Um das eben Gesagte mathematisch zu prézisieren, fithren wir zwei Mengen Mo und
M(. ein, die wie folgt definiert sind:

Mc ::{wGR?’N|O<vl¢OO (x) < oo und v}z’ (x) € Cx,, Vlzl,...,N,}
ﬂ{weR3N|‘Xw . t‘<C’\/_+CVt>O}

M’C::{wER3N|E|lE{1 ...N}:O<Ul (az)<oound'vl (w)géC_gl}
m{meR3N|‘X¢ . t‘<C\/_+C’ Vt>0} (3.62)

wobei Cy, den Abschluss des offenen Kegels Cy, bezeichnet. Nun werden wir zeigen,
dass M¢ bzw. M/, genau diejenigen Mengen sind, fir die det(R Y1, 2N) = 1 bzw.
Nfet(R, Y1, .., 2n) = 0 gilt. Zusétzlich zeigen wir, dass die Mengen genau die richtigen
Mafle haben, d.h. wir zeigen, dass gilt:

(i) Fiir jedes e > 0 existiert ein C' < oo, so dass
]Pﬂﬂ (MC) 2 Poo —

(i) Fir jedes € > 0 existiert ein C' < 0o, so dass

PY(Mg) > (1 - pec) — €
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(iii) Fiir jedes & € M¢ und jedes C' < oo existiert ein R/, so dass

NY (R, %y, ...5n)(x) =1, VR> R

(iv) Fiir jedes & € M/, und jedes C' < oo existiert ein R, so dass

NY (R, %y, ....,Yx)(x) =0, YR > R".

Aus (i) und (iii) folgt also

Jim E¥(NY (R, %, ..., 5n)) = lim PY(NL. (R, %1, ...,n) = 1) > PY(Mg) > poo — e,

(3.63)

wéhrend aus (ii) und (iv)

lim E¥(NY (R, %, ..., 8y)) =1 — Jim ]PW(N;/;(R, Y1, Sy) =0) < 1 —PY(M)

R—o0

< oot € (3.64)

folgt. Mit (3.63) und (3.64)) folgt aber (3.59)) und damit das Theorem, wenn man (i)-(iv)

zeigen kann.

Mit Hilfe von Proposition[4] (i), (iii) und ist es leicht nachzupriifen, dass fiir C'
grofl genug (i) und (ii) von obiger Auflistung erfiillt sind. Es bleibt also (iii) und (iv). Wir
werden nur (iii) zeigen, der Beweis von (iv) ist fast identisch. Sei also @ € Mc und C' < oo
gegeben. Wir miissen zeigen, dass ein R’ existiert, so dass fiir jedes [ € {1,..., N} gilt:
N, det(R Y)(x) =1 fiir alle R > R'. Da v/’ oo € Os, und Cf;, offen ist, existiert ein Kegel
Cjs um die Achse 'Uzoo mit Kegelspitze im Ursprung und Offnungswinkel 0 < 6 < 7,
so dass (5 C Cy,. Wegen (| . befindet sich die TraJektorle (X)) (x), £ € Mg, in
einem Ball mit Radius C\/_ t 4+ C' um den Punkt t'vl oo+ Dieser Ball passt vollsténdig in
den Kegel C)5, wenn vl (x )t sind > Cvt + C. Das ist der Fall fiir alle t > t,, mit
0 < ts < oo abhingig von 'vl , C und 4. Ist nun R = vl (x)ts + Cv/ts + C, durch-
kreuzt die in der Zeit stetige Trajektorle (X l)f(m), x € M, ebenso wie die “ideale”
Trajektorie tv}{’oo die Oberfliche RY; fiir alle R > R’. Die Durchkreuzung findet zu einer
endlichen Zeit statt, ist positiv, d.h. die Trajektorie (X )¢ (z), & € Mg, durchkreuzt die
Oberfliiche RY; nach auBen und ist die erste Durchkreuzung von RS? durch (X;)¥. Also
ist N;fdet(R, Y)(x) =1, VR > R'. Wendet man dieses Argument auf jedes Teilchen an,
erhdlt man N verschiedene R’. Definiert man das Maximum davon wieder als R’ gilt:
NY (R,%,...,REN)(z) =1, VR > R und damit (iii).H
Mit Theorem |3l haben wir die Austrittsstatistik fiir mehrere Teilchen abgeleitet, aber
nur fiir den Spezialfall, dass die einzelnen Teilchen lediglich mit einem externen Poten-
tial und nicht untereinander wechselwirken. Will man die eben genannten Methoden auf
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den wechselwirkenden Fall iibertragen, wire eine Eigenfunktionsentwicklung auch fiir sol-
che Wechselwirkungspotentiale notwendig. Die zugrunde liegende Proposition {4 verwen-
det nédmlich die Ergebnisse , und Lemma , welche auf den generalisierten
Eigenfunktionen aufbauen. Es existieren zwar Eigenfunktionsentwicklungen in hoéheren
Dimensionen, siehe z.B. [I} 53], [60], aber nur fiir Potentiale die im Unendlichen abfallen.
Die Potentiale hingegen, die im wechselwirkenden Mehrteilchenfall auftreten, fallen in
bestimmten Richtungen im Unendlichen nicht ab. Fiir zwei Teilchen z.B. ist ein solches
Potential V(x) = V(x; — @3). Dann kann 2 = /x? + @3 groB sein, aber die einzelnen
Komponenten x1, s miissen trotzdem nicht stark voneinander abweichen. Auf den “Dia-
gonalen” also féllt das Potential nicht ab. Zumindest fiir abstolende Potentiale sollte man
aber zeigen kénnen, dass diese “Diagonalen”, also diejenigen & € L*(R3Y), fiir die ; ~ x;,
asymptotisch, d.h. fiir grofe Abstéinde, in einem geeigneten Sinne vernachldssigbar sein
sollten. Denn wenn das Potential abstoflend ist, werden sich die Teilchen immer weiter
voneinander entfernen und sich nicht in dem Bereich aufhalten, in dem x; ~ x;. Man
sollte daher die reale Situation durch ein Potential approximieren kénnen, welches auf
den “Diagonalen” geeignet modifiziert ist (d.h. dass das Potential auch fiir grofie  mit
x; ~ x; abfillt), so dass die Resultate iiber Eigenfunktionsentwicklungen in hoheren
Dimensionen anwendbar sind.






Kapitel 4

Die Definition des Streuquerschnitts

4.1 Eine typische Streusituation

In einem typischen Streuexperiment, wie in Abbildung skizziert, passiert Folgendes:
Eine Quelle emittiert Teilchen, die an einem Target gestreut und von einem Detektor
aufgefangen werden. Der Detektor deckt den Raumwinkel > ab und das Target der Dicke
d besteht aus einer Vielzahl von einzelnen Streuern (z.B. Atomen) mit Dichte n. Die
Streuer erzeugen ein Potential mit der (mikroskopischen) Reichweite l.[] Die Quelle und
der Detektor sind auf einer mikroskopischen Skala jeweils weit entfernt von dem Tar-
get. Ublicherweise besteht der Strahl aus Teilchen mit scharf definiertem Impuls ko, d.h.
sowohl Richtung als auch Energie der Teilchen variieren wenig. Der von den einzelnen Wel-
lenpaketen im Strahl iiberdeckte Teil des Targets besteht ebenfalls aus einer Vielzahl von
Streuern, d.h. die Breite der einzelnen Wellenpakete sowie die Breite des Strahls sind mi-
kroskopisch grofi. Der experimentell gemessene Streuquerschnitt o (%) fiir den Raumwinkel
> ist in diesem Fall durch den Quotient von detektierten Teilchen pro Zeiteinhei N*
und dem Produkt aus einfallenden Teilchen pro Zeiteinheit Ngtrabl und der Flichendichte
der Streuer d - n gegeben, d.h. durch
N*

S (4.1)
NStrahl -d-n

In einer solchen Situation treten im Allgemeinen viele Effekte auf: Wechselwirkung der
Teilchen im Strahl miteinander, Streuung der Teilchen im Strahl mit u.U. mehreren Streu-
ern und kohérente Uberlagerung von Streueffekten an mehreren Streuern. Die Gesamt-
heit dieser Effekte ist theoretisch schwer behandelbar. In praktischen Situationen aber

IEin Ma3 fiir die Reichweite eines Potentials ist der totale Streuquerschnitt.
2Die Anzahl der detektierten Teilchen trigt den hochgestellten Index . Diese Notation ist in dem

stochastischen Modell fiir den Teilchenstrahl begriindet, welches spéter verwendet wird.
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RY
Cs

Teilchen

Teilchen-
quelle

Abbildung 4.1: Eine typische Streusituation.

konnen die Wechselwirkung der Teilchen im Strahl untereinander, die Mehrfachstreuung
und kohirente Effekte hiufig vernachlissigt werden’| Dafiir ist z.B. notwendig, dass das
Target hinreichend diinn und die Wellenldnge der Teilchen klein gegeniiber der Separa-
tion der einzelnen Streuer ist, siche [46], S. 214 und [50], S. 355 f. fiir mehr Details]]
Sind diese Bedingungen erfiillt, kann die Streusituation durch folgende idealisiert wer-
den: Man betrachtet die Streuung von einem Ensemble von Teilchen an einem einzelnen
Streuer, wobei das Ensemble von Teilchen durch ein Ensemble von Wellenpaketen mit
verschiedenen Stofiparametern (engl.: impact parameter) beschrieben wird. Der Stofipa-
rameter bestimmt den Abstand des Zentrums des Wellenpakets zur Strahlachse und ist
zufillig und gleichméBig iiber das Strahlprofil A—ein Kreis mit Durchmesser D—verteilt,
siehe Abbildung E] Diese Modell der Streusituation ist das am meisten in der Litera-
tur diskutierte Modell, vgl. [3] 10, 17, B32] 40, 44| 46, 56| 64]@ Eine weitere Idealisierung

3In manchen Experimenten sind Interferenzeffekte explizit gewiinscht, z.B. bei der Bragg-Streuung.

4Es wird aber ebenso in [55] darauf hingewiesen, dass es bisher keine umfassende Abhandlung dariiber
gibt.

5Auch ohne Mehrfachstreuung und ohne kohirente Effekte unterscheidet sich die Streusituation in
Abbildung von der in Abbildung durch eine Feinheit: In der Idealisierung aus Abbildung
bilden die StoBparameter eine mit der Zeit immer feiner werdende Verteilung iiber das Strahlprofil. Das
Gegenstiick zum Stofiparameter in der realen Streusituation ist die Position des Streuers im Target. Die
Verteilung der Streuer im Target aber ist vorgegeben und wird mit der Zeit nicht feiner. Das konnte
prinzipiell zu einer Abweichung fiihren.

5Es gibt auch Autoren, die eine Mittlung iiber den StoSparameter und iiber die Positionen der einzel-
nen Streuer vornehmen, siehe z.B. [49].
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Teilchen

Abbildung 4.2: Ein idealisiertes Modell der realen Streusituation.

gegeniiber der realen Streusituation in Abbildung kennzeichnet dieses Modell: Wir
nehmen an, dass bis auf verschiedene Stoflparameter die Teilchenquelle immer identische
Wellenfunktionen emittiert. Wie wir spéter noch sehen werden, ist der Streuquerschnitt
unter typischen Bedingungen unabhéngig von der speziellen Form der Wellenpakete. Des-
halb ist schon dieses Modell mit identischen Wellenpaketen eine passende Idealisierung
der realen Situation (siehe dazu auch [64]). Der Streuquerschnitt ist anstatt nun
gegeben durch '
N+

. 9
JStrahl

(4.2)

wobei Jsian die Dichte des einfallenden Strahls ist, d.h. wenn man sich die Zentren der
emittierten Wellenpakete als Punkte in A vorstellt, die Anzahl der Punkte pro Zeit- und
Flacheneinheit.

Im Sinne der Bemerkungen aus Einleitung und Kapitel 2l muss der Streuquerschnitt fiir
eine “endliche” Situation definiert werden. Die Parameter, die eine solche Situation cha-
rakterisieren, sind geméafi Abbildung folgende: Die Wellenpakete sind gegeben durch
einen passende Wellenfunktion v, verschoben durch den StofSparameter y, der zufallig und
gleichméBig mit Dichte 1 iiber das Strahlprofil A verteilt ist. Der Detektor bedeckt den
Raumwinkel 3 € S§% hat die Oberfliche RY (vgl. S. und den Abstand R zum Target.
Die Teilchenquelle soll fiir die Zeit 7 angeschaltet sein, hat den Abstand L zum Target
und emittiert so viele Teilchen pro Zeiteinheit, so dass jsyan = 1 (es werden |A| Teilchen
pro Zeiteinheit emittiert). Im Folgenden vernachldssigen wir den von jsyan kommenden

Dimensionsfaktor 2L ], Die Anzahl der detektierten Teilchen N* pro Zeiteinheit wird
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also jetzt durch die Anzahl der detektierten Teilchen N* fiir eine Emissionsdauer 7 ge-
teilt durch 7 ersetzt, wobei der Detektor immer angeschaltet sein soll. Mit (4.2)) ist der
empirische Streuquerschnitt aus (2.9) also gegeben durch

Gup(5) = L L AL 2), (43)

T

Der empirische Streuquerschnitt ist eine Zufallsgrofie (genaue Definition im Kapitel ,
die fiir grofle Zeiten durch ihren Erwartungswert approximiert werden sollte. Dieser Er-
wartungswert ist ein komplizierter Ausdruck, der natiirlich von der Detektionsrichtung >,
dem Potential V' und dem Impuls ky der Teilchen in dem Strahl abhéngt, aber auch von
den anderen Details des experimentellen Aufbaus wie ¢, L, A und R. Durch Anwenden
einer passenden Skalierung, die die Parameter in das Streuregime bringt, wird gezeigt,
dass der Erwartungswert unabhéingig von diesen Details ist und damit zur theoretischen
Voraussage

o(¥) = 167* / 1T (kow, ko) |2dQ2 (4.4)

fiir den empirischen Streuquerschnitt gemp(X), vgl. (2.9), wird. Stellt man sich die Gro-
Benordnungen in einem typischen Experiment vor (makroskopische Groflen wie z.B. R, L
gegeniiber Mikroskopischen wie z.B. [), ist es einsichtig, dass gemp(X) extrem gut durch
o(X) approximiert wird. Wir werden auf die Giite der Approximation in einer typischen
Situation in dieser Arbeit nicht weiter eingehen.

Bevor wir zur Skalierung der Parameter kommen, wird (4.3)) zunéchst durch die zu-
grunde liegende Dynamik und mit einem stochastischen Modell fiir den Teilchenstrahl
definiert.

4.2 Ein stochastisches Modell fiir den Teilchenstrahl

Die Teilchen werden in der Ebene Y}, emittiert, welche senkrecht auf der x3-Achse steht:
Y; = {—Leg + a,\ aJ_eg}, L>0.

Die Teilchen haben eine anfangliche Wellenfunktion 1) € H, ., welche in die Ebene Y},
verschoben wird. Wenn man mit v, die Verschiebung von ¢ um y bezeichnet, d.h. ¢, =
Y(x — y), liegen die “Zentren” der verschobenen Wellenfunktionen bei

Y =yie; + ey — Lez €Yy

und sind gleichméfig mit Dichte 1 iiber die kreisformige Flache A C Y, mit Durchmesser
D und Flédcheninhalt |A| verteilt, d.h.

D
A= {$€R3’$3:—L und \/:z;§+x2§ 5}
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Die Impulsverteilung der Wellenfunktionen ist konzentriert um den Impuls ky||es.

Die verschobene Wellenfunktion %, wird im Allgemeinen nicht mehr in H,. sein,
sondern kann Anteile im gebundenen Anteil H,,, des Spektrums haben. Dies ist proble-
matisch fiir die Anwendung vom FAST (Theorem , Korollar . Um diese Schwierigkeit

zu umgehen, nehmen wir an, dass folgende Bedingung gilt:

A3. Der Hamilton-Operator H = —%A—{—V hat keine gebundenen Zustande, d.h. H,,, =

{0}

Dann ist ¢y, € Ha.,Vy € R3.

Wir prézisieren nun das Modell fiir den Teilchenstrahl, welches schon in [21] angedeutet
wurde. Die Teilchen mit Wellenfunktion ¢ werden zu zufélligen Zeiten ¢t € R, emittiert,
wobei die Wellenfunktion mit dem zufillig und gleichméfiig mit Dichte 1 in A verteilten
StoBparameter y verschoben wird. In Bohmscher Mechanik bestimmt die anfdngliche
Position € R? des Teilchens die Trajektorie, wobei die anfingliche Position |1, |*-verteilt
ist. Wir werden nicht viele stochastische Details des Strahls benotigen. Man kann z.B. an

einen Poissonschen Punktprozess denken, mit Punkten in
A=R"x A xR

Ein Punkt A = (¢,y,x) € A reprisentiert ein Teilchen mit Wellenfunktion 1, y €
A, emittiert zur Zeit + € R* und mit anfinglicher Position X (x) = & € R3. Wir
betrachten einen allgemeinen Punktprozess (A*, §,P) aufgebaut auf (A,B(A), 1), wobei
A* € A* eine Konfiguration von abzdhlbar vielen Punkten in A représentiert, d.h.

A= {A}, A € A, \* abzéhlbar.
Die Anzahl der Punkte in einer Menge B € B(A) ist

Xp(\) = xs(),

AEX*

wobei yp die charakteristische Funktion der Menge B bezeichnet. Der Erwartungswert
ist dann gegeben durch

E(xp) = u(B), (4.5)
wobei das Intensitédtsmafl y auf B(A) durch
dp = y(x — y)I*xaly)dtd*yd’x (4.6)

definiert ist.
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Bemerkung 8. Im Falle eines Poisson-Prozesses gilt, zusitzlich zu (4.5)), dass

u(B)*
K

P (xp = k) = exp(—u(B))

Dariiber hinaus sind y*% und xJ% unabhéngig, wenn AN B =0, A, B € B(A).

Wir nehmen an, dass der Punktprozess ergodisch in folgendem Sinne ist: Fiir jedes
B € B(A) sei
B(r) :={(t.y,x) € Blt € [0,7)}. (4.8)

Dann gilt fiir jedes € > 0
lim P ( XBo) _ g (—XB”))‘ > e) —0, (4.9)
T—00 T

wobei E (X%(T)> durch 1) gegeben ist.

Bemerkung 9. Wegen der Unabhéngigkeitseigenschaft (vgl. Bemerkung [§), gilt (4.9) fiir
einen Poisson-Prozess.

Bemerkung 10. Der Punktprozess hat Dichte 1 in folgendem Sinne: Seien C' C A, 7 > 0
und B := [0,7) x C' x R? gegeben. Dann gilt mit (4.9)) fiir jedes € > 0

i (|2 ()| 2¢) =0 (4.10)
und .
XB(r 1
E ( ’g?;) = lC’Tu(B) = 1. (4.11)

4.3 Die Definition des empirischen Streuquerschnitts

Mit dem Modell fiir den Teilchenstrahl, kann man nun N*(¢, L, A, R, 7, %), die Anzahl der
detektierten Teilchen definieren. Um die Notation einfach zu halten, werden wir spéter
die Abhéngigkeit der Anzahl N* von den Gréflen ¢, L, A, R, 7,% nicht immer explizit
ausschreiben. Wir definieren zunichst Nge (¢, L, A, R, 7, %) fiir ein einzelnes Teilchen mit
A = (t,y,x) durch

Naet(¥, L, A, R, 7,%) : A — {0, 1},

Naet (¥, L, A, R, 7, 2)(N) == Y. ()N (R, 2) (), (4.12)
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wobei N, :fe’";(R, ¥) () durch gegeben ist. Die charakteristische Funktion stellt sicher,
dass kein Teilchen mehr mitgezahlt wird, welches nach der Zeit 7 emittiert wurde. Es sei
bemerkt, dass v, die Bedingung All{ (S. 29) erfiillen muss, damit N ;Z:;(R, ¥)(x) wohldefi-
niert ist. Die gesamte Anzahl N*(¢, L, A, R, T,%) der detektierten Teilchen ist dann

N*(, L, A, R, 7, %) : A* — Ny,

N*(¥, L, A, R, 7, S)(A\) = Y Nae(th, L, A, R, 7, £)(N). (4.13)

AEN*

Mit dieser Definition von N* ist der empirische Streuquerschnitt (4.3]) folgendermafien
definiert:

Definition 6. Sei v € L*(R®) so, dass v, die Bedingung fiir alle y € A erfiillt.
Zusitzlich gelte A2, Dann ist der empirische Streuquerschnitt gegeben durch
N*(¢, L, A, R, 7,5
om0 L A, 7, 8) o= O L AR T ) (4.14)

T

Wir haben damit die genaue Definition von (4.3 nachgeliefert. Wir kommen nun zu
der dort angesprochenen Skalierung der Groflen ¢, L, A, R, T, so dass der empirische Streu-

querschnitt unabhéngig von diesen Gréflen wird und durch den asymptotischen Streuquer-

schnitt (4.4) gegeben ist.






Kapitel 5
Das Streuregime

In diesem Kapitel wollen wir die Frage kldren, was das Streuregime genau ist, d.h. wir
bestimmen die notwendige Skalierung der Parameter ¢, L, A, R, 7, so dass der empirische

Streuquerschnitt (4.14) die Gleichung (2.9) erfiillt. Die zweite Gleichung in (2.9), d.h. die
Formel fiir den asymptotischen Streuquerschnitt,

o(3) = 167 / T (o, ko) 292,
b

der durch den empirischen im Streuregime approximiert werden soll, ist erstmals von
Born in [9] innerhalb eines stationédren Bildes abgeleitet worden. Es fand auch Eingang
in die Lehrbiicher der Quantenmechanik. Die Frage nach dem Streuregime ist also die
Frage, warum und wann Borns Formel richtig ist, d.h. man muss verstehen, warum und
wann das stationére Bild eine passende Idealisierung der wahren zeitabhéngigen Situation
ist. Man erwartet natiirlich, dass dafiir L, A, R, 7 in einem gewissen Sinne grof3 und die
Wellenfunktion ¢ “nah” an §(k — ko) sein miissen. Wir werden also die zeitabhéngige
Beschreibung in einer Situation analysieren, die durch ein Limes der Form

T—00, R— 00, A— o0, L — 00, |{D\(k)’2—>6(k—k0)

charakterisiert ist. Unmittelbare Fragen sind: Kann man die Limiten alle nacheinander
ausfithren? Wenn ja, gibt es eine ausgezeichnete Reihenfolge? Muss man die Limiten
vielleicht kombinieren? Alle diese Fragen werden wir in diesem Kapitel kldaren. Es wird
sich vielleicht etwas iiberraschend zeigen, dass man die Limiten kombinieren muss, wenn
man nicht sehr spezielle Wellenfunktionen voraussetzt. Fiir ein Gaufsches Wellenpaket
z.B., welches man immer schméler werden ldsst, um den Limes |1Z(k:)]2 — §(k — ko) zu
realisieren, gibt es keine Reihenfolge der Limiten, in der die zeitabhéngige Situation die

stationére approximiert.

29
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5.1 Das stationire Bild aus Sicht der zeitabhéngigen

Streutheorie

Zunichst beginnen wir mit einem kurzen Blick auf die stationédre Ableitung des Streu-
querschnitts von Born. Diese startet mit dem Ansatz

" eikom
eI 4 fro(w) (5.1)
wobei w = % ist. Man berechnet damit den einfallenden Fluss ji., der ebenen Welle

e’ pro Zeiteinheit und Flicheneinheit sowie den Fluss jget der auslaufenden Kugel-
efor pro Zeiteinheit durch die Detektoroberfliche R3.. Den ersten Fluss in-

terpretiert man als den Fluss eines einfallenden Strahls von Teilchen mit Impuls kg und

welle fi, (w)—

den zweiten als den Fluss der gestreuten Teilchen durch die Detektoroberfliche. Mit der
Identifikation

o(x) = L4t (5.2)
Jtar
erhélt man fiir den Streuquerschnitt
#(9) = [ I (@)Pan. 53)
5

Der differentielle Streuquerschnitt fiir die Richtung w wird dann zu
0 (w) = | fu ()2 (5.4)

Um die sog. Streuamplitude fg,(w) auszurechnen, vergleicht man den Ansatz (5.1 mit
derjenigen stationédren Losung der Schrodinger-Gleichung, die das gleiche asymptotische
Verhalten wie (5.1)) hat. Von den beiden stationdren Losungen ¢4 (1.20)) ist das ¢_, da

eiklz—x

das Pluszeichen in der Greenschen Funktion ‘m_—m,‘l fiir eine auslaufenden Kugelwelle

sorgt. Mit Hilfe dieses Vergleichs findet man

. 1 . 2
o) = g / MY ()0 (2, ko) x| (5.5)
T

Mit Hilfe der T-Matrixelemente (1.18)) kann man ((5.5) auch schreiben als
o (W) = 167 T (kow, ko)|?. (5.6)

Es besteht also folgender Zusammenhang zwischen der Streuamplitude fg,(w) und den
T-Matrixelementen:

1

L / T (2)0 (@, ko)dr = —— fi(w).  (5.7)

Tl ko) = (oo (o)
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Nun kommen wir zur zeitabhéngigen Beschreibung. Wir starten zunéchst mit der ein-
fachsten Situation eines einzelnen Wellenpakets, welches auf ein einzelnes Target trifft.
Die Implementierung der wahren Situation, d.h. die Streuung an mehreren Streuern bzw.
die Streuung eines Ensembles von Wellenfunktionen an einem Streuer (vgl. Kapitel ,
ist dann eine unmittelbare Erweiterung der einfachen Situation. Die grundlegende Rech-
nung geht auf F. Low, E. P. Wigner und L. Eisenbud zuriick, siehe [29], S. 110 fiir weitere
Details zur Literatur. Darstellungen in Lehrbiichern finden sich z.B. in Merzbacher [43]
und Messiah [44], an die wir uns zunéchst anlehnen werden.

Wir betrachten ein Wellenpaket, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Préaparation gegeben

ist durch .

(2m)?

W(w) = / e* 2 (k) dk. (5.8)
Die Fourier-Transformierte @Z(k) ist eine um k( scharf lokalisierte Funktion und so, dass
der “Tréager” von 1 bei groflen negativen z-Werten liegt. Nun kann man zeigen, dass
die ebenen Wellen ¢*® in (5.8) durch die generalisierten Eigenfunktionen ¢_(x, k), die
asymptotisch die Form

x large . eilm
(@ k)" =T €M filw)— (5.9)
haben, ersetzt werden konnen, d.h. man erhélt
1 ~
v@) = Ly [ @Rk (5.10)
(2m)2

Da die generalisierten Eigenfunktionen H (eingeschréankt auf dem Raum der Streuzu-
stinde H,. (H)) diagonalisieren (vgl. dazu auch Proposition [I), erhalten wir fiir das
Wellenpaket zur Zeit ¢

1

“w) = o / 5o (o k) (R)E. (5.11)

Wir wollen nun ([5.11)) fiir grofie ¢ und = analysieren. Mit der asymptotischen Form (5.9))
der ¢_(x, k) erhalten wir anstatt (5.11))

_ 1 —i%t ik-x eikx) o 3
@) =g [ (s ) ) e
1 —ik2y ikew 3 1 —ik2y etkT 3
=2t /e e *Y(k)d’k + TRY: /e fr(w)— v (k)d’k. (5.12)

Die letzte Zeile in ((5.12)) enthélt zwei Terme: Der erste hat einen stationdren Punkt bei
k = %. Da wir annehmen, dass das anfingliche Wellenpaket gut um kq lokalisiert ist,
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vernachlissigen wir diesen Term fiir die uns interessierenden Richtungen w verschieden
von kg (wir betrachten keine Vorwértsstreuung). Also gilt fiir w # ’1:_3 approximativ
1 71'&1} eikm . 5
i) =—= [ e "7 fulw)— (k). (5.13)
( 27r) 2 x

Unter der Annahme, dass die Streuamplitude fi(w) ausreichend wenig im Vergleich zu
J(k) variiert, konnen wir fi(w) ausgewertet an der Stelle ko aus dem Integral herauszie-
hen und erhalten

1 1

x (2%)%

B2, o~
i(x) = fr (W) /e_zgtelk”‘v,b(k)d:)’k. (5.14)
Die iiblichen Darstellungen verwenden nun die sog. “no-spreading” Bedingung, die
eine technisch sehr einfache Auswertung von (5.14) ermoglicht. Es wird vorausgesetzt,
dass fiir die uns interessierenden Zeiten die Breite Ay des Wellenpakets im Impulsraum,

(a9)" = / (k — ko) D(k) 2d?, (5.15)

die Bedingung
N 2
(A¢) t<1 (5.16)

erfiillt. Das hat zur Folge, dass die Zeitentwicklung des Pakets nur zu einer Verschiebung
um den Wert kgt fithrt, aber keinerlei Verdnderung der Form des Wellenpakets bewirkt.
Diese Bedingung fithrt zu einer oberen Schranke fiir die Zeit der Detektion oder, im
Ortsraum ausgedriickt, zu einer oberen Schranke fiir den Abstand des Detektors zum
Target. Es wird dann iiblicherweise argumentiert, dass diese Bedingung in der Praxis gut
erfiillt sei.E] Zusétzlich wird deutlich gemacht, dass vertriaglich mit der Bedingung
ist, dass der Detektor weit genug vom Target entfernt sein muss. Schliefilich gilt die
asymptotische Form der Eigenfunktion ¢_ nur fiir grofle z, also grofle Absténde
R. Unabhéngig davon, ob die “no-spreading” Bedingung erfiillt sein mag oder nicht,
liegt es auf der Hand, dass sie eine physikalisch nicht gerechtfertigte Bedingung ist: Die
Entfernung des Detektors vom Target spielt keine Rolle, solange er soweit weg ist, dass
das Wellenpaket sich zum Zeitpunkt der Detektion schon ausreichend frei entwickelt.
Vergrofert sich der Abstand des Detektors dann noch weiter, zerflieft das Wellenpaket
zwar, aber der Fluss durch die Detektoroberfliche RY:, die mit wachsendem R auch gréfler
wird, bleibt konstant. Da wir keine Hinweise in der Literatur auf eine Rechnung ohne diese
“no-spreading” Bedingung finden konnten, stellen wir hier eine Erweiterung der iiblichen
Rechnung vor, die ohne die “no-spreading” Bedingung auskommt.

'Es wird argumentiert, dass ein “minimales” GaufBisches Wellenpaket (d.h. ein Wellenpaket mit
AyAr) ~ 1) mit makroskopischer Ausdehnung im Ortsraum 1) erfiillt. Es bleibt aber unklar, warum
ein Strahl aus “minimalen” Paketen mit makroskopischer Ausdehnung im Ortsraum bestehen soll.
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Wir miissen also mit - den Fluss durch den Detektor ausrechnen Der Fluss ist
gegeben durch Im(¢*V1). Der Gradient in Kugelkoordinaten ist €0, +-—— e@@,—l—%eg@ﬁ,
weshalb fiir grole x der radiale Anteil e,0, dominant ist. Man findet damit fiir den
Gradient Vi

T co 519

S 1 1 —z—t zka: 3
vwxm)—(fko( ramr ] ek ) (5.17)

Mit (5.14)) und (5.17)) ergibt sich

(@) =gl @) [t )

x ( / e@"“zteik’%(k’)k’d%') €. (5.18)

Jdet = / / d’t -dodt

0 RX

Das bedeutet fiir den Fluss

durch den Detektor:

Jdet = (27103 /O]Ofko </ eifte_ik“’@*(k)d?)k)

X </e e "k )k d3k) dtdSQ. (5.19)

Die Integranden in den Klammern haben jeweils einen stationdren Punkt bei £ = 7. Da
r = R und @Z um ko konzentriert angenommen wurde, ist der Fluss erwartungsgeméfl
nur fiir grofle positive Zeiten wesentlich von Null verschieden. Wir kénnen daher die
Zeitintegration in auf ganz R ausdehnen. Die Zeitintegration liefert dann

2 /2
216 (k* — k%) =276 (% — %) = %5@; K, (5.20)

womit sich ([5.19)) vereinfacht zu

. 1 2 r n" - / 4
oo =7 / i (@) P2 / (5 T (wik) dO(k) / B (wiek) dQ(k') | Kidk. (5.21)

Wir zeigen nun, dass der Term

/ O (wik) dQK) | Kdk (5.22)
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n genau der einfallende Fluss pro Flacheneinheit ist, d.h. wir zeigen, dass die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte eines frei zum Target entwickelten Wellenpakets integriert
iiber die Zeit und eine passende Fléiche sowie normiert mit der Grofle der Flache ist. Wir
betrachten dazu eine zu ko senkrechte Fléche im Streuzentrum von der Gréflenordnung
der Reichweite [ des Potentials. Da das Wellenpaket gut um kg lokalisiert ist, ist der Fluss
des Wellenpakets parallel zu kg und von der Grofie

k:0|¢t(:13)|2. (5.23)

Variiert die Dichte |¢|* wenig iiber die Reichweite des Potentials, d.h. falls
900(0)|* & [y (w1, 22, 0)[%, fiir y, 25 <1, (5.24)

berechnet sich der einfallende Fluss pro Flicheneinheit ji,. durchﬂ

P / O

~k 1) / ( / ei’“ft&*(k)d%) ( / e—i’“f%ﬁ(k’)d%’) di

k:)k B Pk

/ Y (wik) dQE) | k*dk. (5.25)

Im vorletzten Schritt haben wir ko ~ 1 und ( -verwendet

Mit (5.21)), (5.25) und der Vorschrift (5.2)) erhdlt man also
- / i () P2 (5.26)
>

Wir kénnen nun die notwendigen Voraussetzungen, die zu (5.26)) gefithrt haben, zu-

sammenfassen:

(i) Praparation und Detektion sind weit entfernt vom Streuzentrum. Das ist notwendig,
um von (5.8) auf (5.10) bzw. von (5.11)) auf (5.12)) zu kommen.

2Auch hier kann man die Zeitintegration auf ganz R ausdehnen, da zur Zeit t = 0 das Wellenpaket

weit entfernt vom Streuzentrum ist, und der Fluss aufgrund des Impulses kg nur fiir grofle positive Zeiten

(~ %) wesentlich von Null verschieden ist.
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(ii) Der ungestreute Anteil des Wellenpakets (1. Term in (5.12))) darf nicht zum Fluss
durch den Detektor beitragen.

(iii) Das transversale (also senkrecht zu kg) Profil von |i|? variiert nicht auf der Reich-
weite des Potentials (vgl. (5.24))).

(iv) Die Streuamplitude fi(w) variiert ausreichend langsam im Vergleich zu 1(k) (not-

wendig um von 1} auf 1' zu kommen). Weiterhin muss AIZ < ky sein.

Bemerkung 11. Unter gewissen Umstéanden impliziert die erste Voraussetzung von (iv)
(iii): Die Streuamplitude fg(w) (5.7) ist in erster Niherungf] also wenn man fiir die
generalisierte Eigenfunktion in eine ebene Welle einsetzt, die Fourier-Transformierte
des Potentials, d.h. man hat

fr(w) =V (k — kw). (5.27)

Damit ist die Breite der Streuamplitude gegeben durch die Breite der Fourier-Transfor-
mierten des Potentials, also durch die inverse Breite des Potentials selbst. Die Breite

des Potentials ist aber ein Maf} fiir die Reichweite des Potentials {. Ist nun die Breite

5.15)) von ¢ viel kleiner als die der Streuamplitude, hat man —= >> [ und damit mit der

eisenbergschen Unschérferelation
Ay > 1,
also insbesondere die Bedingung an das transversale Profil (5.24)).
Bevor wir zur Implementierung der realen Situation, wie sie in Abbildung skizziert
ist, kommen, wollen wir nochmal auf den Ausdruck fiir den Fluss durch den Detektor

(5.21)) eingehen. Verwendet man wie in der Literatur iiblich die “no-spreading” Bedingung
(5.16]) mit t = L+R , wird dieser Ausdruck zu

Jaet = | |fro(@)]?dY | |w(es2)|?dz. (5.28)
e |

Das sicht man entweder durch Verwenden der “no-spreading” Bedingung in (5.21)ff] oder

wie in der Literatur durch Auswerten von ([5.14)) mit dieser Bedingung. Nun ist aber
[ ez

4In diese Rechnung gehen im Wesentlichen zwei Dinge ein: Erstens, dass 12 einen Phasenfaktor

3Das ist die Bornsche Niherung.

abhéngig von der Entfernung L der Priiparation vom Target enthilt, der mit (5.16) gut kontrolliert
werden kann und zweitens, dass die Volumenintegration dQ(k) fiir die vorliegenden Wellenpakete mit
scharf definiertem Impuls k¢ niherungsweise k%dk‘ldkg ist. Die Integration iiber dkidks, dkjdk} und

dk = dks fiihrt dann zu ([5.28)).
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sofort als Fluss durch das Target zu erkennen, denn in dem “no-spreading” Fall ist 1 (x) =

(x — kot) und daher wird der Fluss ((5.25) durch das Target zu
jm:%/wmwﬁ:%/wewwﬁ:/w@@mz (5.20)

Das ist ein sehr anschauliches Ergebnis: Verdndert sich die Form der Wellenfunktion mit
gut definiertem Impuls k¢ nicht mit der Zeit, ist der Fluss in einem Punkt durch die
Dichte des Wellenpakets integriert entlang eines Strahls mit Richtung k, gegeben.

Wie wir wissen ist es unphysikalisch, die “no-spreading” Bedingung fiir Zeiten,
die makroskopischen Distanzen entsprechen, vorauszusetzen. Man kann aber ausniitzen,
dass das Wellenpaket kaum auseinander flieft wihrend es durch das Target geht, also in
dem Zeitintervall, in dem der Fluss durch das Target wesentlich von Null verschieden ist
(siche dazu Bemerkung |12 weiter unten). Driickt man also den Fluss durch das Target
durch diejenige Wellenfunktion ¥ aus, welche beim Durchgang durch das Target vorliegt,

erhéilt man anstatt ((5.29))

Grar = / [ (es2)|?dz, (5.30)

wobei die Wellenfunktion 1& approximativ gegeben ist durch die anfangliche Wellenfunk-
tion, frei entwickelt mit der Zeit k% von der Préaparation bis zur Streuung, d.h. durch

b = e Hokg . (5.31)
Damit wird (5.21)) und (5.25)) zu
jdet :jtar/’fko(w)|2d97 jtar - / |’(Z(€32)‘2d2 (532)
b —00

Bemerkung 12. Das Zeitintervall AT, das das Wellenpaket benétigt, um den Wechsel-
wirkungsbereich der Grofle [ zu durchqueren, ist approximativ

I+ A9

AT ~
Ko

Die “no-spreading” Bedingung wird also zu

(A;E)z : +kA1; - <A$>2 kio + (A&)Z i—f <1 (5.33)

0
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Betrachtet man die Situation aus Bemerku ist ZALZ < 1. Zusétzlich ist Ak—f < 1,

D viel kleiner als 1. Die Breite At der
Wellenfunktion vor dem Target ist approximativ die Summe aus der anfanglichen Breite
A1 und dem Produkt aus der Breite Azz des Pakets im Impulsraum und der Zeit kL

von Priiparation bis zur Streuung. Also ist A = A + A@% Der zweite Summand ist
~ N 2 -
. . . A .
deshalb viel kleiner als 1, wenn Ay Ay ~ 1, (Agb) kL—O ~ 1 und wie oben k—;b < 1 gilt.

und damit ist auch der erste Summand in (5.3

N\ 2
Anstatt der sonst iiblichen “no-spreading” Bedingung <A¢> Lka < 1 hat man hier also
eine viel mildere Bedingung.

Mit kann man sehr einfach die Mittelung iiber einen in A (Kreis mit Durch-
messer D) zufillig verteilten StofSparameter implementieren. Ist der StofSparameter mit
der Dichte 1 iiber A verteilt, wird der Streuquerschnitt geméf durch die Anzahl der
detektierten Teilchen pro Zeiteinheit gegeben. Um diese Anzahl mit Hilfe des Flusses aus-

Ho L
zudriicken, integrieren wir den Fluss jge; aus (5.32]) iiber das Ensemble e ok Wy, Yy € A.

Da der Operator der freien Zeitentwicklung mit dem Translationsoperator vertauscht, ist
. L ~
eﬂHO%wy = 1y und der Streuquerschnitt nun gegeben durch

o(X) = /|fk0(w)|2dQ /7%(632)|2d2d2y
_ /|ka )24 //| (1,4, 2)Pddy | . (5.34)

Variiert der Stofiparameter auf einer viel grofileren Skala als die der transversalen (also
senkrecht zu ko||es) Dimensionen von v, d.h. is

A, < D, (5.35)

kann man die Integration iiber A auf ganz R? ausdehnen und erhilt

/ (@) P2 (m/ [ ooy | = [P, (530
>

wenn die Wellenfunktion 1 bzw. ¢ auf 1 normiert ist.

5Die transversale Az/) | Breite einer Wellenfunktion ist folgendermaBen definiert: (A, )? = [(x, —

xo, 1 )2 () Pd3x, = [ x| (x)Pd3x.
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Die Mittelung iiber den Stofparameter erzeugt unter den angenommenen Vorausset-
zungen, d.h. mit (i)-(iv) von Seite [64] und mit (5.35)[f] also direkt einen Fluss durch den
Detektor von der Grofle

JImRE

ohne Normierung mit einer von der Wellenfunktion abhéngigen Gréfle. Insbesondere ist

keine Messung bzw. Normierung von jge mit der von der Wellenfunktion abhéngigen

w ~
Grofe jer = [ |(e32)|?dz wie in der Situation ohne Mittelung notwendig.

Es ist aber wichtig festzuhalten, dass der zufillige Stoflparameter geméaf; obiger Analy-
se nicht notwendig ist, um aus zeitabhéngiger Sicht zu begriinden, warum der Streuquer-
schnitt durch die Bornsche Formel gegeben ist: Schon die einfachste Situation von einem
einzelnen Wellenpaket, welches auf ein einzelnen Streuer trifft, liefert mit der Identifikati-
on () = jaet/ jrar die Bornsche Formel. Die Dominanz der Stolparameter-Analyse in der
Literatur (vgl. Literaturhinweise in Kapitel konnte den Eindruck vermitteln, dass die
Einbeziehung des Stoflparameters notwendig ist, um iiberhaupt eine zeitabhéngige Ab-
leitung der Bornschen Formel geben zu kénnen, siehe z.B. auch [21]. Neben der gerade
prasentierten Heuristik zeigt auch ein rigoroses Resultat (Theorem 2.25. in [57]) zu dieser
einfachsten Situation (eines einzelnen Wellenpakets und Targets), dass dem nicht so ist.
Die Mittelung iiber den Stofiparameter fiithrt zu einem angenehmen Normierungseffekt,
indem sie—unabhéngig von der speziellen Form von 1)—zu einer Einheitsdichte vor dem
Target fiihrt. Die Notwendigkeit, den Stolparameter einzubeziehen, entsteht aus der vor-
handenen experimentellen Situation, wie sie in Abbildung dargestellt und durch das
Modell aus Abbildung [£.2] idealisiert wird.

Nun kann man fragen, ob die Mittelung einen weiteren Effekt hat. Man konnte z.B.
daran interessiert sein, durch welche Formel der Streuquerschnitt in der Situation mit
Mittelung gegeben ist, wenn das transversale Profil des einfallenden Wellenpakets auf der
Reichweite des Potentials variiert (in diesem Fall ist (iii) auf Seite [64] nicht erfiillt)["] Legt
man die Situation aus Bemerkung[I1] zugrunde, sieht man, dass die Breite der Streuampli-
tude dann klein gegeniiber der von der Wellenfunktion im Impulsraum ist. Ein wichtige
Frage in diesem Zusammenhang lautet also durch welche Formel der Streuquerschnitt
gegeben ist, wenn die Streuamplitude auf der Breite A{D\ variiert. Hier spielt die Mitte-
lung iiber den Stoflparameter eine entscheidende Rolle. Wir wollen die Rechnung nicht

im Einzelnen vorfiihren, da sie—wenn auch in einer etwas anderen Form—in der Lite-

6Streng genommen haben wir noch vorausgesetzt, dass die Wellenfunktion beim Durchgang durch das
Target nicht auseinander flieft, vgl. Bemerkung [[2} Wir werden im néchsten Abschnitt die Situation mit
Mittelung noch einmal unter allgemeineren Bedingungen untersuchen. Dort wird dann auch diese mildere

“no-spreading” Bedingung keine Rolle mehr spielen.
"Fiir Hinweise zu einer experimentellen Realisierung dieser Situation siehe [28].
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ratur und spéter im Beweis des Theorems iiber den Streuquerschnitt vorkommt (siche
Lemma [4] Literaturhinweise dort und z.B. [56], S. 50), sondern nur die essentielle Schrit-
te verdeutlichen. Startet man mit einer anfanglichen Wellenfunktion v, und zieht man
die Streuamplitude in ([5.13) nicht wie in geschehen aus dem Integral, wird der
Fluss durch den Detektor und damit der Streuquerschnitt (X)) mit der (zunéchst
angenommenen) Idealisierung A = R? zu

1 I 'ﬁt —ika T
o©) = o [ [ [ ([ et dyma)
R2 ¥ —o0
x ( / f,:(w)e—fkffe”f’%y(k’)k/d%’) dtdQd?y. (5.37)

Die Zeitintegration iiber ¢ liefert wieder ein §(k — k') wihrend die Integration iiber den
StoSparameter cin §(ky — k)8 (ks — k}) ergibt, da ¢, = e~#*191-ik2v2+ikslyy Die Deltafunk-
tion 6(ky — K})o(ky — K5)d(k — k') wirkt effektiv wie ein 0(ky — k1) (ke — kb)d(ks — k%),
womit man von auf

o(3) = / / |fk<w>|2|$<k>|2£d3kd9 (5.38)

3 R3

schliefen kann. Diese Formel ist unabhingig von der genauen Struktur des Pakets im
Ortsraum, gilt also insbesondere auch fiir Wellenpakete, deren transversale Dichte auf
der Skala des Potentials variiert. Um nun wieder zur Bornschen Formel zu kom-
men, miissen—im Sinne von —die Breite der Wellenfunktion im Impulsraum klein
gegeniiber der Breite der Streuamplitude und i—g’ so klein sein, dass % ~ 1 fiir die “|1Z |-
meisten” vorkommenden Impulse gilt. Weiterhin notwendige Bedingungen sind natiirlich
(i) von S. |64/ und eine experimentelle Situation, in der man die Anzahl der ungestreuten
aber dennoch detektierten Teilchen vernachlédssigen kann. Um abzuleiten, haben
wir zuniichst A = R? gesetzt. In obiger Rechnung ist es nicht besonders offensichtlich, wie
groB A sein muss, um eine gute Approximation von R? zu sein. Weiter oben haben wir
aber schon die Bedingung als entscheidend fiir eine effektive Mittelung erkannt,
d.h. eine Mittelung, die zu einer Einheitsdichte vor dem Target fiithrt. Es ist weiterhin
notwendig, dass der Durchmesser D des Strahlprofils viel gréfler als die mikroskopische
Reichweite [ des Potentials ist. Andernfalls wiirde der Streuquerschnitt von D abhéngen.
Im néchsten Kapitel werden wir die Bedingungen dieses Abschnitts, also jene Bedingun-
gen, die im Fall einer Mittelung iiber einen Stofparameter zur Bornschen Formel fiir
den Streuquerschnitt fiithren, mit Hilfe der vorhandenen Parameter genauer fassen. Wir
werden dabei auch den Parameter 7 miteinbeziehen, der bisher noch nicht zur Sprache

kam.
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Formel ist auf den ersten Blick recht anschaulich: Man mittelt iiber die in der
anfinglichen Wellenfunktion vorkommenden Impulse, wobei jeder Impuls zum Streuquer-
schnitt mit dem Quadrat der Streuamplitude beitrigt. Der Faktor % tragt dem Umstand
Rechnung, dass ein schréig (also nicht parallel zu kg) einfallendes Teilchen eine geringere
Dichte vor dem Target erzeugt (durch eine Flidche senkrecht zu k). Es erscheint so, als
ob ein Ensemble vorliegt, in dem jedes Ensemblemitglied den genau definierten Impuls k
und das Gewicht W\(kz)\Q tragt. Bemerkenswert ist aber, dass diese Formel nur zustande
kommt, wenn man iiber einen Stofiparameter mittelt. Fiir ein einzelnes Wellenpaket,
welches auf ein einzelnes Target trifft, gilt im Allgemeinen nicht. In [20] wird dieser
Punkt noch einmal aufgegriffen und deutlich gemacht, wie die Mittelung zu fiihrt.
Es wird gezeigt, dass das Ensemble v, y € A, in der Tat dquivalent zu einem Ensemble
von approximativ ebenen Wellen ist, deren Impulse geméf |1Z (k)|? verteilt sind. Je groBer
A ist, desto “besser” approximiert ein Ensemblemitglied eine ebene Welle, bleibt aber fiir
endliches A normierbar. Fiir jedes dieser Ensemblemitglieder ist der Streuquerschnitt aber
durch die Bornsche Formel gegeben (bis auf die Korrektur % fiir die einfallende
Dichte), da es sich ja um eine approximativ ebene Wellen handelt, fiir die (i) bis (iv) von

Seite [64] gilt. Die Mittelung iiber die Dichte \@(k)]Q liefert dann (5.38)).

5.2 Detaillierte Klassifikation des Streuregimes

Wir fassen nun geméfl dem Abschnitt nach (5.38) die Bedingungen fir die Giiltigkeit
von (5.26]) im Falle der Mittelung iiber einen Stolparameter zusammen. Die Bedingungen
werden folgende Groflien verwenden:

[ Reichweite des Potential,
L, R Abstand der Teilchenquelle bzw. des Detektors vom Target,
vgl. Abbildung [1.2]
D Durchmesser des kreisformigen Strahlprofils A, vgl. Abbildung ,
T Zeitintervall, in dem die Teilchenquelle emittiert,
JStrahl Dichte des einfallenden Strahls, sieche Definition in Kapitel

Ty, Tyet Zeitpunkt der Streuung bzw. der Detektion eines Wellenpakets,
welches zur Zeit ¢ = 0 emittiert wurde,

A, Af@ Breite des Wellenpakets im Orts- bzw. Impulsraum, vgl. ((5.15|) fiir
die Definition von A@, Definition der Breite im Ortsraum analog,

Ay, AQZ 1 Breite des Wellenpakets im Orts- bzw. Impulsraum senkrecht zu ky,

Ay, A@/ZJ\H Breite des Wellenpakets im Orts- bzw. Impulsraum parallel zu k,,

A1 Breite des Wellenpakets im Ortsraum zum Zeitpunkt der Streuung
senkrecht zu ko,

(k) Winkel zwischen k und kg, kol|es.
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Fiir Wellenpakete, welche eine kleine Ausdehnung im Ortsraum haben, ist Ty bzw.
Tyey durch /TLO bzw. %’2 gegeben. Im Allgemeinen definieren wir 7. als die Zeit, wenn das
Wellenpaket den Wechselwirkungsbereich fast vollstéandig durchquert hat, und Ty als die
Zeit, wenn das gestreute Wellenpaket den Bereich des Detektors erreicht. Es wird also im

Allgemeinen Ty. > k—LO bzw. Tyet < LkLOR sein.

Mit ([5.35)) hat man gesehen, dass fiir eine effektive Mittelung der Durchmesser D des
Strahlprofils A viel grofler als die transversale Breite des Wellenpakets vor dem Target
sein muss. Weiterhin ist es notwendig, dass D > [, d.h. es muss gelten

D> [ und AwTsc,J_ < D. (539)

Bemerkung 13. folgt auch, wenn man die Bedingungen, die eine typische Situation
wie in Abbildung charakterisiert, auf die entsprechenden Relationen des idealisierten
Modells iibertragt. Eine typische Streusituation ist eine, in der die Breite b des Targets
viel grofler als die transversale Breite Ayr, | des Wellenpakets ist. Zusétzlich ist b viel
grofler als der Abstand a zwischen zwei Streuern, welche wiederum viel grofier als die
Reichweite [ des Potentials ist. Man hat also b > Ay, und b > a > [. Die Breite

b von dem Target entspricht in der idealisierten Situation dem Durchmesser D, was auf

(5.39) fiihrt.

Man kann ([5.39)) auch expliziter formulieren: Asymptotisch ist die Breite eines Wellen-
pakets bestimmt durch die Summe von anfénglicher Breite und dem Produkt aus Breite

im Impulsraum und Zeit ¢. Eine obere Schranke fiir die transversale Breite Ay, | ist

also Ay, + A&LTSC. Damit wird 1) zu
Ay, | A T
S1. &t 4 sl ]
und

l
s2. L < 1.

Wir kommen nun zu 1) Um 1) von 1) ableiten zu konnen, darf weder % viel

von eins abweichen noch das Quadrat der Streuamplitude wesentlich auf dem “Triger”
von 1 variieren. Da im Allgemeinen keine kompakten Wellenfunktion im Impulsraum

vorliegt, fithren wir den Bereich K ein, auf dem 12 konzentriert ist:

—~ 2 ~\ 2
K= {k: € R3|k = ko + Aer + does + Ages, A2+ N2 < (Awl) A< (A¢||) }

(5.40)
Damit erhalt man
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S3. 0(k) < 1, Vk e K

als notwendige Bedingung, dass % nahe bei eins fiir die “]1; |>-meisten” Impulse ist. Es ist
zuséatzlich entscheidend, dass Impulse, bei denen % sehr grofl wird, vernachlassigbar sind.
Das sind diejenigen Impulse, die (fast) senkrecht auf kq stehen, d.h. fiir die (k) ~ 5. Um

diesen Effekt abzuschétzen, vergleichen wir die Gesamtzahl der Teilchen, die in 3 gestreut
3
wir den Impulsraum in zwei Teile. Sei P2 := {k € R® : k- e5 > kcosa} fiir ein a mit

0 <a < §. Esgilt also 0(k) < § — «a fiir alle k € PZ.. Sei p,, die Wahrscheinlichkeit, dass
der Impuls in dem Kompliment P_% von Pg liegt, d.h.

werden mit der Gesamtzahl der Teilchen, deren Impulse 0(k) ~ % erfiillen. Dafiir teilen

P, = / (k) P

Pz,

Dann ist die Gesamtzahl von Teilchen mit Impuls in P_ea3 gegeben durch jsyan - 7 - D? -
Do da Jsgran - 7 - D? die Gesamtzahl an emittierten Teilchen ist. Die totale Anzahl von
Streuereignissen ist jggan - 12 - 7, da [? die effektive Fliche des Potentials darstellt. Davon
wird ein Bruchteil k, 0 < k < 1, in X gestreut, d.h. die Anzahl von Streuereignissen in ¥
ist jsiranl - [2 - 7 - k. Es ist also notwendig, dass jsyan - 7 - D? - P, < Jstrant - 12+ T - K, d.h.

2=
S4. Ele < 1.
Um diese Bedingung zu erfiillen, muss man die Breite von 15 entsprechend verkleinern,

wenn man das Strahlprofil vergréfert.

Neben 93|und $4 muss auch erfiillt sein, dass das Quadrat der Streuamplitude | fi(w)|>

wenig auf K variiert:

S5.

2 2
Il Bl | <1, Wk € K.

Wir kommen nun zu 7. Die Anzahl der detektierten Teilchen im Raumwinkel X ist eine
Zufallsgrofe, welche fiir grofie Zeiten durch ihren Erwartungswert approximiert wird. Im
Folgenden wird die Varianz abgeschétzt, um ein Maf fiir diese Abweichung zu erhalten.
Die totale Anzahl von Streuereignissen ist wie oben jsyan - 2 - 7. Die Anzahl N(X) der
detektierten Teilchen kann man also schreiben als

Jstran-l'?-T
NE =Y N,

=1

wobei N;(X) eins ist, wenn das Teilchen in X gestreut wird, und Null sonst. Also,

]E(N(E)) = jStrahl : 1,2 < T E(NZ<E)) =: jStrahl . l2 T K, 0< k<1



5.2 Detaillierte Klassifikation des Streuregimes 73

Ganz dhnlich erhilt man
V(N(E)) = jStrahl : l2 - T V(NZ<E)) < jStrahl . l,2 - T.

Fiir eine gute Approximation von N(X) durch den Erwartungswert benotigt man

VV(N) < E(N),

also

S6. x-1[- vV Jstrant - T > 1.

In einem typischen Streuexperiment sind die Teilchen zur Zeit der Préaparation aufler-
halb der Reichweite des Potentials. Das ist der Fall, wenn der makroskopische Abstand
L viel gréfer als die longitudinale Breite A der Wellenpakete und viel grofler als die
Reichweite des Potentials ist. Diese asymptotische Situation ist charakterisiert durch

S7. L« 1und 24 « 1.

Ganz dhnlich detektiert man Teilchen, wenn sie den Einflussbereich des Potentials ver-
lassen haben. Dafiir ist sicherlich notwendig, dass [ < R. Das ist aber nicht ausreichend,
denn die Breite der Wellenfunktion kénnte—durch ein sehr grofies L—so grof3 geworden
sein, dass das Wellenpaket den Bereich des Detektors und des Targets iiberdeckt. Dann
wéire das Wellenpaket zur Zeit Ty, noch nicht frei. Diese Situation kann man vermeiden,

wenn
S8. }% <K ]-, Tsc < Tdet-

Diese Bedingung ist nicht sehr explizit. Man beachte, dass Ty, von % und linear von
L abhéngt, wihrend Ty, von ¥ und linear von L und R abhédngt. Wir werden spéter
eine spezielle Skalierung der Parameter angeben, bei der der Limes R — oo vor einer
Skalierung von % und L ausgefithrt wird. Dann ist S8| natiirlich erfiillt.

Wie kommen nun zu dem letzten Punkt, die Anzahl der ungestreuten, aber dennoch
detektierten Teilchen. Es ist wichtig, dass der Detektor nur gestreute Teilchen z&dhlt und
keine ungestreuten, die den Detektor direkt erreichen kénnen, weil z.B. der Detektor zu
nah am Strahl platziert ist oder die anfénglichen Impulse nicht gut genug kollimiert sind.
Wenn man z.B. D erhoht, ohne R zu vergréfern, wird der Detektor irgendwann direkt
im Strahl stehen. Den gleichen Effekt hétte ein Vergrofiern von L, ohne R entsprechend

zu skalieren.

Um eine Schranke fiir die ungestreuten aber detektierten Teilchen zu finden, stel-
len wir uns die Situation von Abbildung [4.2] ohne Target vor. Zusétzlich fithren wir die
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Wahrscheinlichkeit p,, ein, dass ein Teilchen mit anfénglichen Wellenpaket 1, die Detek-
toroberfliche RY kreuzt. Mit p bezeichnen wir das Maximum von p,, fiir y € A. Diese
Wahrscheinlichkeit p ist ein komplizierter Ausdruck abhéngig von L, D, R und 1. Die An-
zahl der ungestreuten aber detektierten Teilchen ist dann beschréankt durch das Produkt
von der Gesamtzahl jsiran - D? - 7 von emittierten Teilchen und p, also jserant - D? - 7 - p.
Die Anzahl von Streuereignisse in ¥ ist wie oben {2 - jsiran - 7 - k. Also ist das Streuregime
eine Situation, in der

S9. r < 1.

Auch diese Bedingung ist nicht sehr explizit, aber fiir spezielle Situationen ist sie leicht
auswertbar. Wenn man z.B. den Limes R — oo ausfiihrt, bevor man D, L erhéht und
bevor man die Wellenfunktion skaliert, ist p einfach die Wahrscheinlichkeit, das die an-
fanglichen Impulse in dem durch den Detektor gegebenen Kegel liegen. Genau in diesem
Rahmen wird S9)im néchsten Kapitel verwendet.

Wir kommen nun zu der in den einleitenden Bemerkungen zu Kapitel [5| angesproche-
nen Problematik einer passenden Skalierung der Parameter v, L, A, R, 7. Wenn man fiir
ein Moment 4] und §9 ignoriert und die Limiten nacheinander ausfiihrt, erfiillt nuiff| die
Reihenfolge

lim lim lim lim lim
[(J) 26 (ko) L00 A—00 oo 700
alle anderen Bedingungen des Streuregimes. §9|ist aber verletzt, weil es fiir jedes 1y, y €
A eine nichtverschwindende Wahrscheinlichkeit gibt, dass das zugehorige Teilchen auf-
grund von Impulskomponenten, die direkt zu dem Detektor zeigen, detektiert wird. Wegen
dem “groflen” R (der Limes R — oo ist ja schon ausgefiihrt) ist diese Wahrscheinlichkeit
unabhéngig von y und gegeben durch die Wahrscheinlichkeit das der anfangliche Impuls
in dem Detektorkegel Cy, liegt. Vergréflerung von A fiithrt dann zu einer immer grofler
werden Anzahl von ungestreuten aber detektierten Teilchen. S4]ist ebenso verletzt. Also
auch wenn der Anteil der Impulse im Detektorkegel oder in P_% beliebig klein ist, fithrt das
schrittweise Ausfithren der Limiten nicht zur Bornschen Formel. Man kénnte natiirlich
fordern, dass supp {/; N Csx = {0} und supp {b\ N P_g3 = {0}. Dann wére auch bei dem oben
genannten schrittweisen Ausfithren der Limiten 4 und §9 erfillt. Diese Bedingungen
sind unphysikalisch und bei einer passenden Skalierung natiirlich auch nicht notwendig.
Im néchsten Kapitel wird eine spezielle Skalierung angegeben, bei der ¢, L, A gemeinsam
skaliert wird, um Y4 und S9 erfiillen zu kénnen.

8Den Limes lim kénnte man auch an einer anderen Stelle ausfiihren.
T—00



Kapitel 6

Die Anwendung der
Austrittsstatistik: der
Streuquerschnitt als Theorem

6.1 Formulierung des Theorems: eine spezielle Ska-

lierung der Parameter

Um ein Theorem {iber den Streuquerschnitt formulieren zu kénnen, muss man eine pas-
sende Skalierung der Parameter angeben, d.h. eine, welche das Streuregime respektiert
und damit die Bedingungen des letzten Kapitels erfiillt. Das allgemeinste Resultat wére
ein Theorem, in dem jede Folge ¢, L,,, A,, R, T,, die fir n — oo die Bedingungen des
Streuregimes erfiillt, eingesetzt in die Definition des Streuquerschnitts (4.14)) zu | fx, (w)|?
(d.h. zu bzw. ([5.26))) fiihrt. Unsere mathematischen Ergebnisse sind dafiir nicht stark
genug, weshalb wir eine etwas speziellere Skalierung angeben: Als ersten Limes wenden
wir 7 — o0 an, der fiir die Stabilisierung des empirischen Streuquerschnitts durch ein Ge-
setz der groflen Zahlen sorgt. Dann werden wir den Limes R — oo ausfiihren. Die Grofien
1, L und A skalieren wir gleichzeitig mit einem Parameter e. Dafiir fithren wir L€, A und
¢ ein, deren genaue Abhéngigkeit von € weiter unten gegeben wird, und betrachten den
zu entsprechenden Streuquerschnitt, abhéngig von €, R, 7:

N*(7, R, A%, L5, ¢, %)

TomplD) = - (6.1)
Der Streuquerschnitt im Streuregime ist dann gegeben durch
o(¥) =lim lim lim of, (3). (6.2)

e—0 R—oo T—0

75
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Nun kommen wir zur genauen Definition von L, A und °. Sei

(@) = ere™my(ex), (6.3)

mit der Fourier-Transformierten

Ty = 40 ("’ - "’) | (6.4)

€

Die Teilchenquelle ist in der Ebene Y7 platziert, mit

. L
Das Strahlprofil A¢ C Y7 ist
€ 3 2 2 D¢ €
A =3z e R’ x1+x2<7undx3:—L (6.6)
mit dem Durchmesser D¢ gegeben durch
. D
D = d> 2l - 3. (6.7)

Wenn ¢ € S ist, kann man sich leicht iiberzeugen, dass alle Bedingungen S1-S9 fiir das
Streuregime erfiillt sind.

Geméaf den Bedingungen des Streuregimes ist es nicht notwendig, dass L viel grofer
als D ist. In einem typischen Streuexperiment wird aber D < L sein. Unsere spezielle
Skalierung ldsst auch dieses Szenario zu: Wenn 2 < [ < 3, ist d < [ konsistent mit (6.7)).

Wir formulieren nun das Theorem iiber den Streuquerschnitt. Unsere Grundlegenden
Annahmen sind: V € (V)5 (Definition[T]), A2 (S. 29} notwendig fiir die Existenz der Bohm-
schen Dynamik) und (keine gebundenen Zusténde, S. [55]). Wir miissen auch fordern,
dass 1y, fir alle € klein genug, (S. notwendig fiir die Existenz der Bohmschen
Dynamik) sowie die Bedingungen fiir das FAST (S. erfiillt. Zusétzlich nehmen wir
an, dass Null weder ein Eigenwert noch eine Resonanz von H ist. Anstatt der impliziten
Bedingung, dass 1y, erfiillt, werden wir stérkere aber explizitere Bedingungen fiir
fordern: Entweder 1) € S (Theorem[d)) oder v» € Cg°(R?) (Theorem [5), mit entsprechenden
Bedingungen an das Potential (Definitionen [7| und .



6.1 Formulierung des Theorems: eine spezielle Skalierung der Parameter 7

Definition 7. V ist in V, wenn gilt:

(i) Der Hamilton-Operator H = —%A—i—V hat keine gebundenen Zustinde, d.h. H, , =

{0}
(11) Null ist keine Resonanz von H.
(iii) V ist eine C*-Funktion auf R3.

(iv) V' und deren Ableitungen besitzen folgende Schranke: Fiir jeden Multiindex o gibt
es eine Konstante M, < 0o, so dass |02V (x)| < M, fir alle x € R3.

(v) Es existieren positive Konstanten 6 und C, so dass

[V (x)| < C{x)™>° fiir alle x € R>.

Theorem 4. Sei 1) eine normalisierte Wellenfunktion aus S(R?), und man nehme an,
dass V in 'V ist. Zusditzlich nehme man an, dass der Punktprozess (A*,§,P) die Gleichun-

gen (#-3), {4.6) und erfillt. Sei ko || e mit ko > 0 und ko ¢ Cs. Dann ist 0%,
wohldefiniert und es gilt

o (E) _ N*(T, R, A¢ L€ ¢, E) L 0’(2) _ /Udiﬁ(w)dQ, (68)

T e—0,R—00,7—00

>
wobei ol(w) = 1674|T (kow, ko)|? und — die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit be-

zeichnet.

Definition 8. V ist in V', wenn gilt:

(i) Der Hamilton-Operator H = —3A+V hat keine gebundenen Zustinde, d.h. H,,.,, =

{0}.
(11) Null ist keine Resonanz von H.
(111) V ist in (V)s.
(iv) V ist eine C°°-Funktion auf R aufer an endlich vielen Singularititen.

Mit dieser Definition erhalten wir

Theorem 5. Sei ¢ eine normalisierte Wellenfunktion aus C§°(R3), und man nehme
an, dass V' in V' ist. Zusdtzlich nehme man an, dass der Punktprozess (A*,§,P) die
Gleichungen , (@ und (@) erfillt. Sei ko || es mit kg > 0 und ko ¢ Csx.. Dann ist
emp Wohldefiniert und von Theorem qgilt.

g
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6.2 Beweis des Theorems iiber den Streuquerschnitt

Zur Notation: 0 < ¢ < oo bezeichnet eine Konstante, deren Wert sich wahrend einer
Rechnung oder Abschétzung éndern kann. Diese Notation wird auch im Anhang verwen-
det.

Wenn V € V und ¢ € S(R?) oder V € V' und ¢ € C§° sind, erfiillt die normierte
Wellenfunktion 1y, die Bedingung fiir alle y € A° und alle € klein genug: Fiir den Fall
V €V und ¢ € S(R?) folgt das aus einer einfachen Rechnung, wihrend es fiir V € V/
und ¢ € Cg° ausreicht zu bemerken, dass die Wellenfunktion ¢y, fiir alle y € A kein
Uberlapp mit den Singularitdten des Potentials hat, falls € klein genug gewéhlt wurde.
Die Grofie N* ist daher durch wohldefiniert und wir fithren den ersten Limes in
(6.8) mit Hilfe der folgenden Proposition aus:

Proposition 5. Man nehme an, dass iy, die Bedingung fir alle y € A€ erfillt,
und dass das Potential der Bedingung A3 geniigt. Zusditzlich nehme man an, dass der

Punktprozess (A*,§,P) die Gleichungen (4.5), {4-6) und erfillt. Dann gilt fir die
Anzahl N*(1) der detektierten Teilchen ein Gesetz der grofien Zahlen, d.h. fir alle 6 > 0

gilt
N*(1,%
limP(‘L—v' z5> =0, (6.9)
T—00 7—
mit
€ ’g[);
v= B (M) (6.10)

A€

Bemerkung 14. v = ~(X) = (¢, L, A, R, Y) ist der Streuquerschnitt, den man in
einem Experiment fiir hinreichend grofie 7 messen wiirde. Theorem [4] bzw. [5| besagt, dass
die restlichen Limiten in angewendet auf v dann auf den asymptotischen Streuquer-
schnitt (X)) fithren. Wenn der zugrunde liegende Punktprozess ein Poisson-Prozess mit
[0,7) = RT ist, bilden die Zeiten der Detektion in R einen Poisson-Prozess mit Dichte .
Dariiber hinaus bilden die Detektionsereignisse (also Zeit und Richtung) im Streuregime
diff

einen Poisson-Prozess auf R™ x S? mit Dichte o%(w).

Beweis von Proposition [J Mit der Definition (4.13)) von N* gilt

N*()(X) = X (A1) = X xee (V). (6.11)

AEX*

wobei B(T) gegeben ist durch

B(r) = {(t,y,2) € A|Naw (7, 2)(t, y, ) = 1}. (6.12)
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Es folgt daher mit (4.5 und (4.6]), dass

B (N (7)) =u(B(r) = [ xom@ONEE) @0 =7 [ E% (NE(D) Py = 7. (6.3

Die Proposition folgt daher durch die Ergodizitatsannahme (4.9). B

Um nun ~ fiir grofle R auszuwerten, miissen wir Korollar [3| anwenden. Um zu zeigen,
dass dafiir alle Voraussetzungen erfiillt sind, muss man noch iiberpriifen, ob ¢y, fiir y € A
und ¢ klein genug in G ist. Wenn ¢) € Sund V € V oder ¢ € C5°(R?) und V' € V' sind, ist
Yy, € C%(H) fiir alle y € A° und e klein genug (siehe weiter oben). Mit (i) der Definition
von V bzw. V' (Definition [7] bzw. [8]) folgt, dass es keine gebundenen Zustinde gibt. Also
ist 15, € Hae.(H) N CP(H), fiir alle y € A° und € klein genug. Wegen 15, € S(R?) bzw.
Y5, € C°(R?) folgt dann, dass 15, € G fiir alle y € A° und € klein genug.

Mit Proposition [5{ und Korollar [3ist der Limes ¢(3) in Theorem {4| gegeben durch

- - v (N )2
(=) =lim Jim v =limy fim [ B (N %)) €y
A€
L : v Yy 2
=lim [ lim E* (Ndet(R, E)) d“y

e—0 R—o00

:hm//uf%(k)y?d?yd%, (6.14)

e—0

Cx: A€

wobei die Vertauschung von Limes und Integration durch die dominierte Konvergenz
gerechtfertigt ist. Setzt man die S-Matrix ein, erhélt man

—hm//]SQ Yoe (k) PdPyd k. (6.15)

Cy A¢

Die Formel fiir S = T + [ ist gegeben durch ([1.17) und (1.18). Um diese Formel anzu-
wenden, schreiben wir anstatt ( m

o —hm//|}" (TN — 46) + TS, + o) (k) Pd2yd k. (6.16)

Cyy A€

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhélt man
= hm// | F (T (k) [*d*yd’k, (6.17)
Csy A€

vorausgesetzt, dass

ing [ 0705 — vyl = 0 (6.15)
Ae
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und

e—0

Cy A€

hm//yz?;(k)ﬁd?yd%: 0. (6.19)

Bemerkung 15. In [21] ist eine falsche Bedingung formuliert worden, um von (6.15)) zu
(6.17)) zu gelangen.

Wir werden nun (6.18]) und (6.19) zeigen. Mit (6.4]) erhélt man fir (6.19))

//w J[2dydh =€ //w('“ '“O)rcF e [ /|¢ ) Py

Cy A€ L(Cx—ko)
(6.20)

Da kg ¢ Cf, existiert ein 6 > 0, so dass

|k — ko| > 0 fiir alle k € C. (6.21)

Nun kann man ausniitzen, dass ¢ € S(R3) (wir werden ausniitzen, dass || < ck=(@+2),
Dann ist das letzte Integral in - ) beschrankt durch

1
/ /|¢ ) PdPyd®k < / /|¢ ) PdPyd*k < / k2d+4d3k§ce. (6.22)

L(Cg—ko) A° f>8 A€ >3

Mit (6:22) folgt (6.19).

Da Q_ eine partielle Isometrie ist, ist (6.18) &dquivalent zu
: € eN2 g2,
ing [ 125, — vy Pty =0 (6.2
Gleichung ((6.23)) ist der Inhalt des folgenden

Lemma 3. Sei V € (V)5 und so, dass Null weder ein Eigenwert noch eine Resonanz
von H ist. Sei ) € S(R3) und kg || e3 mit ko > 0. Dann gilt

: € €292,
ing [ 05 — w5 Py = . (6:21
Ae
Bemerkung 16. Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass supp@g C Pg, fir ein a €

(0,%), wobei PS :={k € R®: k-e3 > kcosa}, 0 < a < I ist, kann man—sehr &hnlich
wie im Lemma [B}—beweisen, dass

Jim [0y = wylPy =0, (6.25)
YL



6.2 Beweis des Theorems iiber den Streuquerschnitt 81

Dass der Integrand in (6.25) gegen Null geht, wenn y grofl wird, war schon bekannt (siche
z.B. [3], Korollar 8.17, [50], Theorem XI.33, und [57], Theorem 2.20).

Beweis von Lemma[3. Es ist
€ €2 __ € €
||Q—¢y - wa =1- ( Y Q—,lvz)y) + c.C., (626)

wobei c.c. das komplex Konjugierte bezeichnet Da Q_v = f:lzz)\(k) fiir jedes ¢ € L*(R?)
(Proposition [1], (iii)), erhélt man fiir die rechte Seite von (6.26)

1— /(w )(27) 3/2/¢6 (z, k)dP*kd*z + c.c. (6.27)
Mit
o (x, k) =e** —n_(x, k) (6.28)
und |5 []* = 1 gilt
1Q-vg — vg | :/( )(27) 3/2/¢6 (x,k)dPkd*x + c.c. (6.29)

Wir teilen mit den glatten (C*°) “Mollifiern” 0 < fi(k) < 1 und 0 < fo(k) < 1 die
k-Integration in zwei Teile. Die “Mollifier” haben folgende Figenschaften:

1, fiir |k — ko| < %2
0, fiir |k — ko| > 2

folk) =1 — fu(k). (6.30)
Mit erhélt man fiir ((6.29)
10 — e |2 = / (65" () (2m) 2 / T (k) (fy + fo) (k) (. k) PR + c.c.
- / (05" () (2m) 2 / 75 (k) (k) (. K) ks

+/W;)*(CB)(QW)_?’/Q/@(k)fg(k)n_(w,k)d?’kdgx+C.c.
:211+12+C.C. §2|Il|+2|12| (631)

f1(k7) =

Da ¢ € S(R?), ist fiir jedes n > 0 |7$( )| < & Mit Propos1t10nl (ii), gilt |n_(x, k)| <

1+ |¢_(x, k)| < c. Das ergibt mit (6.3), (6.4 und -
c k—-k
nl < [loe-wien= [ ]5(5R)

k—ko|> 50
€

k ko
|ke|> "0 || >

P kd’x

kn

&’k < ce"? / Lk = cens, (6.32)
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Um die Aussage von Lemma [3| zu erhalten, muss man I; und I iiber A€ integrieren.

Mit (6.32) erhalten wir

/ |I|dPy <ce"*%, (6.33)
Ae

was gegen Null geht, wenn wir n grofl genug wéhlen. Es bleibt also zu zeigen, dass

hn%/ |I1|d*y = 0. (6.34)
(6.34) folgt aus
nr%/ |I,|d%y = 0. (6.35)
YLe

Setzt man die Lippmann-Schwinger-Gleichung ((1.20)), d.h.

1 eik|m—m’|

n-(z, k) = V(x)p (' k),

o | o — ]

in (6.31)) ein, erhélt man

zk:|w x|
_ 5 3 1 33 3
= on / /w Vil /| o (@ k)P Phd'. (6.36)

Da der Integrand in absolut iiber x, ', k integrierbar ist (da ¢ € S(R3), V €
(V)5 und wegen Lemma [2] (ii)), kénnen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen und
vor allem Variablentransformationen ausfithren. Mit (¢g)*(x) = ()" (z — y),@//J?E(k) =
Ve (k)e=*Y erhalten wir

1 ethle=a'|=iky / / 3.1 137,13
L = / (x—y /w ) f1(k / V(x)o_ (2, k)d ' d°kd’x.

2m)3 —a’
emt J @~
(6.37)
Substituiert man @ — x — y und setzt man y = (y1, yo, —L°) ein, wird (6.37)) zu
1 ik|y+a:—:1:’\—ik1y1 —ikoya+iks L€ ,
I = Vix
=) / /‘” Julk / P @)
X gp,(w ,k)d3x’d3kd3x. (6.38)

Wir fiihren als eine abkiirzende Schreibweise (keine Variablensubstitution) § = y+x—a’,
a =z — ' und by := —L° + a3 ein. Bezeichnet man mit (r, ) die Polarkoordinaten von
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(71, U2), wobei e, der entsprechende radiale (_Les) Einheitsvektor ist, wird obige Gleichung

zu

1 L eik\/gf+g%+(fL‘+a3)27ik1g1fikggj2+ik3L5
h-— W)@ [Fenew [ :
(2m)2 Y]

R3 R3 R3

x ethatikeay (o (@ k)d2' dP*kdx

L @ [Fono [T e
= €T € e 1a1+1K20a2
(27)3 4, J, ' J, 1?2+ b3

x V() o_ (2 k)d*s' d*kd’z, (6.39)

mit ksind = |k,| = \/k} + k3 und k3 = k cos ), wobei ¢ (0 < ¢ < 7) der Winkel zwischen
k und e ist. § bezeichnet den Winkel zwischen k, = (ki, k2,0) und e,. Niitzt man die
Eigenschaften des Trégers von f1(k) aus (vgl. (6.30)), erkennt man, dass es einen Winkel
0 < a < 7 gibt, so dass

¥ <a, ie cosa<cost <1, 0<sind <sina, 0<a<g (6.40)

fiir alle k in dem Trager von f; gilt.

Wir fithren nun sphérische Koordinaten (k,w) fiir k als Integrationsvariablen ein und
integrieren zunéchst iiber k& (man beachte, dass  nicht k-abhéngig ist). Da @\6 € S(R?),
f1 glatt und Z¢_ (2, k) uniform in k beschréinkt sind (Proposition , (iv)), konnen wir
zwei partielle Integrationen nach £ ausfithren und erhalten

L= or [ W@ [ Vi) / 7 (TR A (R Ry ins )

RS

dkdQd®x' d*x, (6.41)

X N
V12 + b2

b?
A=r <\/1+r—g—sinﬁcosﬁ> + L cos¥. (6.42)

Um die Ableitungen von den Funktionen fi(k)p_(a’, k) abzuschétzen, verwenden wir
Proposition[2] (iv), und die Glattheit von fi (k). Mit der iiblichen Multiindex-Schreibweise

wobei

i = (i1,142,13,14), im € No, [1] 1= 11 +ig + i3 + @4, J = (J1,J2,J3) analog,
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und mit k; = Kk, K € [—1,1], [ = 1,2, gilt

82 / e ik1a1+ik2a
‘a/@ (Fi(k)p- (o' k)i (R)kZeiertites)
o o2 /\ o3 ) O )
<2 - k k 6 k k2 S ik1kar - ikokasg
<2 | (b | (00 [ et et
ni | 9% (7 i3 ia
<c §. (1) | (w (k)k?) |11 [ 5205
li|=2
| O s~ o
< § \i1 € 2 13 14
C|z:2(1 +e) Okiz <w (k)% ) aa
< Nu € 2 RPSVATES a2t
c|§'2:(1+x) el CROL IR
2y~ )
< AV € 2 _ pl|93
D0+ g (FE) |l o' (6.3
] =
Mit (6.40]) sieht man, dass
A>r(l —sina) 4+ L cosa > Apin == n(r + L°), (6.44)

wobei 7 := min((1 — sina),cosa) > 0. A in (6.42)) ist also von unten beschrinkt. Setzt
man ((6.44) und (6.43) in (6.41)) ein, erhélt man

wie [iniey<e Y [ 1ot |/|v |//mm

Yie | | QRQ R3

X

a’? <7v/b\6(k)k‘2> ) |z — ')3(1 + ') dkdQd® 2’ PP xd?y. (6.45)

Da der Integrand von der rechten Seite von ([6.45]) positiv ist, kénnen wir die Variablen-
transformation (y1,y2) — (v1,92) — (r,0) anwenden, sowie die Reihenfolge der Integra-
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tionen vertauschen. Mit ((6.44]) erhalten wir dann

0o oo 21

My [ \/rv \////mm\ah(&(kw)

l71=2 g3

x |z —x'|3(1 + 2/ 'rdfdrdkdQd* s d*x

<% fiven [ | [ [ i

l71=2p3

X |lz—x'P(1+2 )Jldrdkdﬂd%’d?’

Y e |/|v |//|aﬂ2we i)

l7l=2ps3

X |lz—x'|*(1+z )Jldded3$’d3x. (6.46)

of (U (k)k?)

Da |z — /|3 < 2(2%3 + 2%3) fiir j3 = 1,2, kann man ((6.46)) vereinfachen zu

MSE /|¢ (1+ ) /a;é («?(k)k?)(/\wx’

l7]=2 R3

x (1+x )]1+]3d3x’dkd9d3x. (6.47)

Esist V € (V)5 (also ist V € L?(R?) und |V (x)] < Cz=®7%, § > 0, fiir * > Ry) und
J1 + js < 2. Daher ist die a’-Integration endlich und wir erhalten (durch Teilen des
Integrationsgebiets von @’ in zwei Teile, ' > Ry und =’ < Ry)

M<= Y /|¢( (1 + 2)* /‘aﬂ (A )k2>‘dkzd9d3x. (6.48)

J2+73<2ps3 R3

Verwendet man (6.3), (6.4) und ¢ € S(R?), findet man durch eine einfache Rechnung

|
/|¢ )@ dBa <€£3£ (6.49)
und
/ ’af @e(kz)k?) dkdQ Scet —. (6.50)

R3

Da jy + 73 < 2, folgt mit (6.49)), (6.50) und (6.5)) dass fiir M in (6.48) und fiir kleine € die

obere Schranke

M < L; = 2 (6.51)
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existiert. Wegen [ > 2 geht M fiir ¢ — 0 gegen Null. Das vervollstdndigt den Beweis von

86
Wir kénnen nun mit dem Ausrechnen von (6.17) fortfahren. Mit erhalten wir

2. m

fitr (6.17)
o(%) =lim / T (k) PPy R
Csy A¢
2
= lim 4 / VD (ko )0 (KK AQUR)| diyd®h
Cx, A¢ |k'=k
2
~ lim 47" / / / (koML (o, k') (KK dUK') | dysdyad®k
Cs yp< De k!=

(6.52)

(y1,y2). Wir setzen noch einmal die Identitat f; + fo = 1 ein, womit o(X)
2

wobel y,, 1=
nun gegeben ist durch
/] / e SIOT (ks K (K) (1K) + fo(K)RAQ(K)
(6.53)

lim 472
e—0
CE Up< DE k=
X dyl dyg d3 k.

Das Quadrieren fithrt zu vier Termen. Der Hauptterm ist
Witk WO (o, k) e (k) f1 (K )W dUK') | dysdysd’. (6.54)

2

hm 4 / / /
Cs y,< D
Bevor wir ausrechnen, zeigen wir, dass die anderen drei Terme vernachlassigbar
sind. Wenn man beachtet, dass T'(k, k') beschréinkt (Korollar (1)) und ¢ aus S(R?) sind
erhélt man
/ e W MO (ke KOS (K fi(K )W AQK')| <k, i = 1,2,
€2
> / (57)
<<k
€2
f2(KNAQUE'). (6.55)

k'=k
/ o~ iR K LY (ke K (k') fo (kK QK| <

k'=k
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Mit (6.55) kann man sehen, dass die Differenz zwischen ((6.54]) und (6.53)) beschrankt ist
durch

—k
0) ‘ Fo(KE2AQUE ) dPyd®

<€3+2d/ w (
R3
C

’ ko
|k _k0|2?

2y<D£ k/_

kO) ‘ fQ(k/)k,/QdSk,/
~ (kK — Kk
€

Fiir jedes 6 < n € N gilt |@Z(k:)| < ;%. Damit ist die rechte Seite von 1) durch
ce" 3724 beschrinkt, geht also gegen Null fiir € — 0, falls n grof§ genug gewithlt wird (in

K2 d3K . (6.56)

Abhéngigkeit von d). Damit sind die drei Terme, die durch Ausmultiplizieren von (6.53)
neben (6.54) entstehen, vernachlissigbar klein.

Da wir zeigen werden, dass

2

lin%47r / / / (yitkove kLY (fo " Yabe (K') 1. (KK dQUK') | diyrdysd®k = 0,

CZ]y >D€

(6.57)

kénnen wir die y-Integration in (6.54) auf ganz R? ausdehnen, so dass der Streuquer-
schnitt nun gegeben ist durch

2
) = lim 4 / / / R K IV D, k)G (K') fu (K )R AQUR')| dyidysd®k.

Cx R2 |k'=
(6.58)

Bevor wir (6.57)) zeigen werden, rechnen wir ([6.58) mit Hilfe des folgenden Lemmas
aus:

Lemma 4. Sei 0 < a < 5 und 6 > 0 gegeben. Man nehme an, dass ¢ : R? — C
eine Funktion mit Triger in dem Sektor PS = {k € R® : k- e3 > kcosa} und mit

f |6(k)|?dU(k) < oo ist. Dann gilt

2

[l [ e vomantn] ey= [ 1ot -aatm, (6:59)

R2 k=6 k=6
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Der Beweis findet sich in [3] (Lemma 7.17).

Wegen Korollar|1|ist T'(k, k") beschriinkt und stetig auf R x R3. Zusitzlich ist @\f(k) €
S(R?) und ¢<(k)fi(k) hat einen Tréager in dem Sektor P22 mit 0 < U5 < 2. Also folgt

es
mit Lemma 4}

€ 2 2 1
U(Z)—hm167r / / T (k, k)| (k:') (K] cosﬁ’dQ(k,)dgk
Cy k'=
=lim1 T(k k)|~ ——d’kdQ, :
im 167 //| TG (6.60)
¥ R3

wobei k§ = kcos?'. Da supp fi(k) C PP mit 0 < 95 < 5, existiert ein > 0, so dass

€3

d < cos?'. Dann ist das Integral in endlich (es ist < c||¢|| ). Da |@\€(lc)|2 — d(k—ko)
im Sinne von lir%f [ve(k)|g(k )d3k = g(ko) fiir jede beschriinkte und stetige Funktion g,

und weil T'(K'w, k'), fi(k') und —5 beschriinkte und stetige Funktionen von k sind,

konnen wir

o(¥) = 167r4/ 1T (kow, ko) |2d$2 (6.61)

folgern.

Der Beweis von Theorem und Theorem ist also vollstédndig, wenn man (6.57)) zeigen
kann. Durch Variablentransformation folgt (6.57)) aus

2

lim / / - / 0 SR R P kYO () ()RR dyrdyad®h = 0.

e—0
R3 Yp >D k! =

(6.62)

Gleichung ((6.62)) ist der Inhalt von

Lemma 5. SeiV € (V)s5, v € S(R?) und ky > 0. Weiterhin nehme man an, dass | > 2
und d > 2l — 3 gilt. Zusdtzlich sei Null weder ein Figenwert noch eine Resonanz von H.

Sei M gegeben durch (fiir eine einfachere Notation haben wir k und k' vertauscht)
M= M) = [ S OERESI T R (R)bdR). (669
k=k'
Dann gilt fir jedes D > 0

. 1
lim /@|M|2dy1dy2d3k;':0. (6.64)

R3 yp>D
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Beweis von Lemma[5. Wir werden folgende Ungleichung zeigen: Es existiert ein ¢ < oo
(6.65)

so dass
ld+5—4l

M\w

|M| <CX<70

Gegeben (6.65) zeigt man nun, dass (6.64) folgt. Mit ist das Integral in (/6.64))

2d+5—41 % /
/ / 06 - d2yd3]€/ S C€2d+5 4l/ dk
Yp <1+ |k'—k0|> <1+ [k k0|>
_ C€2d+6—4l/ dk’
(1+ |k])?

o <t < B Y02 D
—0o0
(6.66)

— edt6—al

dominiert durch
1

9 und (6.64)) folgt.
Nun zur Ungleichung (6.65)). Durch Variablensubstitution in (6.63) von w zu ki, ko

Da d > 21 — 3, existiert ein 6 > 0, so dass d = 2l —3 4. Dann ist von der Ordnung
&2
(k = K bleibt fixiert) mit der Jacobi-Determinante k'ks, ks = ks(k1, k2)

und der Bezeichnung k., = (ky, ko, k3(k1, k2)) erhdlt man

M // k‘l yé +k‘2 :I€3L6 (k/, k:+)1//1\€(k+)f]_<k+) k/k dkldkz
k2<k/2 3
ki —ko\ .. fi(k
/ / (T(kz’ k)b ( S 0) e'hal %) dky dks
€
k2+k2<k’2 ’
:,_§ // 2@ gy, ko, K, €)dleydks. (6.67)
€ k2+k2<k’2
(k1, k2), ergibt sich (dabei beniitzt

Macht man zwei partielle Integrationen nach k
man, dass fi(k,) und die Ableitungen davon auf dem Rand des Integrationsgebiets ver-
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schwinden)

p

1 —i(k1 % +ko ¥2 Y 4
=gt | [ [ (T, DY 2 g, b
kp<k

1
:_§€d // —Z(kl +k2 yp Vkpg(kl, kQ, k/, E)dkldk?
€2
kp <k’

1 .
= e / (vkpe*“’fl%%i%)) Yo Gy gk, ko, K )by ds
€2
k

Yo Y
1 "
| [ et g e g oy ey, K €)dkydks
< kp<k' U Yp
1 e 2
<<= [ [ D |0k0k 9k ke, K €)| dRyds. (6.68)
€2 yp k Sk ij=1

Wir schitzen nun die Ableitungen von ¢ auf dem Tréger von f; ab. Auf dem Tréger
supp fi ist k3 > ko/2. Mit Korollar |1 erhdlt man dann fir i, j = 1,2
sSup ‘T(kla k-i-)l < ¢ sup ’asz(k,> k-&-)‘ < ¢ (669)
k'cR3 k., csupp f1 k'€R3 k4 csupp f1
sup 04,00, T (K k)| < c.

k' €R3 k4 esupp f1

Um die Wellenfunktion v <k+ ko) und ihre Ableitungen abzuschétzen, fithren wir folgen-
de Notation ein:
1 1

Pk: = 1+ |k,_6k0|7 Pk = —1+ \k—eko\

(6.70)

Offensichtlich gilt
Py < P (6.71)

Da ¢ € S(R?), fallen QZ und dessen Ableitungen schneller als jede reziproke Potenz von k
ab. Also kénnen wir fiir k, € supp f; und fiir jedes n € N passende Konstanten finden,

~(ki —k (. ~(ki —k c .
8k1¢( +€ 0)‘§2Pk+’ akiakj¢( +€ 0)‘§6_2Pk+'

(6.72)

so dass

(78
€ +
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—ik3 L

Die Ableitungen von dem dritten Faktor e von g konnen auf supp f; folgendermafien

abgeschétzt werden:

‘ e—ikz3 L

S 1’ |akie—ik’3[,e

k;
< el e (6.73)
| s
Da |k;| P, <€, erhalten wir mit (6.72) (n = j + 1) und (6.5)
—i € -~ k - k € 5 € ; & : . . .
'(8;%6 ksl ) <%0)’ < cL|ki| P, Py, < cLfeP}, = FP,L, Jj beliebig. (6.74)

Mit einer dhnlichen Rechnung kann man zeigen, dass

€ 62172

‘@kiakje_mew(ﬂ)‘g "_Pi_, j beliebig, (6.75)

und analoge Abschétzungen auch fiir die Terme gelten, die Ableitungen von 1Z (@)
enthalten. Offensichtlich gilt

k k
wp D] o o A
k. esupp f1 ks k. esupp f1 ks
k
sup |0k, Ok, filke:) <e i,j=1,2 (6.76)
k. €supp f1 k3

Kombiniert man (6.69)), (6.72)-(6.76) und verwendet man, dass 2/ —2 > 2 (da [ > 2),
erhilt man fiir alle ¥’ € R? und jedes n € N

C
621—2

|0k, Ok, (1, o, K €)] < <55 P, (6.77)

fir alle (kq, ko), so dass k4 € supp fi.

Fiihrt man die urspriingliche Integrationsvariable w ein, ist M nun gegeben durch

¢ —2l+3 n
| M| Sﬁem 243 /X{f1>o}Pkk"k:3dQ(k)

P k=k!
C _ 1 n
S—%€2d 21+2X(k707%k0)(k,) / Pde(k) (678)

k=k',|k—ko|< 50
Wir wéhlen n =4 in und teilen P in
P, =P,P; < PP} (6.79)
Damit erhéalt man

c _
| M| SFM% 2lX<%07%k0)(k’)Pkl, / PdQ(k). (6.80)
g k=k/,|k—ko| < X0
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Auflerdem gilt

1
/ P3Ok < ¢ / e dkdky < e (6.81)
Ep
k=K' ,|k—ko| <0 R? <1 + ?)

Also ist

c 5_
|M| §E€2d+2 QlX(%O,%kO) (k/>Pkl’7 (682>

p

und (/6.65|) folgt. Das vervollstdndigt den Beweis von Lemma |5, B



Anhang

A.1 Zum Beweis von Proposition

Proposition |2 ist—den Ideen von Ikebe in [37] folgend—in [58], Theorem 3.1, bewiesen
worden. Der Beweis von (iii) enthielt aber einen Fehler. Es wurde die Notwendigkeit
des Faktors k = Hik iibersehen, welcher die hoheren Ableitungen der generalisierten
Eigenfunktionen in den “richtigen” Banachraum bringt. Die Notwendigkeit dieses Faktors
entsteht durch die Ableitungen von k, dem Betrag von k, welcher in der Greenschen
Funktion der Lippmann-Schwinger-Gleichung auftritt. Die Ableitungen von k nach
den Koordinaten divergieren fiir kleine k, falls die Ordnung der Ableitung gréfer als eins
ist. Der Faktor x hebt diese Singularitéit auf. Beachtet man dies, kann man den Beweis
von [58] wortlich tibertragen. Die Aussage (iv) folgt ebenso durch den Beweis in [5§],
indem man Ableitungen nach den einzelnen Koordinaten durch die Ableitung nach dem

Betrag k ersetzt. In diesem Fall besteht keine Notwendigkeit fiir einen Faktor k.

A.2 Beweis von Lemma

Sei v € G. Dann existiert ein Y € G° und ein t € R, so dass
w — e*thX.
Verwendet man die “intertwining property” (1.15)) erhalten wir
wout — Q;lw — Q;lefthX — efiHoterlX — eiiHOthut- (Al)

Da G* invariant unter Zeittranslationen ist, reicht es aus zu zeigen, dass You (k) in GF
ist. Es ist (x)2H"x(x) € Ly(R3?), 0 < n < 8, und (z)*H"x(x) € Ly(R3?), 0 < n < 3.
Daher gilt auch

H"x(x) € Li(R*) N Ly(R?), 0 <n <8,

, . (A.2)
(Y H"x(x) € Li(R*) N Ly(R*), 0 <n <3, j={1,2}.

93
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Mit Proposition [1], (i) und (iii), gilt fiir f € L?(R?)

FQ f =FF, (A.3)
und daher
Toulk) =Fix(0) = 20)°F [ 1 @ n(@)e (A4)
Mit erhalt man
k,2

5 Kot () = Hoxou (k) = F(HoQ ) (k) = F(Q Hx) (k) = Fo (Hx) (k)
=20 F [ e R @) (A5)

Indem man H auf Xou(k) (0 < n < 8) anwendet, erhélt man in dhnlicher Weise, dass

k,2n

e Ron() = (20)°F [ () (") @) (4.6)

Da die generalisierten Eigenfunktionen beschréinkt sind (Proposition 2} (ii)), und H"x €
Li(R?), 0 <n <8, gilt

Xous (k)| < c(1+ k)" <e(l+ k)" (A7)

Wegen Proposition [2} (iii), und (A.2) kénnen wir (A.4) nach k; differenzieren und erhalten

|0k, Xout (k)| = '(271')3 / (8kig0*+(zc, k:)) x(x)dPz| < ¢, Yk € R*\ {0}. (A.8)

Differenziert man (A.6) mit n = 3 nach k;, findet man

KOOk, Xous (K) = 8(27r)’% / (8ki<p*+(a:, k:)) (H*)(x)d*x — 6k5)?out(k:)%. (A.9)

Wieder ist die rechte Seite wegen Proposition [2] (iii), (A.2) und (A.7) beschrénkst. Also
bekommt man mit (A.8])

|0k, Xout ()| < c(14+ k)%, Vk € R*\ {0}. (A.10)

Mit Proposition 2} (iii), und (A.4) kénnen wir das Produkt aus x und einer zweiten
Ableitung von You (k) kontrollieren:

| KOk, Ok, Xous (k)| = '(QW)_S/(/f@kj(?kigoi(w,k))x(w)dsa: <ec, Yk e R*\ {0}. (A.11)
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Fiir die letzte Ungleichung haben wir (A.2) mit j = 2 und n = 0 verwendet. Mit ({A.9)
erhélt man ebenso

3

kS0, O, ous (k) =8(27) 3 / (K0, O, (. k) () (@)d*a

kiki ki .
— 30k4zznxout(k) — 6/55?58,@ Xout (k)
ko k — kik; ki .
- 6k5Xout(k> % - 6]1'5?]!18]%)(0%(’{7), <A12)

wobei die rechte Seite wegen Proposition [2] (iii), (A.2), (A.7) und (A.10) beschrénkt ist.
Daher folgt mit (A.11))

K0 Xout (k)| < c(1+ k)6 <c(1+k)7°, |a| =2, Yk € R*\ {0}. (A.13)
Gleichung (A.10]) impliziert auch
10k Xour (k)| < c(1+ k)%, Vk € R®\ {0}. (A.14)

Ebenso erhélt man, wenn man (A.4) zweimal nach k differenziert, dass
|0iXout(K)| < ¢, VE € R*\ {0} (A.15)
Differenziert man zweimal (A.6|) fiir n = 2 nach k, ergibt sich

|0 Xout (k)| < c(1+ k)™ <c(1+k)3 VkeR*\ {0}. (A.16)

Dabei wurde Proposition [2} (iv), (A.2), (A.7), (A.14) und (A.15) verwendet.
Mit (A.7), (A.10), (A.13) und (A.16) folgt, dass Xout(k) € GT ist.

A.3 Beweis von Lemma 2

Auf den ersten Blick kénnte man meinen, dass Lemma[2] ein Standardresultat iiber stati-
onére Phasen wie z.B. Theorem 7.7.5 in [33] ist. In unserem Fall aber sind die Vorausset-
zungen an (k) sehr schwach. Man beachte, dass diese schwachen Voraussetzungen eine
Notwendigkeit sind, da wir das Lemma mit x(k) = z/p\out(k:) verwenden. @Om hat aber
gemifl Lemma 1) und Proposition [2| diese schwachen Eigenschaften. Besonders die zweite
Ableitung von @/Z)\Om(k) nach den Koordinaten ist unbeschréankt fiir kleine k. Zusétzlich ist
unsere Situation komplizierter als das der iiblichen Ergebnisse iiber stationéire Phasen, da
der stationédre Punkt bei ¥ liegt, und wir ein uniformes Resultat in  und ¢ > 0 benétigen.

Unser Beweis setzt @ # 0 voraus. Der Fall * = 0 muss separat behandelt werden.
Da er aber wesentlich leichter als der allgemeine Fall ist, werden wir ihn nicht explizit
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ausfithren, sondern bemerken nur, dass der Fall x = 0 mit zwei partielle Integrationen
nach k£ und den Methoden, die wir fiir den Bereich A3 (Definition weiter unten) entwickeln
werden, behandelt werden kann.

Wir skizzieren zundchst den Beweis. Das Integral in (3.21]) hat einen stationéren Punkt
bei ks = £. Wir ziehen den fiihrenden Term aus dem Integral, indem wir schreiben:

ik ik iR ik
/6 ik X(k)dgk :/6 5 t+ik (X(k) — X(ks> -+ X(ks)) d3k

—i ik —i ik
= [k )P [ e () - x ()
(A.17)
Der erste Term der letzten Zeile von({A.17) gibt bereits das richtige Resultat, d.h.

g2 . 27T % 52

/e’?t“k'zx(ks)d?’k = <_t) e' 2t x (k). (A.18)
i

Das Lemma folgt also, wenn man zeigen kann, dass der zweite Term von der Ordnung ¢ 2

ist, d.h. kleiner oder gleich t%, mit einer Konstante uniform in & # 0 und ¢ > 0, oder—was

gleichbedeutend ist—uniform in kg # 0. Dafiir werden wir zweimal partiell integrieren.

Verschiebt man den Koordinatenursprung durch die Substitution k=k— ks zu kg erhilt

1
e
wobei x” die zweite Ableitung nach den Koordinaten bezeichnet. Diese Ableitung ist

singuldr bei k + ks = k = 0 (vgl. Proposition [2| (iii)): Mit || < € sieht man, dass
(A.19) beschrinkt ist durch

man

X//(E + ks)

- &Pk, (A.19)

\ [ e () - xk)

1 C ~
— [ |=—| k. (A.20)
) k2

Die zweite Ableitung fiihrt also zu einem zusétzlichen Faktor ¢, weshalb (A.20) zunéchst

ks
2

beschrénkt, sind k£ > % und das Integral fiir diesen Bereich uniform beschrinkt. Geht

man zu der urspriinglichen Variable k zuriick, erhélt man ebenso eine uniforme Konstante,

nicht integrabel ist. Wenn man sich aber zunéchst auf einen Ball um kg mit Radius

wenn man iiber eine Kugel um k = 0 mit Radius ~ kg integriert, die nicht die Kugel um
den stationiren Punkt enthélt. Wir werden eine Kugel um k = 0 mit Radius 2ks wihlen.
Es bleibt die Region k > 2k,. Die groite Schwierigkeit ist, dass man (A.20]) im Bereich

z
t
fiir die uns interessierenden groflen Zeiten. Um diese Problem zu lésen, werden wir in

k = 2kg integriert, was zu einer 1/ks-Singularitédt fithrt. Da ks = £ wird das wichtig
diesem Bereich nicht zwei partielle Integrationen nach den Koordinaten, sondern nach k&
durchfiihren und verwenden, dass |02 x(k)| < C(1+k)~2 Damit umgeht man das singuliire

Verhalten von der zweiten Ableitung nach den Koordinaten.
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Wir werden also folgendermaflen vorgehen: Wir teilen

den Integrationsbereich in die drei Teile

A ;:{keR3;E:|k—ks|<%},

AQ::{kER3:k<2ks/\|kz—ks|Z%},

Ay i={k € R®: | > ;ks}. (A.21)
Abbildung A.1: Skizze der

Die Gebiete A, und As haben einen kleinen Uberlapp, der drei Integrationsgebiete im k-
durch die Verwendung von passenden “Mollifiern” ent- Raum.

steht (Definition weiter unten). In A; und Ay werden
wir zwei partielle Integrationen nach k und in As zwei partielle Integrationen nach k
durchfiihren.

Wir folgen nun den einzelnen Schritten. Wie in (A.17)) ziehen wir den fithrenden Term
aus dem Integral . Der fithrende Term kann einfach berechnet werden und ist durch
gegeben. Wir werden nun den Fehler zwischen der linken Seite Von und dem
fithrenden Term abschétzen. Der Fehler ist

/ e R (o (k) — x (k) &, (A22)

Wie bereits vorweggenommen, teilen wir das Integrationsgebiet mit Hilfe eines “Mollifiers”
auf: Zunichst in A; U Ay und As mit Hilfe von

(1, fiir k < 2k,

p(k) = eexp | ———— |, fiir 3k <k < 2k, (A.23)

L0, fiir k > 2k,.
Der “Mollifier” hat die folgenden Eigenschaften:

supp p = A1 U Ay,
p(k)| <1, |[1—p(k)| <1,

es gibt ein M > 0, so dass: |Okp(k)|, |0sp(k)| <

ol =1
PR ol =
ks’ )

M
und |05 p(k)|, |0k p(k)| <

_2,
S

o] = 2. (A.24)
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Mit p erhélt man fiir
[ () = xthe) @ = [ TR0 (k) — ()
+ [ (o o) (k) ~ (k) Pk
=l + Is. (A.25)
Wir starten mit I;5. Dafiir definieren wir
f(k) == p(k) (x(k) — x(ks)), b=k — ks, (A.26)

und erhalten mit zwei partiellen Integrationen nach k

[Tl = V ) pagae

1 ik R 3
== /(Vke >-,§f(k;)d k

1 /+k (E Vif (k) - f<k>> .

k2

1 62,
— /(Vke—zgt+zk-w> . k (k ka( ) f(k)> d3k’

t? k2 72

1 k2 k- 1 ~a)~a
_ /e—zgt—i-zk-zc (f(k> Ii ka<k) + = Z k 1k7 28alaa2f( )) 3L

k4 k4
oy [+|oa|=2
k ka( )
_t2

Wegen der Definition von p, ist der Integrationsbereich in ({A.27)) gleich A;UA, (vgl. (A.21))

und (A.23)). Wir teilen nun weiter in A; und A, auf. Also kann man ;5 folgendermafien
abschétzen:

1 1 S Rage )
— >k koporfik)|dk

12 4
k |1 |+|e2|=2

d*k +

(A.27)

fk) — k- Vi f(k) 1|1

1 ~Q1 a9 a1 nas
| 115 St_2/ = d*k + 7| Yk koopopfik)|dk
A Ay o1 |[+]az|=2
1 f(k) _E' ka(k) 3 1 1 LT X2 qaq qa
+ 5 = dk+t—2/?42kk88f()
A A oy [+ a2 =2

=L +L+1L+1:=1+1D. (A.28)
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Wir kommen zunéchst zu ;. Mit und sieht man, dass fir k € A;
p(k) = 1 ist und daher erhalten wir fiir f(k) = x(k)—x(ks). Beniitzt man Taylors
Formel und substituiert anschliefend k durch k (vel. ) erhdlt man fiir den ersten
Term I} von I,

2 k4
Ay
_l X(k) — X(ks> — (k _ ks) ) ka(k> Bk
12 (k — k)4
Ay
> (k—ko)" (k= ks)*20," 05" x(§)
:l |t |+ e =2 d3k
2 20k — k)4
Ay
LD R R
o |+|az|=2 37
1 _ A2
. — o (429
Ay

wobei € ein Vektor zwischen kg und k ist, d.h. & = ks + A(k — ks), A € [0,1]. Also ist
¢ > %. Verwendet man Definition , d.h. O, 0, x(k) < Ck™, erhélt man fiir (A.29)

1 -1
1 ¢ i < 30mC¢ / i = 87¢ (A.30)

— = <
o ) ke kt? £2
A1 Al
Den zweiten Term I? von I; kann man in dhnlicher Weise abschiitzen: Anstatt £ hat man
k =k + k, mit k > %. Also ist I; von der Ordnung ¢~2 uniform in k.

Auch die Abschitzung von I, ist dhnlich, nur muss man beachten, dass p(k) # 1
auf A, ist. Beachtet man zusitzlich, dass d®k den Volumenfaktor &2 hat, und A, von
der Grofe kg ist, reicht es aus zu zeigen, dass die beiden Integranden der Terme von
I beschrénkt durch ;5 bzw. 5 sind, mit einer Konstante ¢ > 0 uniform in ks. Dann
namlich ist I < 3. Desr Integre;nd des ersten Terms von I, ist

IA

|f(k) — k- Vif(k)
k4

p(k)(x(k) = x(k)| | IVaf (k)]
\ [P

k4
‘x(k) — x(ks) |0k, X (K)| ‘
k4 k3

8) = x(e) o)

3

2

i=1

IN

3

2

=1

(A.31)

k?)
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Taylors Formel liefert ein § = ks + A(k — k), A € [0, 1], mit
Ix(k) = x(ks)| = [Vix(§)| [k — ks|.
Da x(k) € KT, folgt
IX(k) = x(ks)| = [Vix(§)| |k — ks| < Ck + Ck. (A.32)

Mit (A.32), (A.24), k € Ay (dh. k < 2k, k > &) und mit |9y, x(k)| < C, i = {1,2,3},

erhalten wir

<3ZC 16C  24C  48CM  24CM

f(k) — k- Vif(k)
‘ ~ S + ® + = + i3 + ® (A.33)

k4

Damit ist, wie gewiinscht I3 < - Ahnlich kann man I2 abschitzen. Beispielhaft nehmen

wir ein Summand des Integranden von I3 heraus (Jay| + |as| = 2):

1 ~a1~a; a1 Ao 1 1 A
SRR oo 00| < | oo k)|
(k) — (k)| 00 )] | 4155 oK) 1)
= 2 k2
AR 19 (R | 4105 o)
<8CM n 4CM n SCM n 4C
STe TR T

S

(A.34)

Dieser ist also von der Form < ;5 + ;5. Integration von (A.34) iiber Ay liefert wie bei

I3, dass I3 < 5 und damit ist
c
I < 2
uniform in k.

Nun kommen wir zum letzten Term I3 ({A.25]). Wir fithren den Konvergenzfaktor
pe(k) = e (A.35)
mit 0 < € < 1 ein. Durch Ausrechnen sieht man, dass I3 in (A.25) nun gegeben ist durch

Iy =lim [ e 55 (1 pk)) po(k) (x(k) — x(k.)) d*k

e—0

. 2
) fo(ke, kg) k2 dkdS. (A.36)

e—0
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Mit zwei partiellen Integrationen nach k£ erhélt man

(K2 2
lim = / oit(lr k) o <M) dde‘

e—0 t k—ek-k:s

1 %t(%%-ks) 1 k2 fo(k, ks)

lli%ﬁ/e ak(k—ek-ksak(k‘—ek-ks A2
1 K fo(k, ks)

ak(k—ek-ksak<k—ek-ks))‘dkd9

1
— L gim / |D.|dkd®)
t2 e—0

|I3] =

<—lim
12 50

k>3 ks
<Ly D |dkd + —1i |D.|dkd$)
_ﬁ 51—I>I(l) € t_2 GI—I% €
3 ks <k<2ks 2ks<k
= +I3. (A.37)

Wir starten mit der Abschiitzung von I3. Fiir ein festes kg ist D, auf dem Integrati-
onsbereich uniform in k und 0 < € < 1 beschriankt. Man kann deshalb den Limes € — 0
unter das Integral ziechen und erhélt

1
I =5 / | D|dkds2, (A.38)
ks <k<2ks
mit
1 k*f(k, k)
D‘a’“(k—ek.ksa’“<k—ek~ks>>’ (A.39)
und (wie schon weiter oben)
f(k) = (1= p(k)) (x(k) = x(ks)) - (A.40)

Man findet dann die folgende Abschétzung ((-)" bezeichnet die Ableitung nach k):

ﬁ (1= p(k)) (x (k) — x(Ks))"|

y ‘ (Uc_k—k)% Ty (k — k) (1= () (x() — x(k))|

k2 " 1 1 / k}2 !/
+‘(k;—ek-ks> k—ek-ks+<k—ek-ks> (k;—ek-kzs)

X |(1 = p(k))(x(k) — x(ks))] - (A.41)

|D|§’
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Wegen der Grofle des Integrationsgebiet in ([A.38]), reicht es aus zu zeigen, dass |D| durch

¢~ beschrénkt ist, denn dann ist /3 von der Ordnung O (35) uniform in k.

T+ks
Dafiir benotigen wir (spiter auch manchmal in einer leicht abgewandelten Form)

2 2 (k — ks + ky)? 3
< _ <9, fir k> k.. A42
(k—en k)2 = (k— ky)? k)2 - J firk 2 5 (A42)

Mit (A.42)) erhélt man anstatt (A.41])

DI <9[((1 = p(k)) (x() = x(k))"| + 7= A
47

I ESE (1= p(k)) (x(F) — x(ks))| - (A-43)

C
T bzw.

Da x(k) € KT ist, gilt (man beachte bei der zweiten Ungleichung, dass k > k)

|Ox(k) = x(ks))'| <C(k)™ < C,
|(x(k) = x(ks))"| < O(k) 2 <C(k)™" < C(1+ k)7 (A.44)

Dann folgt mit (A2), (A:32) und (A59)

|D]<818OM+ 9C
= ks 14+ ke

(A.45)

Also ist I3 von der Ordnung ¢~2 uniform in k.

Wir kommen nun zu 7%, d.h. wenn k > 2k,. Auf diesem Integrationsgebiet ist zwar

1 — p =1, man muss aber noch den Faktor p. beachten. D, ist dann abgeschétzt durch

2

ﬁ [(pe (k) (x(R) — x (k)|

o) e (o) o) -
(k—ik:) k—(alkk+(k—(31kk) (k—iik)
X |pe(k)(x (k) — x(ks))| - (A.46)

Verwendet man die Eigenschaften von p. und x (|x'(k)] < C{k)~! und |x" (k)| < C{k)™2),
erhdlt man mit (A.42) (und analogen Abschétzungen) folgende—in 0 < € < 1 uniforme—
Ungleichung;:

D g‘

+

Cc C C

N [ el

(A.47)

Wir betrachten zundchst den Fall 2k5 > 1. Dann kann man |D.| aus (A.47)) iiber das
Gebiet k > 2k, integrieren, wobei der Wert des Integrals eine obere Schranke uniform in
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0 < € < 1 und uniform in 2k, > 1 hat. Also ist I2 von der Ordnung ¢~2 uniform in ki,
mit der Einschrankung 2k; > 1.

Nun sei 2ks < 1. Wir teilen das Integrationsgebiet k& > 2k von [3? in 2k, <k <1 und
k > 1 auf und erhalten

12 =0
s <h<1 1<k

1 1
IZ <—lim / |D5|dde+t—2hr%/|D€|dde. (A.48)

Der zweite Term (A.48) wird mit (A.47) zu
Lim [ |D.Jdkd0 < & (A.49)
2 el_r)% € — t2’ :
1<k

uniform in 2k, < 1. Also ist auch dieser Term von der Ordnung ¢~2 uniform in k.

Damit muss man nur noch das Integral

1
— lim |D.|dkd (A.50)
12 =0

2ks<k<1

abschéitzen. Fiir ein festes kg ist |D| uniform beschrankt fiir 2k, <k <1 und 0 < e < 1.
Man kann also wieder (wie bei I1) den Limes und die Integration vertauschen und erhélt
als letzten abzuschéitzenden Term

1
5 / |D|dkd<. (A51)
2ks<k<1

Mit (A.39), 1 — p =1, fiir k > 2k, und (A.42)) ist der Integrand beschrinkt durch
2

e wi+ (o)
((k—kk> k_elk.ks(x<k> —X(ks)))/

<ot (i) o | (o) e b (k)
—:AC + |Dy| + | D|. (A.52)

\D|s\

_|_

C +

Wir miissen |D| tiber ein beschrianktes Intervall integrieren. Um zu zeigen, dass (A.51))
kleiner gleich 5 ist, muss man |D;| bzw. |Ds| iiber das beschrinkte Gebiet 2k, < k < 1
integrieren und zeigen, dass fiir den Wert der Integrale eine obere Schranke uniform in kg

existiert.
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Die Ableitung in D; hat hochstens zwei Nullstellen in As. Also kénnen wir das Inte-
grationsgebiet in drei Teile aufteilen, in denen 0, <%) das Vorzeichen nicht dndert.
Beniitzt man nun den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, ist es leicht zu

sehen, dass die Integration von D; eine uniforme Konstante liefert (dazu muss man wieder
(A.42)) verwenden).

D, kann man schreiben aldl]

/

D= |(( ) e () = X0 = B0+ X(0) — (k) + ()

_ <(/<; il k)k ! (X(k:)—X(O)—k;x’(O)+/€sg(ks)+k></(0))>,

e — ey -k,

<(k o kz) o ()~ X(O0) - kx’(O))>/

((k _ Z . k) . elk : ks(k:sg(ks) + k>5(0))>,
= P2l 1D, (A.53)

IN

+

mit einem geeigneten, beschriankten g(ks) : Mit Taylors Formel und da |Vgx(k)| < C
erhalten wir

lg(ks)| < C. (A.54)

D2 in (A.53) kann man genauso wie D; behandeln, da die Ableitung héchstens 5 Null-
stellen hat, und

’ (k; - Z : ks)/ k- elk T, g (ks) + kx’(O))' <40C. (A.55)

Um (A.55)) zu erhalten, muss man wieder Abschitzungen von der Form (|A.42) mit k& > 2k

verwenden.

Wir kommen nun zu D} in (A.53). Da das Integrationsgebiet beschrinkt ist, reicht es
aus zu zeigen, dass Dj uniform beschrinkt ist. Es ist

2 <| (o) e ()~ X0 - kO)

" ‘ (k: kl(i : k): (kk elk . ks>/ (x(k) = x(0) - kx'(O))'
! ’ (/f - Z : k) k— elk o, (X () = x’(O))’ : (A.56)

1x(0) und x’(0) sind die stetigen Fortsetzungen von y und y’.
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Mit Taylors Formel kann man die Differenzen der y-Terme schrittweise linearisieren und
erhdlt mit 0 < §,¢ < 1

1 k2 ! 1 2.1 k2 , 1 /2 "
Dl < NG K\ ¢k
| 2‘_'(k—ek-ks> e RN )’+‘(k—ek-ks> (k—ek-ks) X'(€ )‘

+’(k - k:>k 1 "“X"(Ck>‘~ (A.57)

— ey - — ey, - k.

Mit |x”(k)| < C und (A.42) (oder in #hnlichen Formen mit k& > 2k) erhilt man

| D3| < 120C. (A.58)

Also ist auch I3 von der Ordnung ¢~2 uniform in k. Es folgt Lemma .

A.4 Zum Beweis von Proposition

Der Kern des Beweises ist praktisch identisch zu dem Beweis der entsprechenden Aussage
im 1-Teilchenfall in [52] (Theorem 1). Die Grundlage fiir den Beweis im 1-Teilchenfall
sind die punktweise Abschiatzungen an die Wellenfunktion , und Lemma
[2l Die Schwierigkeit besteht also darin, diese Abschitzungen auf den N-Teilchenfall zu
iibertragen.

Beweis von (i):

Aussage (i) ist eine direkte Konsequenz aus Theorem [I] siche auch Referenzen dort.

Zum Beweis von (ii):

Der Beweis findet sich in [24]. Wir geben hier die wichtigsten Schritte wieder.

Wir fithren dhnlich wie in [52] die Menge Bsgp ein: Sei 6 > 0 und 0 < a < b < oc.
Dann ist

Bsay = {k € R*N||¢hous(k)| > S und a < ky < b, L € {1, ..., N}}. (A.59)

GeméB dem Beweis in [52] folgt dann unabhéngig von der Dimension des zugrunde lie-
genden Konfigurationsraums die Aussage (ii) aus

Es existiert ein C' < oo (abh. von Bsg), so dass fir alle t > T, T grof genug, gilt:
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% € Byay impliziert |[vf(z) — %’ < Ct, (A.60)

Man muss also (A.60]) zeigen. Zunichst erkldren wir, wie man zu (A.60|) im 1-Teilchen-
fall gelangt. Ganz dhnlich wie beim Beweis des FAST gehen zwei Abschédtzungen an die
Wellenfunktion ein: Es existiert ein C' < 0o, so dass

1\2 .2~ x C
() — o e 2 ot (t) 2 vVt > T, T gro} genug, und V € Bsay (A.61)

und

1 % 22~
‘vm(:v) iy (E> 5 dou ()
(A.62)

gilt. Das entscheidende um von (A.61) und (A.62) zu (A.60) zu kommen, ist, dass der
Fehler um eine halbe Potenz in t schneller gegen Null geht als der fithrende Term. Die
Abschéatzungen und hingegen folgen aus der Zerlegung von v nach genera-
lisierten Eigenfunktionen,

C
< 2 vVt > T, T grofl genug, und V% € Bsap

V(x,t) = (QW)_g/ 5 G (R (a0, )k
—. (27)} / e Do (R) Pk 4 (2m) 4 / 5 Do (k) (, k)
= a(x,t) + B(x, 1), (A.63)

und dem Abschétzen von o und § mit Lemma [2] sowie ([3.46) und (3.47) Vgl auch ([3.22)
und ([3.23] - ) fiir 2 € Bsq,. Die Anwendung von Lemmal 2 sowie (3.46)) und (3.47) erfordert
ahnliche Bedmgungen an wout (siehe Definition |4f sowie (20)-(28) in [58]). Die minimalen
Bedingungen sind, dass ¢out in folgender Menge 1st.

Definition 9. Eine Funktion f : R3\ {0} — C ist in C*, wenn es eine Konstante
C € R, gibt, so dass

f(k)] < C(k)™°
0k f (k)| < C, |a| =1,

|’€agf(k)| < C<k>_17 |Oé| =2, k=77

%f(k)' < C{k)™® und ’— (k)’ < (k)2

2Das ist eine Teilmenge von der Menge GT. Fiir G wurde das FAST gezeigt, ebenfalls unter Verwen-
dung von Lemma I, und ( 7 siehe Theorem I
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Nun kann man, wie in Lemma [T} folgendes zeigen:

beCfir N=1 = dyu €C. (A.64)

Wir skizzieren nun, wie man die Abschatzungen und auf den Mehr-
teilchenfall iibertragen kann. Entscheidend fiir die punktweisen Abschéitzungen an die
Wellenfunktion im 1-Teilchenfall ist die Zerlegung von 7 in verallgemeinerte Fi-
genfunktionen, also die beiden grundlegenden Formeln (siche Proposition|[l] (ii) und (iii))

1 o
#@) = oplim / o (2, ) Do (B) (A.65)
und ~ |
Yout (k) = (2#)% l.1.m./90+(:v,k)@/)(a:)d x. (A.66)

In der vorliegenden speziellen Situation eines Systems von N Teilchen, die nur mit einem
externen Potential wechselwirken, bleiben die Formeln ({A.65)) und aber weiterhin
giiltig, wenn man fiir die generalisierten Eigenfunktionen nun das Produkt der generali-
sierten Eigenfunktionen der einzelnen Teilchen einsetzt: Zunéchst sieht man, dass

Ho.:=H (H(gpl)i) = %29% (A.67)

=1
mit den einzelnen generalisierten Eigenfunktionen (¢;)4

2

Hi(p1)s = %(SOZ):I:, (A.68)
bestimmt durch Proposition[I} Das Produkt der einzelnen generalisierten Eigenfunktionen
zu H; ist also eine generalisierte Eigenfunktion zu H. Durch Zerlegung von 1 in eine
Basis von Produktzustinden, also in eine Basis von L*(R?)®...® L?(R3), sieht man, dass
und auch fiir diesen speziellen Mehrteilchenfall gelten. D.h. es gilt, nun fiir
x, ke L2(R3N),

Dot (k) = ——1Lim. / (Hm)i(wl,kl)) (a)d*N (A.69)

(2m) > =1
und N
() = ﬁ Lim. (H(¢l)i(ml, kl)> Dour (k)N k. (A.70)
Mit
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kann man diese Formeln nun ganz dhnlich wie im 1-Teilchenfall anwenden. Der fithrende

Term der asymptotischen Entwicklung von () ist nun

() ) i

Damit wird der Fehler zwischen 1; und (A.71]) zu

3N 3N
1 2 g2~ xXr 1 2 g2~ X
_(r i% LAY I N0 (L i x (V)
vil@) (zt) ‘ wo‘“(t) < @) (zt) ‘ wo“(t) + 5 1)
(A.72)
mit ,
oM (x,t) = (2#)_% /e_ilgt{[)\out(k)eik'mdglvk (A.73)
und ,
BN (x,t) = (27)" % / e You (k)™ (a, b)APV ke, (A.74)
wobei
N (@, k) =(mm) 4 (1, ey )™ k2 L f®N RNy eTmR (1)) (g Kp)ei®iRaelmRy
+ (M) + (@1, k1) (02)+ (22, k2)... (v )+ (2N, k). (A.75)
Der Fehler zwischen V; und
\E
£ LT S £
z(‘t) ¢ o (7)
wir dann zu
1\? .2 1\? .2
x 2 a2~ x x 2 a2~ x
_Z = oTs Z) < (N) _Z = T had
V(@) t<it> © OUt<t> < Vo=, 1) (n) ww‘“‘t(t)
+ VM (2, 1)|. (A.76)

Wir erkldren nun, wie man die Abschitzung von 3V)(x,t) zunichst fir N = 2 auf die
vorhandenen Ergebnisse (3.46]) und Lemmazurﬁckﬁihren kann. Fiir N = 2 ist 3" (x, 1)
durch

k2t
2

8O, 1) =(2r)~? /

k2~ .
+(27T)_3/€_Zkz%ut(k)@m'kl(ﬁzﬁ(wz,k2)d3/€1d3/€2

Dous (k) () 4 (K1, 1 )™ *2 @ ky Py

+(27T)_3/e_ilﬁtizout(k)(nl)+(k1»wl)(ﬁ2)+(ﬂ327k2)d3k1d3k2

:Ijl +]2 —I—]g (A77>
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gegeben. Den ersten Term [; schreiben wir als
I =(27) / i ok ( / e (1) (R, wl)zﬁout(k;)d%) Pk (ATS)

Wir nehmen nun an, dass f[b\out(k) beziiglich k; und ko die Eigenschaften von Definition
[9 hat. Also z.B.

(ky1,ko)| < Clky) " (ky)™® AT
i )| < Ol (i) (A9
oder
Ok k)| < Clk) ) (A80)
(0kr)? Oy L R2)| = 1 2) - .
Dann kann man die schon bekannte Abschétzung (3.46) verwenden und erhélt
2t
I =(2r)? / eI R (o o )k, (A.81)
mit einer geeigneten Funktion f(ks,x1,t), von der man weifl; dass
7,1, 0) < —C—g(ks) (A82)
2,41, = I‘l(t—f-l’l)g 2)5 :
wobei g(ky) € C*. Nun kann man Lemma [2] auf (A.81)) anwenden und findet
C
L] < ———. (A.83)
1 (t + xl)t2
Also fiir ¥ € Bsq, wird (A.83) zu
C
|| < T (A.84)
Analoges Vorgehen mit I, I3 liefert
C
8@ (@, 1)] < 7 fir % € Bsa. (A.85)
2

Damit ist der Fehler |3 (z,t)| genau eine halbe Ordnung in ¢ kleiner als der fiihrende
Term (A.71) fiir N = 2. Durch identisches Vorgehen erhélt man fiir allgemeines N

C
BN (@, )] < g, fiir > € Bu. (A.86)

2 T3 t
Wendet man diese schrittweise Reduktion auch auf die anderen Fehlerterme in ({A.72))
und (A.76]) an, findet man dieselbe Ordnung der Fehler in ¢ und kann damit wieder wie
schon im 1-Teilchenfall auf ({A.60]) schliefien, aus der dann (ii) folgt.
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Um die Beweisskizze abzuschliefen, weisen wir darauf hin, dass die geforderten Re-
gularitéitseigenschaften von @Om im Mehrteilchenfall in &hnlicher Weise auf v {ibertragen
werden konnen, wie schon im 1-Teilchenfall mit Hilfe von Lemma : Will man z.B. (A.79))
ableiten, folgt das aus (x1)3(z9)?(Ho)3(Hy)3 € L*(R3Y), was wiederum aus (z)H®%) €
L2(R3N) folgt. Die Tatsache, dass man die entsprechenden Regularititseigenschaften von
Jout fiir jede Komponente benétigt, erhoht also die notwendigen Regularitéitseigenschaften
von ¢ um den Faktor N, wie in Definition [5| umgesetzt.

Beweis von (iii):

Analog zu Beweis von Theorem 1, (ii), in [52].
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